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Vorwort 


Es ist ein Wagnis — die Herausgeber sind sich dessen wohl bewußt —, neben so’ 
vielen ausgezeichneten Lehrbüchern der Analysis ein weiteres über diesen Gegenstand 
vorzulegen. Sie glauben jedoch aus guten Gründen, den „Fichtenholz‘“ dem Leser 
aus dem deutschen Sprachgebiet nicht vorenthalten zu dürfen. 

Das Werk ist das Ergebnis der langjährigen erfolgreichen Tätigkeit. eines Hoch- 
schullehrers, der neben seiner fruchtbaren wissenschaftlichen Arbeit einen großen 
Teil seiner Lebensaufgabe in der mathematischen Ausbildung des akademischen 
Nachwuchses sah. Es kam dem Autor darauf an, nicht nur die jungen Mathematiker, 
sondern auch die exakten Naturwissenschaftler, vor allem die Physiker und theo- 
retisch arbeitenden Ingenieurwissenschaftler, in seine Wissenschaft einzuführen und 
dafür zu begeistern. Daß dies nicht einfach ist, wird jeder Dozent, der einmal An- 
fängervorlesungen gehalten hat, bestätigen. Daß es gelungen ist, beweisen die hohen 
Auflageziffern. 

Durch behutsames Heran- und Hineinführen in die Analysis gelingt es, dem Leser 
die Angst vor für ihn neuen Abstraktionen und Begriffsbildungen zu nehmen und ihm 
beispielsweise spielend die gefürchtete „Epsilontik“ nach und nach in Fleisch und 
Blut übergehen zu lassen. Die zahlreichen sorgfältig ausgewählten Beispiele, die viel- 
fach physikalischen Anwendungsgebieten entnommen sind, unterbrechen genau dort 
den Aufbau der Theorie, wo der Leser eine Ruhepause braucht. 

Ein besonderer Vorzug des Werkes scheint den Herausgebern auch darin zu liegen, 
daß eine Reihe von Gegenständen, diein den Anfängervorlesungen und in den meisten 
Lehrbüchern keinen oder nur wenig Platz finden, behandelt werden, ohne daß der 
Leser dabei überfordert wird. Hierher gehören etwa weitgehende Kriterien für Grenz- 
übergänge unter dem Integralzeichen (übrigens ein Forschungsgebiet des Autors), 
eine ausführliche Betrachtung der elliptischen Integrale, eine breitangelegte Behand- 
lung mehrdimensionaler eigentlicher und uneigentlicher Integrale und vieles andere 
mehr. Auf diese Weise ist das Lehrbuch zugleich ein Nachschlagewerk von hohem 
Wert. 

Das Werk ist nicht nur für den Studenten, der es bei der Überarbeitung seiner Vor- 
lesungsnachschriften verwendet, von Nutzen, sondern es eignet sich überdies durch- 
aus zum Selbststudium und könnte etwa auch als Grundlage eines Fernstudiums ver- 
wendet werden. 

Den Leser, der die Materie schon kennt, mag es zunächst befremden, hie und da auf 
ungewöhnliche Begriffe zu stoßen, etwa die „unendlich kleinen‘“ oder „differentiellen“ 
Größen. Selbstverständlich werden solche Dinge völlig einwandfrei eingeführt, und 
man könnte sagen, daß gerade hierdurch bei dem fortgeschrittenen Leser das eigene 
Nachdenken angeregt wird und also der pädagogische Wert des Werkes einen beson- 
deren Akzent erhält. 

Wie in allen Werken dieser Reihe, soweit sie Übersetzungen sind, haben sich Über- 
setzer, Redakteure und Herausgeber vom Gesichtspunkt der präzisen mathematischen 
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Darstellung und auch der guten Lesbarkeit leiten lassen. Daß dabei hie und da die 
Übertragung nicht wörtlich bleiben konnte, dürfte das kleinere Übel sein. 

Die Herausgeber danken den Übersetzern und Redakteuren für die großen Mühen 
bei der Herstellung des Manuskriptes und für die bereitwillige Erfüllung einer Reihe 
von Verbesserungsvorschlägen sowie dem VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften 
für die Sorgfalt bei Herausgabe und Ausgestaltung des Werkes. 

L. W. KAnToRowITscH und I. P. NArAnson meinen in ihrem Nachruf!) auf 
FICHTENnHoLz, daß das Werk ‚in bezug auf Vollständigkeit, Klarheit und Straffheit 
des Aufbaus meisterhaft geschrieben ist und eines der besten Bücher über Analysis 
in der gesamten Weltliteratur darstellt“. Die Herausgeber haben dem nichts hinzu- 
zufügen und wünschen dem Buch einen großen Freundeskreis in aller Welt. 


Die Herausgeber 


1) Uspechi mat. nauk 14: 5 (89), 123—126 (1959). 
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Einführung. Die reellen Zahlen 


81. Der Bereich der rationalen Zahlen 


1.. Vorbemerkungen. Schon von der Schule her sind dem Leser die rationalen Zahlen 
und ihre Eigenschaften bekannt. Jedoch veranlassen uns bereits die Erfordernisse 
der Elementarmathematik, diesen Zahlenbereich zu erweitern. Denn nicht einmal die 


häufig vorkommenden Wurzeln aus ganzen positiven (natürlichen) Zahlen, z. B. y2, 


sind rationale Zahlen, d. h., es existiert kein rationaler Bruch — £ (wobei p und q natür- 
liche Zahlen sind), dessen Quadrat gleich 2 ist. 7 

Wir beweisen dies indirekt, nehmen also an, es existiere ein solcher Bruch = ,‚ für 

2 

den (2) = 2 ist. Weiterhin sei dieser Bruch’ unkürzbar, d.h. ‚D undgq sollen keinen 
gemeinsamen Faktor haben. Also ist p% = 292; somit ist p? und damit p eine gerade 
Zahl, p = 2r (r ganz). Da p und g keinen gemeinsamen Teiler haben, ist q ungerade. 
Setzen wir jetzt diesen Ausdruck für p ein, so erhalten wir g? = 2r?, und hieraus folgt, 
daß qg eine gerade Zahl ist. Damit haben wir einen Widerspruch erhalten, und unsere 
Behauptung ist bewiesen. 

Gleichzeitig ergibt sich folgendes: Würde man sich auf den Bereich der rationalen 
Zahlen beschränken, so könnte man in der Geometrie nicht mehr allen Strecken eine 
Länge zuschreiben.!) Wir betrachten z. B. das Quadrat über einer Seite der. Länge 1. 


Die Länge seiner Diagonalen ist nicht durch eine rationale Zahl der Form 2 aus- 


zudrücken; denn’nach dem Satz von PyYTHAGcorAas?) ist das Quadrat dieser Länge 
gleich 2. Wie wir gesehen haben, gibt es aber keine rationale Zahl, deren u, 
gleich 2 ist: 

In dieser Einführung stellen wir uns die Aufgabe, den Bereich der rationalen Zahlen 
zu erweitern, indem wir Zahlen anderer Art hinzufügen, nämlich die irrationalen 
Zahlen. Zugleich zeigen wir, daß in diesem erweiterten Bereich alle uns bekannten 
Eigenschaften der rationalen Zahlen, die sich auf die Grundrechenarten und den Ver- 
gleich von Zahlen beziehen, erhalten bleiben. Um diese Eigenschaften für den er- 
weiterten Zahlenbereich nachzuweisen, werden wir ein minimales System grund- 
legender Eigenschaften auswählen, aus dem sich dann alle restlichen Eigenschaften 
als formal logische Folgerungen ergeben. Wir brauchen dann nur die Gültigkeit dieser 
grundlegenden Eigenschaften nachzuweisen. Hier gehen wir also nach der „axio- 
matischen Methode‘ vor. 


1) Es würden sogenannte inkommensurable Größen auftreten. Inkommensurabel nennt man zwei 
Strecken, deren Verhältnis nicht durch eine rationale Zahl ausdrückbar ist. — Anm.d. Red. 

2) PYTHAGoRAS, 6. Jh. v. u. Z., griechischer Mathematiker und Philosoph. Der Satz wird zwar 
nach ihm benannt, ist aber viel älter. 
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In diesem Zusammenhang stellen wir nachstehend die grundlegenden Eigenschaften 
im Bereich der rationalen Zahlen zusammen. Gleichzeitig zeigen wir an einer Reihe 
von Beispielen, wie die anderen bekannten Eigenschaften aus diesen grundlegenden 
Eigenschaften rein formal hergeleitet werden können. Wenn wir im folgenden von 
„Zahlen“ sprechen, so verstehen wir darunter rationale Zahlen; wir bezeichnen sie 
mita,b,... 


2. Die Ordnung des Bereichs der rationalen Zahlen. Wir vereinbaren zunächst folgen- 
des: Wenn wir von gleichen Zahlen sprechen, so meinen wir ein und dieselbe Zahl, die 
in verschiedenen Formen dargestellt ist. Mit anderen Worten, für uns bedeutet der 
Begriff „gleich‘‘ (=) soviel wie ‚identisch‘. Daher führen wir die Eigenschaften 
gleicher Zahlen nicht besonders auf. 

Der Bereich der rationalen Zahlen läßt sich mit Hilfe des Begriffs „größer“ (>) 
ordnen, und mit diesem Begriff hängt die erste Gruppe von Eigenschaften zusam- 
men: 

1a) Für jedes Paar von Zahlen a und b gilt eine und nur eine der Beziehungen 

a=b, a>b, b>a. 

1b) dusa>bundb > c folgt a > c (Transitivität der Beziehung „größer“). 

1c) Wenn a > bist, so gibt es eine Zahl c derart, daß 


a>e und c>b 


st.t) („Die rationalen Zahlen liegen überall dicht.‘“) 

Der Begriff ‚kleiner‘ (<) wird entsprechend eingeführt. Man sagt, es sei a <b 
dann und nur dann, wenn b > a ist. Offenbar folgt usa <bundb <c,daßa <c 
ist (Transitivität der Beziehung ‚‚kleiner“). In der Tat sind die Ungleichungen a < b 
und 5b < c nach Voraussetzung gleichbedeutend mit den Ungleichungen b > a und 
c >b; aus diesen folgt aber nach 1b) die Beziehung c > a oder, was dasselbe ist, 
a<c. 

Weitere Eigenschaften des Größerbegriffs, die mit den Grundrechenarten an 
rationalen Zahlen zusammenhängen, werden später behandelt. 


3. Addition und Subtraktion rationaler Zahlen. Die zweite Gruppe von Eigenschaften 
hängt: mit der Addition zusammen, d.h. mit der Bestimmung der Summe zweier 
Zahlen. Zu jedem Paar von Zahlen a und b existiert eine (und nur eine) Zahl?), welche 
die Summe von a und b genannt und mit a + 5 bezeichnet wird. Diese Summe hat 
folgende Eigenschaften: 


2a)a+b=b-+ a (Kommutativgesetz der Addition). 

2b) (a +b) +c=a-+(b+c) (Assoziativgesetz der Addition). 

Die besondere Rolle der Null wird durch die folgende Eigenschaft charakterisiert: 
2c)a-0 =a. 

Außerdem gilt: 


2d) Zu jeder Zahl a existiert eine Zahl —a (eine zu a entgegengesetzte Zahl) derart, 
daß a+ (—a) = Diist. 


1) In diesem Fall sagt man auch, die Zahl c liege zwischen den Zahlen a und b. Offenbar gibt es 
unendlich viele solcher Zahlen c. 

2) Wenn es eine und nur eine (d. h. genau eine) Zahl mit einer bestimmten Eigenschaft gibt, so 
sagt man, diese Zahl sei eindeutig bestimmt; statt ‚‚eindeutige Bestimmtheit” gebraucht man 
auch die Bezeichnungen ‚‚Einzigkeit‘‘ oder ‚„‚Unität‘‘ oder, etwas mißverständlich, ‚‚Eindeu- 
tigkeit‘‘. — Anm.d. Red. 
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Auf Grund dieser Eigenschaften können wir zunächst die Subtraktion als Um- 
kehrung der Addition behandeln. Wenn wir unter der Differenz der Zahlen a und b, 
wie üblich, eine Zahl c verstehen, für die c + b = a ist,!) so entsteht die Frage, ob 
eine solche Zahl existiert und ob sie eindeutig bestimmt ist. 

Wenn wirc=4-+ (—b) setzen, so erhalten wir nach 2b), a), d), e): 


c+b=[a+(-)] +db=a-+[(-b)-+b] 
=a+b+(-5)]=a+0=a, 


so daß diese Zahl c wirklich der Definition der Differenz genügt. 

Es sei jetzt umgekehrt c’ Differenz der Zahlen a und b, also ce’ + b = a. Wenn wir 
auf beiden Seiten dieser Beziehung —b hinzufügen und die linke Seite nach 2b, d), c) 
umformen, so erhalten wir 


+5) +(-5)=c0 ++ (-d)=cd+0=0, 


und wir können schließen, daß ce’ = a + (—b) = c ist. 

Somit haben wir Existenz und Eindeutigkeit der Differenz der Zahlen a und b bewiesen; 
man bezeichnet diese Differenz mit a — b. 

Aus der Eindeutigkeit der Differenz ergibt sich eine Reihe von Folgerungen. Zu- 
nächst folgt aus 2c) also 0 = a — a, und wir können schließen, daß außer der Zahl 0 
keine Zahl existiert, die die Eigenschaft 2c) hat. Weiter folgt hieraus die Eindeutig- 
keit der zu einer Zahl entgegengesetzten Zahl: —a = 0 — a. 

Da ausa + (—a) = O nach 2a) auch (—a) + a = 0 folgt, ergibt sich a = —(—a), 
d. h., die Zahlen «a und —a sind zueinander entgegengesetzt. Wir geben noch eine 
weitere Eigenschaft entgegengesetzter Zahlen an: 


—(a+b)= (—a) + (—b); 


hierfür genügt es zu beweisen, daß (a + b) + [(—a) + (—b)] = O gilt, und das erhält 
man aus 2a), b), d), c). 

Schließlich nennen wir noch eine Eigenschaft, die das Größerzeichen mit dem Plus- 
zeichen verknüpft: 


2e) Aua>bfolga-c>b-+.c. 
Hieraus folgt, daß man auf beiden Seiten einer Ungleichung dasselbe hinzu- 
addieren darf; auf diese Weise ergibt sich, daß die Ungleichungen 


a>b und a—b>0 


gleichbedeutend sind. 
Weiter folgt ausa > b auch —a < —b. Ausa > b folgt nämlich a — 5 > 0. Nun 
ist aber 


a—b=a+t(-b)= (—b) +a 
= (5) + [-(-a)] = (—b) — (=a), 
so daß die Ungleichung auch in der Form 
(—b) — (-—a) > 0 
1) Nach 2a) kann man diese Beziehung, die die Differenz definiert, auch in der Formb +c=a 
schreiben. 


9 Fichtenholz I 
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geschrieben werden kann; hieraus folgt aber 
—b>-—a ode —a<—b. 


Insbesondere folgt aus a > 0 die Beziehung —a < 0, und ausa < O folgt —a > 0. 
Wenn a = 0 ist, so ist von den beiden entgegengesetzten Zahlen a und —a eine und 
nur eine Zahl größer als 0; diese Zahl nennt man den Absoluibetrag (oder auch Betrag) 
der Zahl a bzw. der Zahl —a und schreibt dafür 


al bzw. |—al. 
Den Absolutbetrag der Zahl 0 setzt man gleich 0: 
0] =0. 


Nach der Eigenschaft 2e) kann man Ungleichungen gliedweise addieren: Aus 
a>bundc>dfogta+c>b+d;dennausa>bfoleta +c>b-+ c, und aus 
c>dfogt c+b>d-+b, also nach 2a)b+c>b-+-.d; damit erhalten wir nach 
1b) schließlicha+c>b-+.d. 


4. Multiplikation und Division rationaler Zahlen. Die dritte Gruppe von Eigenschaften 
hängt mit der Multiplikation zusammen, d. h. mit einer Operation, die sich mit dem 
Bestimmen des Produktes zweier Zahlen beschäftigt. Für jedes Paar von Zahlen a 
und 5 existiert genau eine Zahl, das Produkt von a und b (es wird mit a - b oder einfach 
mit ab bezeichnet). Das Produkt hat folgende Eigenschaften: 

3a) ab = ba (Kommutativgesetz der Multiplikation). 

3b) (ab)c = a(bc) (Assoziativgesetz der Multiplikation). 

Die besondere Rolle der 1 bei der Multiplikation wird durch folgende Eigenschaft 
charakterisiert: 

3c) a-1l=a. 
Außerdem gilt: | 

3d) Für jede von O verschiedene Zahl a existiert eine (zu ihr reziproke) Zahl z derart, 


1 
d .— I J . 
aßa - 1 ıst 


. Das Problem der Division, d.h. der zur Multiplikation entgegengesetzten Grund- 
rechenart, kann man auf Grund.der Eigenschaften der Multiplikation genauso lösen, 
wie wir das Problem der Subtraktion auf Grund der Eigenschaften der Addition ge- 
löst haben. Die reziproke Zahl spielt hier dieselbe Rolle wie die entgegengesetzte 
Zahl bei der Addition. 

Man nennt eine Zahl c, für welche 


cb=a 


ist, einen Quotienten der Zahlen a und 5 (wobei der Nenner.b immer als von 0 verschie- 
den vorausgesetzt wird.)t) 1 
Diese Definition ist erfüllt, wenn man c=a- z annimmt; denn nach 3b), a), d), 


c) ist 
= z) = (; )= 0-5) =a-1=0. 


1): Nach 3a) kann man diese Beziehung, die den Quotienten definiert, auch in der Formb-c= «a 
schreiben. 
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Umgekehrt, wenn eine Zahl c’ die Definition des Quotienten der Zahlen a und b er- 
füllt, wenn also c’ -b = a ist, so erhalten wir, nachdem wir beide Seiten der Beziehung 


mit - multipliziert und die linke Seite umgeformt haben [3b), d), c)]: 


Somit sind Existenz und Eindeutigkeit des Quotienten der Zahlen a und b (unter der 


Bedingung b = 0) bewiesen. Man bezeichnet diesen Quotienten mit a:b, z oder a/b. 


 Ausder Eindeutigkeit des Quotienten folgt, daß es außer der Zahl 1 keine Zahl gibt, 
die einer zu3c) analogen Eigenschaft genügt. Schließlich ergibt sich hieraus noch, daß 
die reziproke Zahl (als Quotient von 1 und a) eindeutig bestimmt ist; außerdem kann 


man sich leicht davon überzeugen, daß die Zahlen a und n zueinander reziprok sind. 
Die folgende Eigenschaft verknüpft die beiden grundlegenden arithmetischen 
Rechenoperationen, die Multiplikation und die Addition: 


3e) (a +b)c=ac+ bc (Distributivgesetz der Multiplikation bezüglich der 
Addition). 


Hieraus kann man leicht das Distributivgesetz der Multiplikation bezüglich der 
Subtraktion herleiten: 


(e —b)e=ac—be. 
Nach der Definition der Differenz folgt das sofort aus 
(a —b).c+b-.c=[a—b)+b]-c=a:.c. 
Mit Hilfe der Eigenschaft 3e) beweisen wir noch, daß 
b-0=0-.b=0 
ist. Nach 2c) ist 
a+0=a, (a +0)-b=a:-b+0.-b=a.b, 


woraus 0 - b = 0 folgt; also ist nach 3a) auch5-0=0. 


Umgekehrt, wenna -b = O0 undb = Oist, so muß a = 0 sein. Inder Tat ist a = — , 


und gleichzeitig ist auch 0= m (dabd-0 =0 ist); da der Quotient eindeutig be- 
stimmt ist, ist also a = 0. 

Schließlich geben wir noch eine Eigenschaft an, die das Größerzeichen mit a 
Produktzeichen verknüpft: 

3f) Ausa > bundc > 0 folgt ac >.be. 


Hierauf beruht die Möglichkeit, beide Seiten einer Ungleichung mit einer BR 
Zahl zu multiplizieren; daraus folgt, daß für a > 0 und 5 > 0 auch ab > 0 ist. 
Wir bemerken noch, daß (a) -b Fe —(@- b) ist; e8 ni nämlich 


a-b+(-a)- b=[a-+ (—a)] - b=0: b=0. 
Jetzt sieht man leicht: Ist « < 0 und 5 > 0, also a = —ja| und 5 = |d], so ist 
ab= (-Ja})- |b| = —(la] - 181) <O; fi 
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dasselbe erhält man für a > 0 und b < 0. Wenna < 0 und b < 0 ist, so gilt 


ab = (—Jal) - (—18|) = -Lle| - (—121)] 
= —[—(ja] - [BJ] = lal - || > ©. 


Somit haben wir die bekannten Vorzeichenregeln für die Multiplikation hergeleitet, 
und zwar als logische Folgerungen der angegebenen Eigenschaften der rationalen 
Zahlen. Mit anderen Worten, die Vorzeichenregeln erhalten wir zwangsläufig, wenn 
die erwähnten Eigenschaften erfüllt sind. Dasselbe kann man auch bezüglich der 
Regeln für die Multiplikation mit O0 sagen. 

Nachdem wir die Eigenschaften der Addition und der Multiplikation angegeben 
haben, könnten wir jetzt die Eigenschaft beweisen, daß der Bereich der rationalen 
Zahlen überall dicht ist. Diese Eigenschaft formulierten wir oben als grundlegende 
Eigenschaft [1c]. In der Tat können wir z. B. zeigen, daß aus a > b die Beziehung 

a+b 


——>b 
Berge 


folgt. 
5. Das Archimedische!) Axiom. Wir beenden jetzt die Aufzählung der grundlegenden 


Eigenschaften der rationalen Zahlen mit der folgenden einfachen und wichtigen Aus- 
sage, die sich nicht aus den oben aufgeführten Eigenschaften ergibt. 


4a) Wie auch immer eine Zahl c > 0 gewählt wird, es existiert stels eine natürliche 
Zahl n, die größer als c ist (Archimedisches Axiom). 


Tatsächlich formulierte Arcuıneoes diesen Sachverhalt als geometrischen Satz, 
der ebenfalls als ‚„Archimedisches Axiom‘ bekannt ist: 

Wenn auf einer Geraden zwei beliebige Strecken A und B gegeben sind, so können wir A 
so oft zu sich selbst addieren, daß die Summe größer als B wird: 


A+A+--+A=A:n>B. 
Den u 
n-mal 


Wenn wir diese Aussage für positive Zahlen a und b formulieren, so liefert sie die um 
Existenz einer natürlichen Zahl n derart, daß 


ata+.- ta=a:n>b 
Ve m? 
n-mal | 
ist. Diese Ungleichung ist, wenn wir die Eigenschaften der rationalen Zahlen benutzen, 


gleichbedeutend mit n > —. Bezeichnen wir den Bruch u mit c, so erhalten wir die 
obige Formulierung. - 


S2. Einführung der irrationalen Zahlen. Ordnung des Bereichs 
der reellen Zahlen 


6. Definition der irrationalen Zahl. Die Gesamtheit der rationalen Zahlen mit allen 
ihren Eigenschaften, sie sie in $1 aufgezählt sind, wird nun als gegeben voraus- 
gesetzt. 


1) ARCHIMEDES, um 250 v. u. Z., griechischer Mathematiker und Naturforscher. 
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Wir entwickeln die Theorie der irrationalen Zahlen nach der Methode von R. De- 
DEKIND!), die auf dem Begriff des Schnittes im Bereich der rationalen Zahlen beruht. 
Wir nennen eine Zerlegung der Menge aller rationalen Zahlen in zwei nichtleere (d.h. 
wenigstens eine Zahl enthaltende) Mengen A und A’ einen Schnitt, wenn folgende Be- 
dingungen erfüllt sind: 


1. Jede rationale Zahl liegt in einer und nur einer?) der Mengen A oder 4’. 
2. Jede Zahl a der Menge A ist kleiner als jede Zahl a’ der Menge 4. 


Die Menge A nennen wir die Unterklasse des Schnittes, die Menge A’ die Oberklasse. 
Den Schnitt bezeichnen wir mit 4 | A’. 

Aus der Definition des Schnittes folgt, daß jede rationale Zahl, die kleiner als eine 
Zahl a der Unterklasse ist, ebenfalls in der Unterklasse liegt. Analog dazu liegt jede 
rationale Zahl, die größer als eine Zahl @’ der Oberklasse ist, selbst in der Oberklasse. 


Beispiel. Wir definieren A. als Menge aller rationalen Zahlen a, die der Un- 
gleichung a < 1 genügen, und zur Menge A’ rechnen wir alle Zahlen «’, für die@’ 2 1 
gilt. 

Es läßt sich leicht verifizieren, daß wir auf diese Weise tatsächlich einen Schnitt 
erhalten. Die Zahl 1 gehört zur Klasse A’ und ist offenbar die kleinste Zahl dieser 
Klasse. Dagegen gibt es keine größte Zahl in der Klasse A, so daß sich, wie immer 
auch die Zahl a aus A gewählt wird, stets eine rationale Zahl a, finden läßt, die zwi- 
schen ihr und 1 liegt, also größer als « ist und zur Klasse A gehört. 


Beispiel 2. In die Unterklasse A nehmen wir alle rationalen Zahlen a, die kleiner 
als 1 oder gleich 1 sind, für die also a < 1 gilt; in die Oberklasse A’ nehmen wir alle 
rationalen Zahlen a’, die größer als 1 sind,d.h. a’ > 1. 

Auch dies ist ein Schnitt, wobei hier in der Oberklasse keine kleinste, aber in der 
Unterklasse eine größte Zahl (nämlich 1) existiert. 


Beispiel 3. In die Klasse A nehmen wir alle positiven rationalen Zahlen «a, für 
die a? < 2 gilt, sowie die Zahl 0 und alle negativen rationalen Zahlen, in die Klasse 4’ 
dagegen alle positiven rationalen Zahlen «’, für die a’? > 2 gilt. 

Wie man sich leicht überzeugt, erhält man wieder einen Schnitt. Hier gibt es weder 
in der Klasse A eine größte Zahl noch in der Klasse A’ eine kleinste. Wir beweisen 
z. B. die erste der beiden Behauptungen (der Beweis der zweiten folgt analog). 

Es sei a eine beliebige positive Zahl der Klasse A, so daß a? < 2 ist. Wir zeigen, daß 
es möglich ist, eine ganze positive Zahl » zu finden, für die 


1\2 

( — -) <2 

n 
gilt, so daß die Zahla + = zur Klasse A gehört. 
Der eben genannten Ungleichung entsprechen die folgenden Relationen: 
1 2 1 

BEE ee deal, 

nn nn 


1) RicHARD DEDEKIND, 1831—1916, deutscher Mathematiker. 
2) Daß jede rationale Zahl nur in eine dieser Klassen fällt, folgt übrigens aus der Forderung 2. 
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Die letzte Ungleichung ist sicher erfüllt, wenn n die Ungleichung 


2Za+ti ee 
z | 
befriedigt. Zu diesem Zweck genügt es, 
Dat1 
2 —.a? 


zu nehmen, was [nach dem Axiom von ARCHIMEDES; vgl. Nr.5, Eigenschaft 4a)] 
immer möglich ist. 

Zu jeder positiven Zahl a der Klasse A läßt sich also in der Klasse A eine größere 
Zahl finden; da für die Zahlen « < 0 diese Behauptung trivial ist, existiert keine 
größte Zahl der Klasse A. 


Es ist leicht einzusehen, daß kein Schnitt existieren kann, für den gleichzeitig in der 
Unterklasse eine größte Zahl a, und in der Oberklasse eine kleinste Zahl a, gefunden 
werden kann. Angenommen, es existierte tatsächlich ein solcher Schnitt. Dann läßt 
sich, da der Bereich der rationalen Zahlen dicht ist [Eigenschaft 1c)], eine rationale 
Zahl c angeben, die zwischen a, und a, liegt, für die also a, < c < ay gilt. Die Zahl c 
kann nicht zur Klasse A gehören, denn sonst wäre a, nicht die größte Zahl in dieser 
Klasse. Analog kann c nicht zur Klasse A’ gehören; das widerspricht aber der Eigen- 
schaft 1 des Schnittes, die zur Definition dieses Begriffs benutzt wurde. 

Somit kann man sagen, daß es nur drei Arten von Schnitten geben kann: 


1. Inder Unterklasse A gibt es keine größte Zahl, aber in der Oberklasse A’ eine 
kleinste Zahl r; 


2. in der Unterklasse A existiert eine größte Zahl r, aber in der Oberklasse 4’ 
keine kleinste; 


3. in der Unterklasse existiert keine größte Zahl und in der Oberklasse keine 
kleinste. 


In den ersten beiden Fällen sagen wir, der Schnitt werde von einer rationalen Zahl r 
erzeugt (die sich auf der Grenze zwischen den Klassen A und A’ befindet) oder auch, 
der Schnitt definiere die rationale Zahl r. In den Beispielen 1 und 2 ist diese Zahl die 
Zahl 1. Im dritten Fall existiert eine solche ‚„Randzahl“ nicht, der Schnitt definiert 
keine rationale Zahl. | 
‘Wir führen jetzt neue Objekte ein — die irrationalen Zahlen, indem wir verein- 
baren, jeder Schnitt der Form 3 definiere eine irrationale Zahl «. Diese Zahl « ersetzt 
die fehlende „Randzahl‘“, die wir zwischen den Zahlen a der Klasse A und den 
Zahlen a’ der Klasse A’ eingefügt denken. Im Beispiel 3 ist diese eben neu eingeführte 
Zahl, wie man leicht errät, genau die Zahl Y2. 

Für die irrationalen Zahlen wird keine besondere, typische Bezeichnung!) ein- 
geführt. Wir verknüpfen nach wie vor die irrationale Zahl & mit dem sie definierenden 
Schnitt A | A’ im Bereich der rationalen Zahlen. | | 

Der Einheitlichkeit wegen werden wir oft genauso mit einer rationalen Zahl r ver- 
fahren. Jedoch existieren für jede rationale Zahl r zwei Schnitte, die sie definieren. 


!) Hier ist von „endlichen“ Bezeichnungen (d.h. Bezeichnungen in geschlossener Form) die Rede; 
eine Art „unendlicher‘“‘ Bezeichnungen für irrationale Zahlen wird der Leser in Nr. 9 kennen- 
lernen. Meistens werden irrationale Zahlen so bezeichnet, daß man erkennt, wie sie zustande 


kommen, etwa Y2, log 5, sin 10°, usw. 
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In beiden Fällen gehören die Zahlen a < r zur Unterklasse, die Zahlen a’ > r zur 
Oberklasse, jedoch kann die Zahl r nach Belieben entweder zur Unterklasse (dann ist r 
dort die größte Zahl) oder zur Oberklasse (dann ist r dort die kleinste Zahl) gerechnet 
werden. 

Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, setzen wir nun jedoch ein für allemal 
fest: Ist von einem Schnitt die Rede, der eine rationale Zahl r definiert, so soll diese 
Zahl r zur Oberklasse gehören. 

Die rationalen und die irrationalen Zahlen werden unter der gemeinsamen Bezeich- 
nung reelle Zahlen zusammengefaßt. Der Begriff der reellen Zahl ist einer der Grund- 
begriffe der Analysis. 


durch die Schnitte A| A’ bzw. B| B’ definiert sind, heißen dann und nur dann gleich, wenn 
diese Schnitte identisch sind; übrigens genügt es zu fordern, daß die Unterklassen 4 
und BZ übereinstimmen, weil die Oberklassen A’ und B’ dann von selbst identisch sind. 

Diese Definition behält auch für den Fall ihre Gültigkeit, daß die Zahlen & und $ 
rational sind. Mit anderen Worten, sind zwei rationale Zahlen x und ß gleich, dann 
stimmen die sie definierenden Schnitte überein. Umgekehrt folgt aus der Identität der 
Schnitte die Gleichheit der Zahlen & und ß. Dabei versteht sich von selbst, daß man die 
Bedingung berücksichtigen muß, die wir hinsichtlich der rationalen Zahlen gemacht 
haben.!) 

Nun wollen wir den Begriff „größer“ für reelle Zahlen definieren. Für die rationalen 
Zahlen wurde dieser Begriff bereits eingeführt. 

Für eine rationale Zahl r und eine irrationale Zahl « wurde der Begriff „größer“ 
eigentlich schon in Nr. 6 eingeführt. Wenn nämlich & durch den Schnitt A | A’ defi- 
niert wird, so sagen wir, & sei größer als alle rationalen Zahlen, die in der Klasse A 
liegen, und alle Zahlen der Klasse A’ seien größer als «a. 

Wir betrachten jetzt zwei irrationale Zahlen «x und ß, wobei & durch den Schnitt 
4A|4A’ und $ durch den Schnitt B]| B’ definiert sei. Wir nennen jene Zahl größer, deren 
Unterklasse größer ist. Genauer, wir schreiben «& > ß und nennen & größer als P, wenn 
die Klasse A die Klasse B umfaßt, ohne mit ihr identisch zu sein. (Diese Bedingung 
ist offensichtlich damit äquivalent, daß die Klasse B’ die Klasse 4’ umfaßt, ohne mit 
ihr identisch zu sein.) Es läßt sich leicht verifizieren, daß diese Definition auch dann 
gültig bleibt, wenn eine der Zahlen &, 8 oder sogar beide rational sind. 

Wir zeigen, daß für die reellen Zahlen die folgenden Bedingungen 1.1 und 1.2 er- 
füllt sind. 


1.1 Für jedes Paar reeller Zahlen x und ß gilt genau eine der Beziehungen 


\i Die Ordnung des Bereichs der reellen Zahlen. Zwei irrationale Zahlen & und ß, die 


hd, eh: EP 


Ist der Schnitt A| 4’, der die Zahl « definiert, identisch mit dem Schnitt B|.B’, der 
die Zahl ß definiert, dann gilt x = ß. Sind dieseSchnitte nicht identisch, dann enthält 
entweder A die Klasse B vollständig, und es gilt «x > ß, oder das ist nicht der Fall, 
und es existiert ein Element b, der Klasse B, das in der Klasse A’ enthalten ist. Dann 
gilt für jedes Element a der Klassse A die Beziehung a < b,. Daher enthält die Klasse 
B die Klasse A, ohne mit ihr identisch zu sein, und es liegt der Fall # > a vor. 


1.2 Aua>Bßund$>yfolgda >y. 


1) Ohne diese Bedingung wären z.B. die Schnitte, die wir in Nr. 6, Beispiel 1 und 2, betrachtet 
haben und die beide ein und dieselbe Zahl 1 definieren, nicht identisch. 
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Die Zahlen &, 8 und y (unter denen sich auch rationale ‚befinden können) seien 
durch die Schnitte A| A’, B| B’ bzw. CC’ definiert. Ist « > f, soenthält die Klasse A 
nach der Definition des Begriffs „größer“ die Klasse B, ohne mit ihr identisch zu sein. 
Ihrerseits enthält, wenn 8 > y ist, die Klasse B die Klasse ©, ohne mit ihr identisch 
zu sein. Folglich enthält die Klasse A die Klasse C vollständig, ohne mit ihr identisch 
zu sein, d. h., es gilt x >. 

Der Begriff ‚kleiner‘ läßt sich jetzt wie in Nr. 2 einführen. Wir sagen, essei& < ß, 
wenn ß > « ist. Ebenso wie die Beziehung „‚größer“‘ ist auch die Beziehung „kleiner“ 
transitiv. 


8. Hilfssätze. Wir beweisen jetzt, daß der Bereich der reellen Zahlen [vgl. 1c)] dicht 
ist, d. h., wir zeigen: 


Lemma 1. Zu zwei beliebig gegebenen Zahlen & und ß mit & > ß läßt sich eine 
rationale Zahl r finden, die zwischen ihnen liegt, für die also a > r > ß gilt (folglich gibt 
es sogar eine unendliche Menge solcher rationaler Zahlen r). 


Da & > ß ist, umfaßt die Unterklasse A des Schnittes, der & definiert, die Unter- 
klasse .B der Zahl $, ohne mit B identisch zu sein. Daher läßt sich in der Klasse A eine 
rationale Zahl r angeben, die nicht in B enthalten ist, also zur Klasse B’ gehört. Für 
diese Zahl gilt 


«>rZzZPß 


(Gleichheit könnte bei rationalem ß eintreten). Da jedoch in A keine größte Zahl 
existiert, kann man nötigenfalls, indem man r größer wählt, die Gleichheit aus- 
schließen. 


Bemerkung. Indem wir zeigten, daß zwischen den reellen Zahlen & und $ (wenn 
& > f) notwendigerweise eine rationale (und nicht nur eine reelle) Zahl liegt, haben 
wir faktisch eine stärkere Eigenschaft des Bereichs der reellen Zahlen bewiesen, als 
daß er überall dicht ist. Im folgenden werden wir diese stärkere Eigenschaft benötigen. 
Hieraus erhält man unmittelbar 


Lemma 2. Es seien zwei reelle Zahlen & und 8 gegeben. Wenn zu jeder Zahl e > 0 
rationale Zahlen s und s’ existieren, deren Differenz kleiner als e ıst, für die also 


’—s<e 
ist und für die 
.—za28s, !Z2P28s 
gilt, dann sind & und ß notwendigerweise identisch. 


Den Beweis werden wir indirekt führen. Es sei etwa x > ß. Nach Lemma 1 lassen 
sich zwischen & und $ zwei rationale Zahlen r und r’ > r einfügen, sdaßa>r>r 
> ß ist. Daher gelten für zwei beliebige Zahlen s und s’, zwischen welchen & und ß 
liegen, offensichtlich die Ungleichungen 


s’>or>r>s, 


woraus s’ — s>r'— r> 0 folgt, so daß die Differenz s’ — s entgegen der Voraus- 
setzung des Lemmas nicht kleiner gemacht werden kann als beispielsweise die Zahl 
e=r’ — r. Dieser Widerspruch beweist die Richtigkeit des Lemmas. 
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9. Die Darstellung reeller Zahlen durch unendliche Dezimalbrüche. Wir wollen eine 
Darstellung betrachten, bei der der Bruchteil (die Mantisse) positiv ist, während der 
ganze Teil positiv oder negativ oder 0 sein kann. 

Wir setzen zunächst voraus, die zu betrachtende reelle Zahl & sei weder eine ganze 
Zahl noch ein. endlicher Dezimalbruch. Wir suchen eine angenäherte Darstellung in 
‚Form eines Dezimalbruchs. Ist x durch den Schnitt A |A’ definiert, dann läßt sich 
zunächst leicht verifizieren, daß sich in der Klasse A eine ganze Zahl M befindet und 
in der Klasse A’ eine ganze Zahl N > M. Durch sukzessive Addition von Einsen zu 
M gelangt man notwendigerweise zu zwei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen C, 
und ©, + 1 derart, daß 


G<a<o+1 


gilt. Hierbei kann C, positiv, negativ oder 0 sein. 
Teilen wir nun das Intervall zwischen CO, und C, + 1 mit Hilfe der Zahlen 


Ug1; 002; ...;, (9 
in zehn gleiche Teile, dann fällt & in eines (und nur eines) dieser Teilintervalle, und 


wir haben zwei Zahlen gefunden, die sich um — unterscheiden, nämlich C,,c, und 


1 
Oy,Cı + 10° und für welche O,,cı <a& < Oycı + = gilt. Setzen wir diesen Prozeß 


weiter fort, so bestimmen wir nach Festlegung der Ziffern cı, 6a, -.., &n-ı eine n-te 
Ziffer c„ durch die Ungleichungen 


1 | 
C9,6162 Cm << 096162. Cn + Ton‘ (1) 


.. Auf diese Weise haben wir bei der Approximation der Zahl « .durch Dezimal- 
brüche eine ganze Zahl C, und eine unendliche Folge .cı, Ca, ---, %n, ... von Ziffern 
gefunden. 

Der aus ihnen gebildete unendliche Dezimalbruch, d. h. das Symbol 


UgC1Ca sen esey (2) 


kann als Darstellung der reellen Zahl & angesehen werden. 

In dem bisher ausgeschlossenen Fall, daß « selbst eine ganze Zahl oder ein end- 
licher Dezimalbruch ist, lassen sich ebenfalls analog die Zahl C, und die Ziffern 
Cy> Cg5 ». 5 Cny «.. Sukzessive bestimmen, wenn man von der Verallgemeinerung von (1), 
der Relation | 


O95C1Cz ++. Cn S & s 5:66:26, + 10" ’ (1a) 


ausgeht. Dann stimmt irgendwann I im Laufe des Prozesses die Zahl & mit einem der 
Endpunkte des Intervalls, in das wir sie eingeschlossen hatten, überein, und zwar 
je nach Belieben mit dem linken oder dem rechten; von da an wird bei Fortsetzung 
des Prozesses links bzw. rechts in der Relation (1 a) bereits ständig Gleichheit, herr- 
schen. 

Je nachdem, welche dieser Möglichkeiten realisiert wird, sind die folgenden Ziffern 
sämtlich 0 oder sämtlich 9. Somit gibt es für die Zahl « jetzt zwei Darstellungen, eine 
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mit der Periode 0 und eine zweite mit der Periode 9, beispielsweise 


3,826 — 3,826000... = 3,825999..., 
—3,836 — 1,174000... = 4,173999...}) 


Es sei jetzt umgekehrt ein beliebiger unendlicher Dezimalbruch (2) vorgegeben. 
Wir zeigen, daß sich immer eine reelle Zahl «x angeben läßt, die durch diesen Bruch 
dargestellt wird. 

Zu diesem Zweck betrachten wir den Teil des Bruches (2), 


On = C9,6162..-Cn; (3) 
welcher beim Abrunden der Be Zahl, sowie den Teil 


O4 = Oprörlzentn + m, (4) 
welcher beim Aufrunden benutzt wird. Es ist leicht zu sehen, daß jedes ©, kleiner als 
jedes C/, ist (nicht nur für m = n, sondern auch für m > n). 

Wir wollen jetzt auf folgende Weise einen Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen 
erzeugen. Zur Oberklasse A’ rechnen wir die rationalen Zahlen a’, die größer als alle 
C, sind (z. B. alle Zahlen C,), und zur Unterklasse A alle übrigen (beispielsweise OÖ, 
selbst). Daß es sich hierbei um einen Schnitt handelt, ist leicht zu verifizieren; er defi- 
niert die reelle Zahl «, die zu bestimmen war. Da nämlich & die Randzahl zwischen 
den beiden Klassen ist, gilt insbesondere 


C, =_ 20, 


d. h., die Zahl x genügt allen Ungleichungen der Form (1a). Damit ist bewiesen, daß 
der beliebig angenommene Dezimalbruch (2) eine Darstellung der soeben bestimmten 
Zahl ist. 

Die Differenz zwischen den beiden Näherungs-Dezimalbrüchen (4) und (3) beim 


Aufrunden bzw. Abrunden, die - beträgt, kann mit wachsendem » kleiner als 
jede beliebige rationale Zahl e > 0 gemacht werden. Da es nämlich nur endlich viele 
natürliche Zahlen gibt, die die Zahl — nicht RONEEREN gibt es auch nur endlich 
viele Zahlen n derart, daß die Ungleichung 10” < = oder die ihr äquivalente Un- 


gleichung a = e erfüllt ist; für alle übrigen Werte von n gilt 


Te 

Diese Bemerkung gestattet unter Berücksichtigung von Lemma 2 die Schluß- 
folgerung, daß eine von & verschiedene Zahl 8 nicht denselben Ungleichungen (1) oder 
(1a) genügen kann wie x und somit eine von der Darstellung von « verschiedene 
Dezimalbruchdarstellung hat. 

Hieraus folgt insbesondere, daß die Dezimalbruchentwicklung einer Zahl, die nicht 
nach endlich vielen Stellen abbricht, weder die Periode O0 noch die Periode 9 hat, da 
jeder Bruch mit der Periode O0 oder 9 offenbar ein endlicher Dezimalbruch ist. 

Von nun an kann sich der Leser die reellen Zahlen als unendliche Dezimalbrüche 
vorstellen. 


*) Der Querstrich über der 4 weist auf das Minuszeichen hin. 
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Aus der Schule ist bekannt, daß jeder periodische unendliche Dezimalbruch eine 
rationale Zahl darstellt und umgekehrt jede rationale Zahl in einen periodischen 
Dezimalbruch entwickelbar ist. Somit können die nichtperiodischen unendlichen Dezi- 
malbrüche zur Darstellung der neu eingeführten irrationalen Zahlen dienen. Übrigens 
kann auch diese Darstellung zum Ausgangspunkt für den Aufbau der Theorie der 
irrationalen Zahlen genommen werden. 


Bemerkung. Im folgenden werden wir die Approximation einer reellen Zahl « 
durch rationale Zahlen a, a’, 


a<oa<da, 


deren Differenz beliebig klein ist, vielfach benutzen. Für rationales & ist die Existenz 
solcher Zahlen a und a’ trivial, für irrationales « können für a und a’ beispielsweise die 
Dezimalbrüche C, und C,, mit hinreichend großem n benutzt werden. 


10. Die Stetigkeit des Bereichs der reellen Zahlen. Wir wenden uns nun der Unter- 
suchung einer äußerst wichtigen Eigenschaft des Bereichs aller reellen Zahlen zu, 
durch die er sich grundlegend vom Bereich der rationalen Zahlen unterscheidet. Bei 
der Betrachtung der Schnitte im Bereich der rationalen Zahlen stellten wir fest, daß 
sich unter Umständen für Schnitte in diesem Bereich keine Randzahl angeben ließ, 
von der man sagen konnte, daß sie den Schnitt erzeuge. Gerade diese Unvoll- 
ständigkeit des Bereichs der rationalen Zahlen — das Auftreten von Lücken — ver- 
anlaßte uns zur Einführung neuer Zahlen, eben der irrationalen Zahlen. 

Wir wollen jetzt Schnitte im Bereich aller reellen Zahlen betrachten. Unter einem 
solchen Schnitt verstehen wir die Zerlegung dieses Bereichs in zwei nicht leere Men- 
gen A, A’, für welche folgendes gilt: 


1. Jede reelle Zahl liegt in einer und nur einer!) der Mengen A, A. 
2. Jede Zahl & der Menge A ist kleiner als jede Zahl &’ der Menge A’. 


Es erhebt sich nun die Frage, ob sich für einen solchen Schnitt A | A’ (unter den 
reellen Zahlen) immer eine Randzahl angeben läßt, die diesen Schnitt erzeugt, oder 
ob Lücken in diesem Bereich vorhanden sind (die als Grundlage für die Einführung 
weiterer neuer Zahlen dienen könnten). Wie sich herausstellt, gibt es keine solchen 
Lücken. 


Dedekindscher Hauptsatz. Für jeden Schnitt A| A’ im Bereich der reellen 
Zahlen existiert eine reelle Zahl ß, die diesen Schnitt erzeugt. Diese Zahl ß ist entweder 
die größte in der Unterklasse A oder die kleinste in der Oberklasse A’. | 

Man bezeichnet diese Eigenschaft des Bereichs der reeellen Zahlen als Vollständig- 
keit oder Sietigkeit (oder auch Abgeschlossenheit). 


Beweis. Wir bezeichnen mit‘ A die Menge aller rationalen ‚Zahlen, die zu A 
gehören, und mit 4’ die Menge aller rationalen Zahlen, die zu A’ gehören. Man über- 
zeugt sich leicht davon, daß die Mengen A und A’ einen Schnitt im Bereich der 
rationalen Zahlen erzeugen. 

Dieser Schnitt A | A’ definiert eine reelle Zahl f. Diese muß in einer der Klassen A, 
A’ liegen. Nehmen wir beispielsweise an, ß liege in der Unterklasse A, so beweisen 
wir, daß dann der Fall 1 eintritt, nämlich $ wirklich die größte Zahl in der Klasse A 
ist. In der Tat, wenn dies nicht so wäre, dann ließe sich eine andere Zahl «, dieser 
Klasse finden, die größer als 8 wäre. Nach Lemma 1 können wir eine rationale Zahl r 


ı) Vgl. die Fußnote 1 auf S. 21. 
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zwischen &, und ß finden, 

u>r>Pß. 
Auch r gehört zur Klasse A, liegt also in A. Somit ergibt sich der Widerspruch, daß 
die rationale Zahl r, die in der Unterklasse desSchnittes liegt, der dieZahl ß definiert, 


größer als diese Zahl ist, und damit ist unsere Behauptung bewiesen. Eine analoge 
Überlegung zeigt, daß der Fall 2 eintritt, wenn ß in die Oberklasse A’ fällt. 


Bemerkung. Das gleichzeitige Auftreten einer größten Zahl in der Klasse A und 
einer kleinsten in der Klasse A’ ist nicht möglich. Dies leitet man ebenso her wie für 
einen Schnitt in der Menge der rationalen Zahlen (mit Hilfe von Lemma). 


11. Grenzen von Zahlenmengen. Wir benutzen den Dedekindschen Hauptsatz, um 
bestimmte Begriffe einzuführen, die in der modernen Analysis eine grundlegende 
Rolle spielen. (Sie werden auch bei der Betrachtung der Rechenoperationen mit 
reellen Zahlen notwendig sein.) 

Wir stellen uns eine beliebige unendliche Menge reeller Zahlen vor, die auf beliebige 
Weise vorgegeben sein kann, etwa die Menge der natürlichen Zahlen, die Menge aller 
echten Brüche, die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, die Menge der Lösun- 


gen der Gleichung sin x = > usw. Eine beliebige Zahl der Menge bezeichnen wir mit 


x, so daß. x’ die typische Bezeichnung für die Zahlen der Menge ist. Die Menge der 
Zahlen x selbst werden wir durch das Symbol 2 = {x} charakterisieren. 

Existiert für eine Menge {x} eine Zahl M mit der Eigenschaft x s M für alle x, so 
wollen wir sagen, die Menge sei (durch die Zahl M) nach oben beschränkt. Die Zahl M 
ist in diesem Fall eine obere Schranke der Menge {x}. Zum Beispiel ist die Menge der 
echten Brüche nach oben durch die Zahl 1 oder eine beliebige Zahl > 1 beschränkt, 
die Folge der natürlichen Zahlen ist nach oben nicht beschränkt. 

Analog dazu ergibt sich folgendes: Wenn sich eine Zahl m finden läßt derart, daß 
x Z m gilt für alle x, so sagt man, die Menge {x} sei (durch die Zahl m) nach unten 
beschränkt, und die Zahl m selbst wird eine untere Schranke der Menge {x} genannt. 

Die natürlichen Zahlen sind beispielsweise nach unten durch die Zahl 1 oder eine 
beliebige Zahl <1 beschränkt; die Menge der positiven echten Brüche ist nach unten 
durch die Zahl O0 oder eine beliebige Zahl <O beschränkt. 

Eine nach oben (unten) beschränkte Menge kann dabei nach unten (oben) be- 
schränkt oder auch nicht beschränkt sein. So ist die Menge der echten Brüche sowohl 
nach oben als auch nach unten beschränkt; dagegen ist die Folge der natürlichen 
Zahlen nach unten beschränkt, nach oben aber nicht beschränkt. 

Ist eine Menge nach oben (unten) nicht beschränkt, dann versteht man unter ihrer 
oberen (unteren) Schranke die „uneigentliche Zahl‘ +00 (—oo). Bezüglich dieser 
uneigentlichen oder unendlichen Zahlen setzen wir folgendes fest: 

—-—o<+too und -o<xa< 0 
für jede reelle (‚‚endliche‘“) Zahl &. Die Zeichen +00 und —oo liest man als „plus 
Unendlich‘ und „minus Unendlich“. 

Ist eine Menge nach oben beschränkt, d. h., hat sie eine endliche obere Schranke M, 
dann besitzt sie gleichzeitig eine unendliche Menge oberer Schranken (da ja jede 
Zahl. N > M offenbar ebenfalls eine obere Schranke ist). Von allen oberen Schranken 
interessiert besonders die kleinste, welche wir die obere Grenze nennen wollen. Analog 
dazu werden wir, wenn eine Menge nach unten beschränkt ist, die größte aller unteren 
Schranken die.untere Grenze nennen. So sind z.B. für die Menge aller echten 
Brüche die Zahlen 0 und 1 die untere bzw. obere Grenze. 
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Es erhebt sich nun die Frage, ob für nach oben (unten) beschränkte Mengen immer 
eine obere (untere) Grenze existiert. Da es in diesem Fall eine unendliche Menge von 
oberen Schranken gibt und innerhalb einer unendlichen Menge von Zahlen keine 
größte oder kleinste Zahl zu existieren braucht!), muß tatsächlich die Existenz einer 
solchen kleinsten (größten) Zahl unter allen oberen (unteren) Schranken der zu be- 
trachtenden Mengen bewiesen werden. 


Satz. Ist eine Menge X = {x} nach oben (unten) beschränkt, so hat sie auch eine 
obere (untere) Grenze. 


Beweis. Wir führen die Überlegung i in bezug auf die obere Grenze durch und be- 
trachten zwei Fälle: 


1. Unter den Zahlen x der Menge X befindet sich eine größte £. Dann erfüllen alle 
Zahlen der Menge die Ungleichung x S z, d.h., & ist eine obere Schranke für X. 
Andererseits ist Zin X enthalten. Folglich ist für jede obere Schranke M die Un- 
gleichung £ <s M erfüllt. Daher können wir schließen, daß & die obere Grenze der 
Menge X ist. 


2. Unter den Zahlen x der Menge X gibt es keine größte. Wir führen dann auf 
folgende Weise einen Schnitt im Bereich aller reellen Zahlen. Zur Oberklasse A’ neh- 
men wir alle oberen Schranken «’ der Menge X und zur Unterklasse A alle übrigen 
reellen Zahlen «. Bei dieser Zerlegung fallen alle Zahlen x der Menge X in die Klasse A, 
da keine von ihnen (entsprechend der Voraussetzung) die größte ist. Somit sind beide 
Klassen A, A’ nicht leer. Diese Zerlegung ist tatsächlich ein Schnitt, weil alle reellen 
Zahlen in Klassen verteilt sind und jede Zahl der Klasse A’ größer ist als die Zahl 
der Klasse A. Nach dem Dedekindschen Hauptsatz (vgl. Nr. 10) muß eine reelle Zahl ß 
existieren, die diesen Schnitt erzeugt. Alle Zahlen x überschreiten (als zur Klasse A 
gehörend) diese „Randzahl“ 8 nicht, d. h., 8 ist obere Schranke für x, folglich liegt ß 
selbst in der Klasse A’ und ist dort die kleinste Zahl. Somit ist ß als kleinste aller 
oberen Schranken gerade die gesuchte obere Grenze der Menge X = {x}. 

Auf die gleiche Weise wird auch die zweite Hälfte des Satzes (bezüglich der Existenz 
einer unteren Grenze) bewiesen. u | 

‚Ist M* die obere Grenze der Zahlenmenge 7 = {x}, dann gilt für alle x 


2 s M*. 


Wir wählen jetzt eine beliebige Zahl «, die kleiner ist als M*. Da M* die kleinste 
der oberen Schranken ist, kann « sicher keine obere Schranke der Menge X sein, d. h., 
es läßt sich eine Zahl x’ aus X angeben derart, daß 


a >& 


ist. Durch diese beiden Ungleichungen ist die obere Grenze einer Menge 2 voll- 
ständig charakterisiert. 
Analog dazu wird die untere Grenze m* einer Menge 2 dadurch charakterisiert, daß 


für alle x aus 
x = m* 


gilt und sich zu jeder beliebig gewählten Zahl 8 > m* eine Zahl x” aus 2 angeben 


1) Wie beispielsweise in der Menge aller echten Brüche. 
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läßt derart, daß 
gi’ < ß 
gilt. 
Zur Bezeichnung der oberen Grenze M* bzw. der unteren Grenze m* einer Zahlen- 
menge X benutzt man die Symbole 


M* = sup X = sup {x}, m* = inf = inf {x} 


(lateinisch: supremum = das Obere, infimum = das Untere). 

Wir wollen noch eine einfache Schlußweise erwähnen, die wir im folgenden oft be- 
nutzen werden. 

Genügen alle Zahlen x einer Menge der Ungleichung x S M, so gilt auch sup {x} SM. 

Die Zahl M ist nämlich eine der oberen Schranken der Menge; daher kann die 
kleinste aller oberen Schranken sie nicht übertreffen. 

Analog folgt aus der Ungleichung < Z m auch inf {x} = m. 

Schließlich wollen wir noch folgendes vereinbaren. "Besitzt die Menge: X = {x} 
keine obere Schranke, so sagen wir, ihre obere Grenze sei +00, also sup {x} = +. 
Wenn die Menge X = {x} keine untere Schranke besitzt, so sagt man, ihre untere 
Grenze sei — 00, also inf {x} = — oo. 


83. Die Rechenoperationen mit reellen Zahlen 


12. Definition der Summe reeller Zahlen. Wir wollen jetzt die Rechenoperationen mit 
reellen Zahlen definieren. Griechische Buchstaben «, f, » bezeichnen im folgenden 
reelle Zahlen, und zwar sowohl rationale als auch irrationale. 

Es seien zwei reelle Zahlen « und $ vorgegeben. Wir betrachten rationale Zahlen a, 
a’ und 5, b’, die den folgenden Ungleichungen genügen: 


a<a<a und b<ß<b. (1) 


Unter der Summe & + $ der Zahlen x und ß verstehen wir eine solche reelle Zahl y, 
die zwischen allen Summen der Form a + b einerseits und allen Summen der Form 
a’ + b’ andererseits liegt: 


a+b<y<a+b. (2) 


Wir vergewissern uns zunächst, daß eine solche Zahl y für jedes Paar reeller Zahlen 
& und f existiert, und betrachten dazu die Menge aller möglichen Summen a + b. 
Diese Menge ist nach oben beschränkt, beispielsweise durch eine beliebige Summe der 
Form a’ + b’. Wir setzen nun (Nr. 11) 


v=sup{a-+b)}. 


Dann gilt «a +b sy und gleichzeitig y sa’ + b'. 

Da es bei jeder Wahl von rationalen Zahlen a, b, a’, b’, die der Beziehung (1) ge- 
nügen, immer möglich ist, die Zahlen «a und b zu vergrößern und die Zahlen «@’, b’ zu 
verkleinern, ohne diese Bedingungen zu verletzen, kann in den eben erhaltenen Un- 
gleichungen, in.denen noch das Gleichheitszeichen vorkommt, in Wirklichkeit 
Gleichheit gar nicht eintreten. Also erfüllt v die Summendefinition. 

Es entsteht jedoch die Frage, ob die Summe y = & + ß eindeutig durch die Un- 
gleichungen (2) definiert ist. Um uns von dieser Eindeutigkeit zu überzeugen, wählen 


13. Eigenschaften der Addition ol 


wir entsprechend der Bemerkung in Nr. 9 die rationalen Zahlen a, a’, b, b’ so, daß 
a—a<e und b’—b<e 

gilt, wobei e eine beliebig kleine rationale positive Zahl ist. Daraus folgt 
(+) —-(a+b)=-(@—-a)+(b’ —b)<2e, 


d. h., diese Differenz kann beliebig klein gemacht werden.!) Dann existiert jedoch 
> Lemma 2 nur eine einzige Zahl, die zwischen den Summen a + b und a’ + b’ 
legt. 

Schließlich wollen wir noch darauf hinweisen, daß die gewöhnliche Summe 
y=&-+ ß zweier rationaler Zahlen « und $ offenbar der Ungleichung (2) genügt. 
Somit widerspricht die obige allgemeine Definition der Summe zweier reeller Zahlen 
nicht der alten Definition der Summe zweier rationaler Zahlen. 


13. Eigenschaften der Addition. Man vergewissert sich leicht, daß auch für die re- 
ellen Zahlen folgende Eigenschaften erhalten bleiben: 


22)a+f=ß+to; 
2b) «a +A)+y=a+t(ß+tyY); 
20) a +0 =a. 
Wir beweisen beispielsweise die letzte. 
Sind die rationalen Zahlen a, a’, b, b’ so beschaffen, daß 


a<a<a, b<O<b 
ist, so ist offenbar 
a+b<a<a<ua<a+b. 


Somit ist & eine reelle Zahl, die zwischen Zahlen der Form a + b und a’ + b’ liegt, 
zwischen denen aber auch definitionsgemäß die Summe «& -+ O eingeschlossen ist. 
Es kann jedoch nur eine einzige solche Zahl geben, daher muB x-+0 = x gelten, 
was zu beweisen war. 

Wir wenden uns jetzt der Eigenschaft 2d) zu und beweisen, daß zu jeder reellen 
Zahl & eine (zu ihr entgegengesetzte) Zahl —« existiert, welche die Relation & + (—o) 
—0 erfüllt. Hierbei genügt es, wenn wir uns auf den Fall beschränken, daß « eine 
irrationale Zahl ist. Unter der Voraussetzung, daß & durch den Schnitt A | 4’ defi- 
niert wird, bestimmen wir die Zahl —« auf folgende Weise. Zur Unterklasse A der 
Zahl —& nehmen wir alle rationalen Zahlen —a’, wobei a’ eine beliebige Zahl der 
Klasse A’ ist, und zur Oberklasse A’ dieser Zahl wählen wir die Zahlen —a, wobei a 
eine beliebige Zahl der Klasse A ist. Es ist leicht zu sehen, daB diese Zerlegung ein 
Schnitt ist und tatsächlich eine reelle (im gegebenen Fall eine irrationale) Zahl defi- 
niert. Diese Zahl bezeichnen wir mit —o. 

Wir zeigen jetzt, daß —« der Bedingung «x + (—a) = 0 genügt. Unter Benutzung 
der Definition der Zahl —« selbst sehen wir, daß die Summe & + (—) diejenige 
eindeutig bestimmte reelle Zahl ist, die zwischen Zahlen der Form a — a’ und 
a’ — a eingeschlossen ist, wobei a und a’ rational sind und a <a <a’ gilt. 


1) Die Zahl 2e wird kleiner als eine beliebige Zahl e’ > 0, wenn man e< = wählt. 
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Nun ist offenbar 
a—a <0 <a —a, 


so daß auch die Zahl 0 zwischen den eben erwähnten Zahlen eingeschlossen ist. Da 
aber eine solche Zahl eindeutig bestimmt ist, erhalten wir 


“+ (-0)=0(, 
was zu beweisen war. 
Schließlich leiten wir noch folgende Eigenschaft her: 


2e) Ausa>Ppfolgat+y>Pry. 

Ist’ x > ß, so lassen sich zwischen diese beiden Zahlen zwei rationale Zahlen r, und 
r, einfügen: >#, > rz > ß. Auf Grund der Bemerkung in Nr. 9 existieren auch zwei 
rationale Zahlen c und c’ derart, daß 


e<y<ec und “d —ce<rn-—rn 
ist. Daraus folgt rn, +c>rz3 + c’ und nach Definition der Summe 


aty>ntc, nte>PpHryY. 


Diese Ungleichungen zusammen liefern die Behauptung. 

Somit gelten im Bereich der reellen Zahlen bezüglich der ‚Addition alle grund- 
legenden Eigenschaften 2a) bis 2e), welche in Nr. 3 ursprünglich für die rationalen 
Zahlen formuliert worden waren. Folglich können auch alle formal logischen Folge- 
rungen aus diesen Eigenschaften automatisch auf die reellen Zahlen übertragen wer- 
den. Insbesondere kann für die reellen Zahlen alles wörtlich wiederholt werden, was 
in Nr. 3 unmittelbar nach der Darlegung der zweiten Gruppe von Eigenschaften ge- 
sagt wurde, d. h., man kann die Existenz und die Eindeutigkeit der Differenz x — ß 
der Zahlen & und $ beweisen, man kann den Begriff des Absolutbetrags einer Zahl & 
einführen (für den wir die Bezeichnung |«a]| beibehalten), usw. 


14. Definition des Produktes reeller Zahlen. Wir gehen nun zur Multiplikation reeller 
Zahlen über, wobei wir uns zunächst auf positive Zahlen beschränken wollen. Es 
seien zwei solcher Zahlen « und $ gegeben. 

Wir werden. auch hier alle möglichen rationalen Zahlen betrachten, die der Un- 
gleichung (1) genügen, setzen sie aber jetzt sämtlich als positiv voraus. 

Unter dem Produkt «ß zweier positiver reeller Zahlen x und ß verstehen wir eine 
reelle Zahl y, welche zwischen allen Produkten der. Form ab einerseits und allen Pro- 
dukten der Form a’b’ andererseits liegt: 


ab <y<ab'. (3) 


Zum Beweis der Existenz einer solchen Zahl y betrachten wir die Menge aller mög- 
lichen Produkte der Form ab; sie ist nach oben durch jedes Produkt der Form a’b’ 
beschränkt. Wenn wir 


.y = sup {ab} 


setzen, so ist natürlich ab S y, gleichzeitig auch y Ss ab‘. 

Die Möglichkeit, die Zahlen a, b zu vergrößern und die Zahlen a’, b’ zu verkleinern 
(wie bei dem entsprechenden Beweis für die Summe), gestattet hier, das Gleichheits- 
zeichen auszuschließen, so daß die Zahl y tatsächlich die Bedingungen der Produkt- 
definition erfüllt. 
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Die Eindeutigkeit des Produktes ergibt sich aus folgender Überlegung. Wir wählen, 
entsprechend der Bemerkung in Nr. 9, die rationalen Zahlen a, a’ und b, b’ so, daß 


a —a<e und b’—-b<e 


gilt, wobei e eine beliebig kleine rationale positive Zahl ist. Dabei können wir an- 
nehmen, daß die Zahlen a und 5 positiv sind und die Zahlen a’ und 5’ irgendwelche 
vorher fixierten Zahlen a, bzw. b, nicht übertreffen. Dann ergibt sich für die Differenz 


ab’ — ab= ab’ —b) +bl" —a)<(a-+b,)e, 


d. h., sie kann beliebig klein gemacht werden!); dies genügt nach Lemma 2 zum Be- 
weis der Behauptung, daß die Ungleichung (3) nur von einer einzigen Zahl y erfüllt 
werden kann. Sind die positiven Zahlen & und ß beide rational, so genügt ihr gewöhn- 
liches Produkt y = aß offenbar der Ungleichung (3), d. h., die allgemeine Definition 
des Produktes reeller Zahlen steht im Einklang mit der speziellen Definition des Pro- 
duktes rationaler Zahlen. 

Um schließlich das Produkt beliebiger Paare (nicht notwendig positiver) reeller 
Zahlen zu definieren, vereinbaren wir folgendes: 

Zunächst gelte 


x-0=0.5=0 


für jedes &. Wenn jedoch beide Faktoren von 0 verschieden sind, so legen wir die ge- 
wöhnliche „Vorzeichenregel‘ zugrunde: «ß = |«| - |ß], wenn & und f gleiche Vor- 
zeichen haben «aß = —(la| - |B]), wenn & und ß verschiedene Vorzeichen haben (was 
das Produkt der positiven Zahlen |&| und || bedeutet, wissen wir bereits). 

Diese Übereinkunft ist, wie wir in Nr. 4 gesehen haben, notwendig, wenn die Grund- 
rechenarten mit reellen Zahlen alle grundlegenden Eigenschaften der Grundrechen- 
arten mit rationalen Zahlen besitzen sollen. 


15. Eigenschaften der Multiplikation. Wie auch im Fall der rationalen Zahlen bleiben 
für beliebige reelle Zahlen folgende Eigenschaften erhalten: 


3a) oP = B; 
3b) (aß) y = alpy); 
30)a-l=ao. 


Als Beispiel beweisen wir die zweite Eigenschaft, zunächst für den Fall, daß alle 
drei Zahlen «, ß, y positiv sind. 
Es seien a, a’, b, b’, c, c’ beliebige rationale Zahlen, die den Ungleichungen 


O<a<a<a, O<b<ß<b, O<e<y<ce 
genügen. Dann erhalten wir nach unserer Definition des Produktes zweier reeller 
Zahlen 
ab<oß<ab und be<Py<bic. 
Ferner folgt 
(ab) ce <(aß)y <(a’d’)e' und albe) <alßy) <ald'c). 
Da für rationale Zahlen die zu beweisende Eigenschaft bereits bekannt, also 
(ab)ce=albe) und (a’b’) c’ = a’(b’c’) 


1) Wir bemerken, daß (a/ + b,) e kleiner als eine beliebige Zahl e’ > 0 gemacht werden kann, 


wenn e< gewählt wird, 


e 
! ' 
a +b, 


3 Fichtenholz I 
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ist, erweisen sich die reellen Zahlen (xß) y und «(ßy) als zwischen ein und denselben 
Grenzen eingeschlossen. 

Nun ist jedoch leicht zu zeigen, daß für Faktoren a und a’, b und 5’, c und c’, die 
sich wenig voneinander unterscheiden, auch die Differenz der Produkte @’b’c’ — abe 
beliebig klein gemacht werden kann (man schließt ähnlich wie in Nr. 14 beim Pro- 
dukt zweier Faktoren). Hieraus ergibt sich nach Lemma 2, daß die Zahlen (&ß) y 
und a(ßy) einander gleich sind. 

Der Fall, daß die Zahlen beliebiges Vorzeichen besitzen, läßt sich unter Berück- 
sichtigung der gewöhnlichen Vorzeichenregel unmittelbar erledigen. Ist aber eine 
der Zahlen «, ß, y gleich 0, so sind auch beide Produkte 0. 

Wir kommen jetzt zur Eigenschaft 


3d) Zu jeder von O verschiedenen reellen Zahl & existiert eine (zu ihr reziproke) Zahl. 


2 die der Bedingung 
& 


1 
o— —l1l 
& 


genügt. 
Wir können uns auf den Fall beschränken, daß «& irrational ist. Es sei zunächst 
& > 0. Wird & durch den Schnitt A | A’ definiert, so konstruieren wir auf folgende 


Weise einen Schnitt für die Zahl en In ihre Unterklasse A nehmen wir alle negativen 
-& 

rationalen Zahlen und 0 sowie alle Zahlen der Form Z wobei a’ eine beliebige Zahl 

der Klasse A’ ist; in die Oberklasse A’ geben wir alle Zahlen Z wobei a eine belie- 


bige positive Zahl der Klasse A ist. Man überzeugt sich leicht davon, daß man auf 
‚diese Weise wirklich einen Schnitt erhält, der eine positive reelle (in diesem Fall 


irrationale) Zahl definiert. Diese Zahl bezeichnen wir mit —. Wir zeigen nun, daß sie 
das Gewünschte leistet. = 
Berücksichtigt man die Art der En der reziproken Zahl, so folgt (nach der 


Definition des Produktes), daß die Zahl « - — — die eindeutig bestimmte reelle Zahl ist, 


die zwischen den Zahlen der Form — und = 4 liegt, wobei «a und selig rationale 
Zahlen sind, die der Ungleichung a < & < a’ genügen. Nun liegt aber auch die Zahl 1 
zwischen den erwähnten Zahlen: 


147 
om < 1 
d 147 


folglich ist sie das gesuchte Produkt. 
Ist x < 0, so setzen wir 


puuch 
| 
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Nachdem wir uns davon überzeugt haben, daß in bezug auf die Multiplikation der 
Bereich der reellen Zahlen alle grundlegenden Eigenschaften 3a) bis 3d) besitzt, ist 
klar, daß für diesen Bereich alles in Nr. 4 über Existenz und Eindeutigkeit des 


Quotienten — der Zahlen « und ß (unter der Voraussetzung 8 #0) Gesagte gültig 
bleibt. 
Das Distributivgesetz 


3e) («+A)y=ay-+ By 
gilt ebenfalls für beliebige reelle Zahlen, was sich leicht für den Fall positiver Zahlen 
zeigen läßt (ebenso wie Eigenschaft 3b). Auf diesen Fall lassen sich alle übrigen zu- 
rückführen, entweder durch Änderung der Vorzeichen beider Seiten der. Gleichung 
oder durch Herüber- bzw. Hinüberbringen der Glieder von einer Seite auf die andere. 
Eine Ausnahme bildet übrigens der Fall, daß eine der Zahlen a, $,y, & + ß gleich 0 
jst; jedoch ist dann die Gleichheit der beiden Seiten unmittelbar einzusehen. 

Schließlich gilt noch: 

3f) Aus x > B und y > 0 folgt «ay > ßy, wie sich leicht verifizieren läßt. Die Un- 
gleichung & > ß ist äquivalent mit « — ß > 0; dann gilt nach der Vorzeichenregel 
(x — ß)y > 0. Da die Multiplikation auch bezüglich der Differenz distributiv ist, 
folgt 

«y — By >0, also ay > Py. 


16. Schlußbemerkungen. Es muß noch etwas zum Archimedischen Axiom gesagt 
werden. | 

4a) Zu jeder reellen Zahl y existiert eine natürliche Zahl n, die größer ist als y. 

Dies läßt sich leicht nachweisen; denn in der Oberklasse des Schnittes C | C’, der 
die Zahl y erzeugt, befindet sich eine rationale Zahl c’ > y, und für rationale Zahlen 
ist dieses Prinzip bereits als gültig angenommen. 

Jetzt können wir endlich als erwiesen ansehen, daß im Bereich der reellen Zahlen 
die (zunächst für rationale Zahlen erarbeiteten) Gesetze der elementaren Algebra, die 
sich auf die vier Grundrechenarten und auf die Verknüpfung von Gleichungen und 
Ungleichungen beziehen, sämtlich und in voller Allgemeinheit gültig bleiben. 


17. Absolute Beträge. Zum Verständnis des Folgenden wollen wir noch einige Bemer- 
kungen über absolute Beträge machen. Zunächst stellen wir fest, daß die Ungleichung 
x} < 8 (wobei natürlich 8 > 0 ist) mit der doppelten Ungleichung —$ <a <ß 
gleichwertig ist. Aus |&] < ß folgt nämlich, daß gleichzeitig a < ß und —a < ß, also 
x > —Bß ist. Ist umgekehrt bekannt, daß&x <ßunda > —Pf ist, so gilt gleichzeitig 
% <Bß und —« < ß; eine der Zahlen &, —« ist aber |«|, so daß sicher ja] < ß gilt. 
Analog ergibt sich, daß auch die Ungleichungen Ja] < ß und —$ < « < f äquivalent 
sind. 
Ferner wollen wir die sogenannte Dreiecksungleichung 


e+plslal+ IP. 


beweisen, die uns oft von Nutzen sein wird. | 
Addiert man nämlich die (trivialen) Ungleichungen — ja] s« S |a| und — |] s P 
< |ß|, so erhält man 


(al + I) Sc+B el + Bl, 
woraus sich auf Grund der obigen Bemerkung die gesuchte Ungleichung ergibt: .. 


3*+ 
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Durch Induktion läßt sie sich sukzessive auf den Fall beliebig vieler Summanden 
ausdehnen, 


e+P+ + +rlslel+ ll ++ bl. 
Ersetzt man in der bewiesenen Ungleichung $ durch —Pf, so erhält man 
| x» — Pl lol + |Pl- 
«Wegen « = (x + ß) — Pist ja| s |® + B| + If] oder 
«+Pl=lel — |Pl- 


Analog ist |«| — |] s |®x — fl. Da gleichzeitig auch |B} — ja] s |® — Bl gilt, ist 
offenbar 


ll — Pils la — Pl- 


Alle diese Ungleichungen werden uns in der Theorie der Grenzwerte von Nutzen sein 


$S 4. Weitere Eigenschaften und Anwendungen der reellen Zahlen 


18. Existenz der Wurzel. Potenz mit rationalem Exponenten. Die Definition der Multi- 
plikation (und Division) reeller Zahlen führt unmittelbar, wie üblich, zur Definition 
der Potenz mit ganzen positiven (und negativen) Exponenten. Wir wollen nun zu 
Potenzen mit rationalen Exponenten übergehen und befassen uns zunächst mit dem 
Problem der Existenz der Wurzel. 

Wie wir wissen, war gerade die Tatsache, daß im Bereich der rationalen Zahlen 
schon einfache (Quadrat-) Wurzeln nicht existieren, ein Anlaß zur Erweiterung dieses 
Bereichs. Wir wollen nun nachprüfen, in welchem Maße die durchgeführte Erwei- 
terung die alten Lücken schließt (und keine neuen erzeugt). 

Es sei & eine beliebige reelle Zahl, » eine natürliche Zahl. Bekanntlich versteht man 
unter der n-ten Wurzel aus der Zahl & eine reelle Zahl £, für die 


—=a 


gilt. Wir beschränken uns auf den Fall, daß & positiv ist, und wollen ein ebenfalls 
positives & suchen, das dieser Beziehung genügt, d.h. einen sogenannten arithme- 
tischen Wurzelwert bestimmen. Wir werden beweisen, daß eine solche Zahl & immer 
existiert und daß sie eindeutig bestimmt ist. Die Eindeutigkeit der Zahl £ folgt 
übrigens sofort aus der Tatsache, daß für verschiedene positive Zahlen auch die 
Potenzen verschieden sind: Wenn 0 <&<?’ gilt, so ist &° < £’*, Existiert eine 
rationale Zahl r, deren n-te Potenz gleich « ist, so ist sie genau die gesuchte Zahl £. 
Daher genügt es von nun an, sich auf die Annahme zu beschränken, daß es keine 
solche rationale Zahl gibt. 

Wir konstruieren jetzt auf folgende Weise einen Schnitt X | X’ im Bereich aller 
rationalen Zahlen. Zur Klasse X nehmen wir alle negativen rationalen Zahlen und O 
sowie die positiven rationalen Zahlen x, für diex” < «x gilt. Zur Klasse X’ nehmen wir 
alle positiven rationalen Zahlen x’, für welche die Beziehung x’* > « erfüllt ist. 

Es ist leicht zu sehen, daß diese Klassen nicht leer sind und daß X auch positive 


Zahlen enthält: Wenn wir z. B. eine natürliche Zahl m > 2 . wählen, daß _ <a 
m 


< mist, so gilt um so mehr n <a< m", so daß die Zahl — in X liegt, während 
m zu X’ gehört. 
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Daß auch die anderen Forderungen, die an einen Schnitt gestellt werden, erfüllt 
sind, läßt sich direkt verifizieren. 


Es sei jetzt £ die durch den Schnitt X | X’ definierte Zahl. Wir beweisen, daß 


er—=o,alof= Ve ist. Betrachtet man £* als Produkt von n Faktoren £, so kann 
man auf Grund der Definition des Produktes positiver reeller Zahlen (vgl. Nr. 14) 
schließen, daß 


an <it<e” 
ist, wenn x und x’ positive rationale Zahlen sind, für die 
0<e<i<e 


gilt. Da x offenbar zur Klasse X gehört und x’ zur Klasse X’, gilt gemäß der Defi- 
nition dieser Klassen gleichzeitig auch 


ze <a<xt. 


Die Differenz x’ — x kann aber kleiner als eine beliebige Zahl e > 0 gemacht werden 
(vgl. die Bemerkung aus Nr. 9), wobei uns nichts daran hindert, x’ kleiner anzu- 
nehmen als irgendeine vorher festgelegte Zahl x;. In diesem Fall gilt für die Differenz 


ar — ale — a) (rt an are. Ham) <ernage! 


d. h., sie kann ebenfalls beliebig klein gemacht werden.!) Hieraus folgt nach Lemma 2 
die Gleichheit der Zahlen &* und «. | 

Nachdem die Existenz der Wurzel bewiesen ist, kann man auf dem üblichen Wege 
zu dem Begriff der Potenz mit beliebigem rationalem Exponenten r übergehen und 
zeigen, daß für solche Potenzen die gewöhnlichen Regeln der elementaren Algebra 
gültig bleiben, nämlich 


de art, ot = a, (ar)r zu am, 
a a’ 
(ab) = «pr, (3) n— FF USW. 


Wir weisen noch darauf hin, daß die Potenz a’ für x > 1 mit wachsendem ratio- 
nalem Exponenten r wächst. 


19. Die Potenz mit beliebigem reellem Exponenten. Wir wenden uns nun der Definition 
der Potenz einer beliebigen reellen (positiven) Zahl « mit beliebigem reellem Expo- 
nenten ß zu. 

Zu diesem Zweck betrachten wir die Potenzen 


od und o® 
mit rationalen Exponenten b und b’, wobei diese der Ungleichung 
b<ß<b 


genügen. 


1) Wir bemerken, daß die Zahl e - nz" kleiner als eine beliebige Zahl e’ > 0 wird, wenn man 


e< —— wählt. 


7 Pie 
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Unter der Potenz der Zahl & > 1!) mit dem Exponenten ß versteht man eine reelle 
Zahl y, die zwischen den Potenzen a® und a liegt (übrigens wird sich herausstellen, 
daß sie eindeutig bestimmt ist): 


od <y<or (A) 


(man bezeichnet sie mit «P). 

Man überzeug? sich leicht davon, daß eine solche Zahl immer existiert: Die Menge 
der Potenzen {x°Y ist nach oben beschränkt, z. B. durch eine beliebige Potenz a®. 
Wir setzen dann (vgl. Nr. 11) 


y = sup {eo}. 
b<ß 
Für diese Zahl gilt 
<ysod. 
In Wirklichkeit ist das Gleichheitszeichen hier überflüssig, da man b vergrößern und 
b’ verkleinern kann, so daß die konstruierte Zahl y der Bedingung (1) genügt. > 
Nun kommen wir zum Beweis der Eindeutigkeit der so definierten Zahl y. Zu die- 
sem Zweck bemerken wir zunächst, daß Lemma 2 aus Nr. 8 auch dann gültig bleibt, 
wenn wir nicht mehr fordern, daß die Zahlen s, s’ und e unbedingt rational sein müs- 
sen; der Beweisgedanke bleibt derselbe. 
Alsdann wollen wir eine äußerst einfache, aber oft nützliche Ungleichung herleiten, 


die häufig als Bernoullische Ungleichung?) bezeichnet wird: Ist n eine natürliche Zahl 
>1 und ist y > 1, so gıli 


P>1+ny—1). (2) 
Setzen wir nämlich v=1-+ 4, wobei 4 > 0 ist, so ist nach dem binomischen Satz 
1(+N)"=1+ni4+-; 
da die nicht ausgeschriebenen Glieder positiv sind, gilt 
AHA S>iHtn, . 


was mit der Ungleichung (2) gleichwertig ist. 
Setzen wir hier y = «!/® (x > 1), so erhalten wir die Ungleichung 


—1 | 
Mn ne (3) 
n 


die wir sofort ebenfalls benutzen werden. 
Wir wissen, daß man die Zahlen 5 und b’ so wählen kann, daß die Differenz b’ — b 


1 
kleiner ist als — bei beliebigem, vorher gewähltem natürlichem n, so daß nach Un- 
gleichung (3) ” 


«—]1 


od — od („0’-6 BER 1) < an N 1) < a® 
nr 


1) Auf diesen Fall kann man sich beschränken. Im Fall 2 <&<1 setzen wir beispielsweise 
Be 
& ; 
*) Nach JAKog Bernouvuuı, 1654— 1705, Schweizer Mathematiker. 
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gilt. Da b kleiner als ein beliebiges (aber festes) b, ist, genügt es, 


d0(& — 1) 


€ 
zu wählen, wobei e eine beliebig kleine positive Zahl ist, damit 
od <e 


gilt. In diesem Fall können nach dem verallgemeinerten Lemma 2 zwischen den 
Grenzen «® und «® nicht zwei verschiedene Zahlen y liegen. 

Ist 8 rational, dann liefert die obige Definition der allgemeinen Potenz wieder die 
übliche Bedeutung des Symbols «#. 

Es ist leicht zu verifizieren, daß für Potenzen mit beliebigem reellem Exponenten 
alle für die gewöhnlichen Potenzen gültigen Gesetze erfüllt sind. Wir beweisen als 
Beispiel die Regel 


far = aftr, 

Es seien b, b’, c, c’ beliebige rationale Zahlen, für die 
b<ß<b, c<y<c 

gilt. Nach Definition der Summe (Nr. 12) ist 


b+ce<ß+ty<b +c 
und nach Definition der Potenz 
Ad<af<uf, a<ar<oaf und adt < aftr <oadted, 


Multiplizieren wir die ersten beiden doppelten Ungleichungen gliedweise (unter Be- 
rücksichtigung der Tatsache, daß für rationale Exponenten die zu beweisende Regel 
bereits bekannt ist), so erhalten wir 


adre < bar < abte, 


Somit liegen die beiden Zahlen «+ und a?’ zwischen denselben Grenzen ab+t®, „d'+e', 
welche, wie man leicht zeigt, beliebig einander angenähert werden können. Hieraus 
folgt (nach dem verallgemeinerten Lemma 2) die Gleichheit dieser Zahlen. 

Wir weisen nun noch nach, daß für «x > 1 die Potenz «a? mit wachsendem reellem 
Exponenten ß wächst. 

Ist 8 < f, so wähle man eine rationale Zahl » dazwischen: $ <r < ß; nach Defi- 
nition der Potenz mit reellem Exponenten erhält man aP <a’ und a" <«P, also 
a <a, 


20. Der Logarithmus. Benutzt man die Definition der Potenz mit beliebigen reellen 
Exponenten, so läßt sich die Eristenz des Logarıthmus für jede reelle positive Zahl y 
bei positiver, von 1 verschiedener Basis «& leicht herleiten (wir nehmen beispielsweise 
&«>lan). 

Existiert eine rationale Zahl r derart, daß 


a=y 


ist, dann ist sie der gesuchte Logarithmus. 
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Wir nehmen nun an, es gäbe keine solche rationale Zahl r. Dann läßt sich im Be- 
reich aller rationalen Zahlen ein Schnitt B | 3’ nach folgender Seh durch- 
führen. In die Klasse B nehmen wir die rationalen en b, für welche «® < y ist, 
und in die Klasse B’ die rationalen Zahlen b’, für welche «® > y gilt. 

Wir zeigen, daß die Klassen B und 5’ nicht leer sind. Nach Ungleichung (2) gilt 


or >1iI+nee —1)> na —1), 
und es genügt, 


Y 
N =, _1 
zu wählen, damit &" > y ist; jede solche natürliche Zahl n gehört zur Klasse BD’. 
Andererseits ist 


1 1 


KU ol 
Pi Tee 


und es genügt, 
ARIER. 
via — 1) 


zu wählen, damit &"* <y ist, und jede solche Zahl —n liegt in der Klasse B. Die 
übrigen Forderungen, die an einen Schnitt gestellt werden, sind hier ebenfalls er- 
füllt, 

Der Schnitt B | B’ definiert eine reelle Zahl $, welche die ‚Randzahl‘ zwischen den 
Zahlen beider Klassen bildet. Nach Definition der Potenz ist 


<a <ot (b<P<Ö), 


n > 


wobei «? die eindeutig bestimmte Zahl ist, die alle solchen Ungleichungen erfüllt. 
Für die Zahl y gilt (nach Konstruktion des Schnittes) 


<y<d. 
Folglich ist 

a=y und 8=log,y (man schreibt auch $ = log y). 
Damit ist die Existenz des Logarithmus bewiesen. 


21. Das Messen von Strecken. Die Tatsache, daß im Bereich der rationalen Zahlen 
nicht allen Strecken eine Länge zugeordnet werden konnte, war ebenfalls ein wich- 
tiger Anlaß zur Einführung der irrationalen Zahlen. Wir zeigen jetzt, daß die durch- 
geführte Erweiterung des Bereichs der rationalen Zahlen (zum Bereich der reellen 
Zahlen) ausreicht, um das Problem der Streckenmessung zu lösen. 

Zunächst formulieren wir die Aufgabe selbst.!) 


Es soll jeder geradlinigen Strecke A eine positive reelle Zahl IA) zugeordnet werden, 
welche man ‚Länge der Strecke A’ nennt, und zwar so, daß 


a) irgendeine zuerst ausgewählte Strecke E (die Einheitsstrecke) die Länge 1 hat, 
(E)=1; 


1) Wir benutzen hier die in der Schulgeometrie übliche Darlegung und verzichten auf eine 
axiomatische Einführung. 
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b) gleiche Strecken ein und dieselbe Länge haben; 


c) beim Aneinanderfügen von Strecken die Länge der Summe stets gleich der Summe 
der Längen der addierten Strecken ist: 


A + B) = (A) + IB) 
(Additivität). 
Diese Bedingungen ermöglichen eine eindeutige Lösung der Aufgabe. 


Ausb) und ce) folgt, daß der g-te Teil der Einheitsstrecke die Länge 3 haben muß; 
wird dieser Teil p-mal als Summand genommen, so erhalten wir nach c) eine Strecke, 
die die Länge F_ haben muß. Wenn also die Strecken A und E ein gemeinsames Maß 


haben (‚kommensurabel‘ sind) und dieses g-mal in Z und p-mal in A enthalten ist, 
so Ist notwendigerweise 


UMA=L. 
(A) r 


Man sieht leicht, daß diese Zahl nicht von dem gewählten gemeinsamen Maß ab- 
hängig ist und daß Strecken, die mit der Einheitsstrecke kommensurabel sind, nach 
dieser Vorschrift eine rationale Länge zuzuordnen ist; für solche Strecken ist also 
die Aufgabe des Messens vollständig gelöst. 

Ist eine Strecke A größer als eine Strecke B, so daß also A= B-+ ( ist, wobei C 
ebenfalls eine bestimmte Strecke bedeutet, so muß auf Grund von c) 


KA) = IB) + I(C) 


sein, und wegen I(C) > 0 ist IA) > I(B). Somit müssen ungleiche Strecken ungleiche 
Längen haben, und zwar die größere Strecke auch die größere Länge. 


Da jede positive rationale Zahl Z_ die Länge einer bestimmten Strecke ist, die mit 


der Einheitsstrecke E kommensurabel ist, ist nach unseren Ausführungen klar, daß 
eine Strecke, die nicht mit der Einheitsstrecke kommensurabel ist, keine rationale 
Länge haben kann. 

Es sei nun 3 eine solche Strecke, die mit E& inkommensurabel ist. Dann lassen sich 
beliebig viele Strecken S und 8’ finden, die mit Z kommensurabel und kleiner bzw. 
größer als & sind.!) Wenn man ihre Längen mit s und s’ bezeichnet, also I($) = s, 
I($’) = s’ setzt, so muß die gesuchte Länge !(2) der Ungleichung 


s <U2)<s 


genügen.?) Verteilt man alle rationalen Zahlen auf die beiden Klassen $* und 8’*, 
indem man zur Unterklasse S* alle Zahlen s (und außer ihnen alle negativen Zahlen 
und 0) nimmt und zur Oberklasse S’* alle Zahlen s’, so erhält man einen Schnitt im 
Bereich der rationalen Zahlen. Da in der Unterklasse offenbar keine größte Zahl und 
in der Oberklasse keine kleinste existiert, definiert dieser Schnitt eine irrationale 
Zahl o, welche die einzige reelle Zahl ist, die der Ungleichung s < co < s’ genügt. 
Diese Zahl müssen wir als die Länge !(2) ansehen. 


!) Dies läßt sich leicht beweisen, indem man von dem geometrischen Axiom des ARCHIMEDES 
ausgeht, von dem bereits in Nr. 5 die Rede war. 

2) Es versteht sich, daß für die Länge einer mit Z kommensurablen Strecke &’ diese Ungleichung 
ebenfalls erfüllt ist. 
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Wir nehmen nun an, wir hätten im Sinne unserer Vorschrift alle Strecken, sowohl 
den mit E kommensurablen als auch den mit E inkommensurablen, eine Länge zu- 
geordnet. 

Daß die Bedingungen a) und b) erfüllt sind, ist klar. Wir betrachten zwei Strecken 
P, 2 mit den Längen 


o=WP),, o=U2) 


und die Summe dieser Strecken 7T= P-+2, deren Länge wir mit 7=(T) be- 
zeichnen. 
Wir wählen beliebige rationale positive Zahlen r, r’, s, s’ so, daß 


r<o<r, s<o<s 


ist, und konstruieren Strecken R, R’, 8, 8’, welche die entsprechenden Längen, r', 
‚8, 8’ haben. 

Die Strecke R + S (der Länge r + s) ist kleiner als 7 und die Strecke R’ + 8’ (der 
Länge r’ + s’) größer als T. Daher gilt 


rt+s<r<r+3. 


Nach Nr. 12 ist aber die einzige reelle Zahl, die zwischen den Zahlen der Form r + s 
und r’ + s’ liegt!), genau die Summe o + o. Folglich gilt r = oe + 0, was zu beweisen 
war. u. 

Die „Additivität“ läßt sich durch Induktion auf den Fall einer beliebigen endlichen 
Anzahl von Summanden ausdehnen. 


= 0 yz 4 


Abb. 1 


Wenn man auf einer Achse (einer gerichteten Geraden; Abb. 1) einen Ursprung O 
und eine Einheitsstrecke der Länge OE abträgt, so entspricht jedem Punkt X dieser 
Geraden eine bestimmte reelle Zahl, seine Abszisse x, die gleich der Länge von OX ist, 
wenn X in positiver Richtung von O liegt, oder gleich der negativen Länge, wenn X 
in negativer Richtung von O liegt. Naturgemäß erhebt sich die Frage, ob auch das 
Umgekehrte gilt, d. h., ob jeder reellen Zahl x hierbei ein bestimmter Punkt der Geraden 
entspricht. Dieses Problem wird in der Geometrie in bejahendem Sinne gelöst, und 
zwar mit Hilfe des Stetigkeitsaxioms, das für die Gerade als Punktmenge eine Eigen- 
schaft zum Ausdruck bringt, die der Stetigkeit des Bereiches der reellen Zahlen 
(Nr. 10) analog ist. Somit kann man zwischen allen reellen Zahlen und den Punkten 
einer gerichteten Geraden (einer Achse) eine umkehrbare eindeutige (d.h. einein- 
deutige) Zuordnung herstellen. 

Die reellen Zahlen können auf die Punkte einer Achse abgebildet werden, welche in 
diesem Zusammenhang Zahlengerade genannt wird. 

Diese Abbildung werden wir von nun an ständig benutzen. 


‘) Die Beschränkung auf positive Zahlen r und s ist natürlich nicht von Belang. 
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$1. Folgen und ihre Grenzwerte 


22. Veränderliche Größen, Folgen. In der Physik und in anderen Naturwissenschaften 
hat man es mit einer Vielfalt verschiedener Größen zu tun: Zeit, Länge, Volumen, 
Gewicht usw. Jede von ihnen nimmt den Umständen entsprechend verschiedene 
Werte an oder auch nur einen einzigen. Im ersten Fall haben wir es mit einer ver- 
änderlichen Größe zu tun, im zweiten mit einer konstanten Größe. 

In der Mathematik sehen wir jedoch von der physikalischen Bedeutung einer sol- 
chen Größe ab, da hier nur die Zahl interessiert, durch welche sie ausgedrückt wird. 
Nurinden Anwendungen wird die physikalische Bedeutung einer Größe wieder wich- 
tig. Demnach ist eine veränderliche Größe (oder kurz: Veränderliche oder Variable) 
für uns eine abstrakte oder eine rein numerische Veränderliche. Man bezeichnet sie 
mit irgendeinem Symbol (z. B. mit dem Buchstaben x), dem man Zahlenwerte zu- 
schreibt. 

Eine Veränderliche wird als gegeben angesehen, wenn die Menge 2 = {x} der 
Werte bekannt ist, welche sie annehmen kann. Eine konstante Größe (kurz: Kon- 
stante) läßt sich zweckmäßigerweise als Spezialfall einer Veränderlichen auffassen; 
und zwar entspricht dieser Fall der Annahme, daß die Menge X = {x} aus einem ein- 
zigen Element besteht. 

Zur Definition des Begriffs Grenzwert einer Veränderlichen x reicht es nicht aus, 
daß man weiß, zu welcher Zahlenmenge 7 die von der Veränderlichen angenommenen 
Werte gehören; man muß außerdem wissen, welche Werte (unter denen auch gewisse 
Werte mehrfach auftreten können) sie tatsächlich annimmt und in welcher Reihen- 
folge diese Werte angenommen („durchlaufen“) werden. 

Wir verschieben die Behandlung des Problems der sogenannten gerichteten Ver- 
änderlichen und ihrer Grenzwerte in allgemeinster Darstellung an das Ende des 
dritten Bandest) (bis der Leser genügend Erfahrung auf diesem Gebiet gesammelt hat) 
und widmen das vorliegende Kapitel dem Studium eines einzigen, und zwar des ein- 
fachsten und überdies wichtigsten Spezialfalls einer solchen veränderlichen Größe. 

Wir beginnen mit der Festlegung des Begriffs der Zahlenfolge. Wir stellen uns die 
Folge 

1,2, NN (1) 


der natürlichen Zahlen vor, in der die Zahlen wachsend angeordnet sind, so daß die 
größere Zahl n’ auf die kleinere Zahl n folgt (oder die kleinere Zahl » der größeren n 
vorangeht). Ersetzen wir jetzt in der Folge (1) nach irgendeiner Vorschrift jede natür- 
liche Zahl n durch eine reelle Zahl x,, so erhalten wir eine Zahlenfolge 


2; %9, Ur, ..0; WR „oe; Ep’; ...;, (2) 


1) Vgl. dort 8. 541 den Anhang: Der allgemeine Gesichtspunkt-beim Limesbegriff. 
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deren Glieder oder Elemente x, mit Hilfe aller natürlichen Zahlen nummeriert und 
nach wachsenden Nummern (Indizes) angeordnet sind. Für n’ > n folgt das Glied x, 
dem Glied x, (x, geht x, voran), unabhängig davon, ob die Zahl x, selbst größer, 
kleiner oder auch gleich der Zahl x, ist.!) 
Eine Veränderliche x, die eine gewisse Folge (2) von Werten annimmt, nennen wir 
[nach CH. MärAY2)] eine diskrete Veränderliche (oder Variante). Dies ist gerade der 
Typ von Veränderlichen, auf den wir unsere Betrachtung hier beschränken wollen. 
Bereits in der Schulmathematik hat der Leser Veränderliche dieser Art, diskrete 
Veränderliche, kennengelernt. Er kennt z. B. Folgen (Progressionen) der Form 


a,a+d,a-+2d,..,„a+(n—1)d,... (Glied der Folge) 
1 2 3 n (Index) 


(arithmetische Folgen) oder Folgen der Form 
a, 09, 00%, .., ag” ih, ... 


(geometrische Folgen); das veränderliche Glied jeder dieser beiden Folgen ist eine 
diskrete Veränderliche. 

Im Zusammenhang mit der Definition der Länge des Kreisumfangs betrachtet 
man im allgemeinen als Veränderliche den Umfang des dem Kreis einbeschriebenen 
regelmäßigen Vielecks, das man aus dem Sechseck durch fortlaufende Verdoppelung 
der Seitenzahl erhält; diese diskrete Veränderliche nimmt die Folge der Werte 


Pp=6R, Pr —=12RY2 — 3, (Glied der Folge) 
1 2 (Index) 


Par = 24R yo + y2 + y3 » Pass «-- (Glied der Folge) 
3 4 (Index) 
an. = 
Wir erwähnen noch die Näherungsbrüche für V2, die diese irrationale Zahl (bei- 


spielsweise von unten) mit wachsender Genauigkeit approximieren. Sie bilden die 
Folge der Werte 


1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; ... (Glied der Folge) 
12 3 4 (Index) 


Wir haben also auch hier eine diskrete Veränderliche vor uns. 

Eine Veränderliche x, welche eine Folge (2) durchläuft, wird oft mit x, bezeichnet, 
indem man sie mit dem veränderlichen (‚allgemeinen‘) Glied dieser Folge identi- 
fiziert. Eine Folge, deren allgemeines Glied x, ist, wird vielfach auch mit {x,} be- 
zeichnet. 

Manchmal wird eine diskrete Veränderliche dadurch vorgegeben, daß der Aus- 
druck für x, direkt hingeschrieben wird; so haben wir im Fall der arithmetischen bzw. 
geometrischen Progression x, = a + (n — 1) d bzw. x, = ag"-!. Hier läßt sich sofort 
jeder Wert der diskreten Veränderlichen durch Vorgabe des Index berechnen, ohne 
daß die vorhergehenden Werte bestimmt werden müssen. 


1) Analog definiert man den Begriff einer Folge von Punkten auf einer Geraden oder von irgend- 
welchen Objekten anderer Art. 
2) HUGUES CHARLES ROBERT Me£rAY, 1835 — 1911, französischer Mathematiker. 
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Für den Umfang des regelmäßigen einbeschriebenen Vielecks ist ein solcher all- 
gemeiner Ausdruck nur möglich, wenn man die Zahl x (und trigonometrische Funk- 
tionen) einführt. Allgemein gilt für den Umfang p, des regelmäßigen einbeschrie- 
benen m-Ecks die Formel 


, T 
Dm = 2mR sin Fr. 


In anderen' Fällen kann es vorkommen, daß man keinen Ausdruck für das all- 
gemeine Glied x, einer Folge (2) kennt. Nichtsdestoweniger sieht man eine Folge (2) 
und damit auch die ihr entsprechende diskrete Veränderliche als gegeben an, wenn man 
wenigstens die Vorschrift kennt, nach der jeder Wert der diskreten Veränderlichen be- 
rechnet werden kann, sobald sein Index bekannt ist. Wenn wir also die Regel zur an- 
genäherten Berechnung der Wurzel kennen, können wir die ganze Folge der Nähe- 


rungsbrüche für Y2 als gegeben ansehen, obgleich wir keinen Ausdruck für das all- 
gemeine Glied kennen. 

Ist eine diskrete Veränderliche in diesem Sinne gegeben, so ist damit nicht nur die 
Menge der Werte, die sie annimmt, im ganzen gegeben, sondern auch die Reihenfolge 
bestimmt, in der sie diese Werte durchläuft: Jedem Index entspricht ein Wert der 
diskreten Veränderlichen, und aus den beiden Werten läßt sich der folgende berech- 
nen, dessen Index größer ist. 

Wir betonen noch einmal, daß die Werte einer diskreten Veränderlichen nicht un- 
bedingt voneinander verschieden sein müssen. Ist beispielsweise eine diskrete Ver- 
änderliche durch eine der Formeln 


„Iten 


„1, u = (-1"t, 


n 
gegeben, so lauten die entsprechenden Folgen 
1, 1, 1, 1, 1, 1, : (Werte, Glieder der Folge) 
1 3 4 5 6 (Index) 
1, —i, 1, —1, I, SL; (Werte, Glieder der Folge) 
1 2 3 5 (Index) 


4 6 
1 1 
0, L; 0, 5° 0, FRE (Werte, Glieder der Folge) 
3 & 6 


1 2 (Index) 

Im ersten Fall haben wir einfach eine konstante Größe; die ganze „Menge“ der 
Werte, die von der Veränderlichen angenommen werden, reduziert sich auf einen 
einzigen. Im zweiten Fall besteht die Menge aus zwei Werten, 1 und —1, die ab- 
wechselnd angenommen werden. Im dritten Fall schließlich ist die Menge der Werte 
der Veränderlichen unendlich; das hindert aber die Veränderliche nicht, ein ums 
andere Mal den Wert 0 anzunehmen, und wir stellen fest, daß der Wert O0 an der 
fünften Stelle nicht nur auf den Wert 1 an der zweiten Stelle, sondern auch auf den 
Wert 0 an der ersten Stelle folgt. 


23. Der Grenzwert einer diskreten Veränderlichen. Diesen Begriff hat der Leser ver- 
mutlich ebenfalls bereits in der Schule kennengelernt. Hier soll er jedoch genau defi- 
niert werden. 
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Eine konstante Zahl «@ heißt Grenzwert einer diskreten Veränderlichen x = x,, wenn 
zu jeder noch so kleinen positiven Zahl e eine Zahl N existiert derart, daß alle Werte 
%„, deren Index größer ist als N, der Ungleichung 


. —al<e (3) 


genügen. 
Den Sachverhalt, daß a der Grenzwert einer diskreten Yeranderhehen ist, drückt 
man folgendermaßen aus: 


limz,=a bzw liimz,=a bzw lmr=a 
n-—>°%09 
(lim ist die Abkürzung des lateinischen Wortes limes = Grenze). 
Man sagt auch, die Veränderliche x, strebe gegen a, und schreibt 


u >a bzw za. 


Mitunter wird die Zahla auch Grenzwert der Folge (2) statt Grenzwert der Veränder- 
lichen genannt, und man sagt, diese Folge konvergiere (statt die Veränderliche 
strebe) gegen a. 

Die gleiche Definition kann kurz folgendermaßen formuliert werden: 

Die Zahl a ist Grenzwert der diskreten Veränderlichen x = x,, wenn sich ihre Werte 
von einer bestimmten Stelle an (dafür sagt man auch ‚‚zuletzt‘ oder ‚„‚schließlich‘‘) 
beliebig wenig von a unterscheiden. 

Die Ungleichung (3); in der e beliebig ist, ist gerade die genaue Umschreibung der 
Aussage, daß sich x, von a „beliebig wenig unterscheidet“, und die Zahl N gibt gerade 
die Stelle an, von der an dieser Sachverhalt eintritt. 

Es ist wichtig, sich darüber klar zu werden, daß die Zahl N im allgemeinen nicht ein 
für allemal angegeben werden kann, sondern von der Wahl der Zahl e abhängt. Um 
dies hervorzuheben, werden wir statt N mitunter N, schreiben. Eine Verkleinerung 
der Zahl e hat im allgemeinen eine Vergrößerung von N = N, zur Folge: Je näher 
die Werte der diskreten Veränderlichen x, bei dem Wert a liegen sollen, desto größer 
werden die Indizes derjenigen Glieder in der Folge (2) sein, die dafür erst in Betracht 
kommen. | | 

Eine Ausnahme bildet der Fall, daß alle Werte der diskreten Veränderlichen x, 
gleich der konstanten Zahl a sind. Offenbar ist dann a = lim x,, und diesmal ist die 
Ungleichung (3) für beliebiges e>0 gleichzeitig für alle Werte x, erfüllt.!) Die Un- 
gleichung (3) ist, wie wir aus Nr. 17 wissen, gleichwertig mit den Ungleichungen 
—E<, — a <eoder 


Ga—Ee<m <a+tE; (4) 


dies werden wir im folgenden oft benutzen. 

- Stellt man die Zahlen a, a + e und die Werte x, unserer diskreten Veränderlichen 
durch Punkte auf der Zahlengeraden (Nr. 21) dar (Abb. 2), so erhält man eine an- 
schauliche geometrische Deutung des Grenzwertes der Folge. Wie klein auch immer 


, ME 5 a+e 
Xo Ka = x Abb. 2 


t) Analog liegen die Verhältnisse bei einer diskreten Veränderlichen x,, deren Werte von irgend- 
einer Stelle an gleich «a sind. 
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eine Strecke (der Länge 2:) mit dem Mittelpunkt im Punkt a gewählt sein möge, 
schließlich müssen alle Punkte. x, von einem bestimmten Punkt an in das Innere 
dieser Strecke fallen (so daß außerhalb dieser Strecke tatsächlich nur endlich viele 
dieser Punkte liegen).!) Der Punkt, der den Grenzwert a darstellt, ist, sozusagen 
Sammelpunkt eines Haufens von Punkten, die die Werte der diskreten Veränder- 
lichen darstellen. 


24. Unendlich kleine Größen. Von besonderem Interesse ist der Fall, daß die Ver- 
änderliche gegen 0 strebt, x, — 0. 

Eine diskrete Veränderliche x,, die den Grenzwert 0 hat, nennt man eine un- 
endlich kleine Größe oder auch kurz unendlich klein. Eine Folge mit dem Grenzwert 0 
wird Nullfolge genannt. 

Setzt man in der Definition des Grenzwertes einer diskreten Veränderlichen (Nr. 23) 
für a den Wert O ein, so erhält die Ungleichung (3) die Gestalt 


0 = || <e fürn >N)). 


Somit kann die obige Definition einer unendlich kleinen Größe auch formuliert 
werden, ohne daß der Terminus „Grenzwert“ benutzt wird: Eine diskrete Veränder- 
liche x, wird unendlich klein genannt, wenn sie ihrem Absolutbetrag nach von einer 
bestimmten Stelle an kleiner als eine beliebig klein vorgegebene Zahl e>0 wird 
und bleibt. 

Der nicht ganz glückliche (historisch entstandene) Terminus ‚unendlich kleine 
Größe‘ darf den Leser nicht zu einem Irrtum verleiten. Kein einzelner Wert dieser 
Größe kann — wenn er nicht gleich 0 ist — „klein‘‘ genannt werden. Der Kern 
der Sache besteht darin, daß es sich um eine veränderliche Größe handelt?), welche 
nur im Prozeß ihrer Änderung fähig ist, kleiner als jede beliebig gewählte positive 
Zahl e zu werden. Statt unendlich klein sagt man vielfach auch beliebig klein. 

Wir kehren zum allgemeinen Fall einer diskreten Veränderlichen x, zurück, die den 
Grenzwert a besitzt. Die Differenz 


zwischen der Veränderlichen und ihrem Grenzwert ist offenbar unendlich klein; denn 
es gilt auf Grund von (3) 


ol= Im —al<e (fürn>N.). 


Ist umgekehrt jedoch a, unendlich klein, so gilt x, — a. Dies führt uns auf folgende 
Aussage: 

Eine diskrete Veränderliche x, besitzt dann und nur dann (oder genau dann) eine 
konstante Zahl a als Grenzwert, wenn die Differenz zwischen der Veränderlichen und. 
ihrem Grenzwert, &, = %, — a, unendlich klein ist (d. h. eine Nullfolge bildet). 

Man kann also für den Begriff „Grenzwert“ noch eine andere (der ersten gleich- 
wertige) Definition geben: Eine konstante Zahl a heißt Grenzwert einer diskreien Ver- 
änderlichen x,, wenn die Differenz zwischen den Gliedern der Folge und der Zahl a 
eine unendlich kleine Größe ist. E 


1) Daher findet sich in der älteren Literatur auch folgende Definition des Grenzwertes einer 
Folge: a ist Grenzwert der Folge {x,}, wenn für jedes e > 0 fast alle x, (das bedeutet in die- 
sem Zusammenhang: alle, mit endlich vielen Ausnahmen) der Ungleichung |r, — a| < & ge- 
nügen. — Anm..d. Red. 

2) Ausgenommen ist der uninteressante Fall, daß alle Glieder der Folge gleich 0 sind. 


% 
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Gehen wir von dieser Definition des Grenzwertes aus, so versteht es sich von selbst, 
daß wir dann für den Begriff „unendlich klein‘ die zweite der oben angegebenen 
Definitionen benutzen müssen (vgl. S. 47). Sonst würde man nämlich zu einem 
Zirkelschluß gelangen: Der Grenzwert wäre durch den Begriff „unendlich klein“ 
und der Begriff „unendlich klein‘ durch den des „Grenzwertes‘ definiert. Wenn also 
eine Veränderliche x, gegen a strebt, dann kann sie auch in der Form 


nn =U-t 0% 


dargestellt werden, wobei a, unendlich klein ist. Läßt umgekehrt eine Veränderliche 
x, eine solche Darstellung zu, so hat sie den Grenzwert a. Dies wird in der Praxis oft 
zur Bestimmung des Grenzwertes einer Veränderlichen benutzt. 


25. Beispiele. 
1. Wir betrachten die diskreten Veränderlichen 


1 1 = 
I, 777; ee ee 3 


ihnen entsprechen die Wertefolgen 


er "ae: u: rer 
2 3 4 
—1, Ze =, rn ’ 
2 3 4 
ı. —JS ii _i1 
3 2 9 3 ’ 4 ’ 


Alle drei Veränderliche sind unendlich kleine Größen, d. h., sie haben den Grenzwert 0. Denn 
für sie gilt 


1 
l=—<e, 
N 


sobald n > En Somit kann man z. B. für N, die größte ganze Zahl wählen, die in = ent- 
E 


€ 
: « ® “ ® ‘. 1 

halten ist; wir bezeichnen sie mit Z = (oder auch mit | — |).!) 
€ € 


Es sei noch erwähnt, daß die erste Veränderliche immer größer als ihr Grenzwert 0 ist, die 
zweite immer kleiner als dieser Grenzwert und die dritte abwechselnd größer und kleiner als 
dieser. | 


2. Setzt man 


_ AH)" 


N 


Tn 


so durchläuft die Veränderliche die Wertefolge 1, La s = ; 52 ; = ‚=, ... Auch in diesem Fall 


gilt 2, > 0, da |x,| S 22 <efürn> = ist, so daß man für N, den Wert RA nehmen kann. 
n € € 


Wir haben es hier mit einer interessanten Besonderheit zu tun: Bei einem ‚‚Schritt‘‘ nähert 
sich die Veränderliche ihrem Grenzwert 0, beim nächsten entfernt sie sich von ihm. 


1) Allgemein bezeichnen wir mit [p] = E(p) die größte ganze Zahl, die p nicht übertrifft, oder, 
mit anderen Worten, den ganzen Teil der Zahl p. (E ist der Anfangsbuchstabe des französi- 
schen Wortes entier = ganz.) 
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3. Es sei jetzt 
ee l)® 


N 


227 


Mit dieser Folge haben wir uns schon am Schluß von Nr. 22 befaßt. Hier gilt ebenfalls x, — 0, 
weil 


ls <e 
nr 


wird, sbaldn> N, = = ist. 
€ 


Wir weisen darauf hin, daß für alle ungeraden Werte von n die Veränderliche gleich ihrem 
Grenzwert ist. 

Diese einfachen Beispiele sind deshalb interessant, weil sie die Vielfalt der Möglichkeiten 
charakterisieren, die durch unsere Definition des Grenzwertes einer Folge erfaßt wird. Es ist 
unwesentlich, ob sich die Werte der Veränderlichen nur von einer Seite her dem Grenzwert 
nähern oder nicht; ebenso ist es unwesentlich, ob sich die Veränderliche mit jedem Schritt 
ihrem Grenzwert nähert. Und schließlich ist es unwesentlich, ob die Veränderliche ihren 
Grenzwert erreicht, d.h., ob sie Werte annimmt, die gleich dem Grenzwert sind. Wesentlich 
ist nur das, was in der Definition zum Ausdruck kommt: Die Veränderliche darf sich zu- 
letzt, d.h. für alle hinreichend großen Indizes, vom Grenzwert nur beliebig wenig unterschei- 
den. 


4. Nehmen wir jetzt ein komplizierteres Beispiel für eine Folge: 


a n"—n-+2 
. In 2n —4" 


Wir zeigen, daß ihr Grenzwert die Zahl — ist. Zu diesem Zweck betrachten wir die Differenz 


ER OR —5n + 10 
“ 3 3(3n? + 2n — 4) 


und schätzen ihren absoluten Betrag ab. Für n > 2 gilt 


1 | 5n — 10 Bn Bn 1 


£&n—- —| = a a a ee, 
“38 am m) 3(3n? — 4) 2.90 n 


so daß dieser Ausdruck kleiner als e wird, wnınn > N, = =) ist. Hiermit ist bewiesen, daß 
z . 


x, gegen — strebt. 


5. Wir definieren eine Folge durch 


1 JRR 
x, = all = Ya (.>1) 


und zeigen, daß x, —>1 gilt. 
Benutzt man die Ungleichung (3) aus Nr. 19, so kann man schreiben: 


N, au _— 
2, — 1 = Ya —1< oo <e, sobald n>N, = ° | ist. 
N & 


Es ist jedoch möglich, auch anders zu argumentieren. Die Ungleichung 


ae, —1=am—1<e 


4 Fichtenholz I 
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ist gleichwertig mit 
1 


1 
—<] 1 d —, 
—< og, (1 +e) oder een 


sodaßsiefürn> N, = ee erfüllt ist. 
08, € 


Je nach der Art der Überlegung kamen wir zu verschiedenen Ausdrücken für N,. Zum Bei- 
—= 900 und 


9 
spiel erhalten wir für a = 10, e = 0,01 nach der ersten Methode N,,01 = 01 
1 
u Fever 
den kleinsten der möglichen Werte für N, .,, denn schon 101/231 = 1,010017 .... unterscheidet sich 
von 1 um mehr als um e = 0,01. Dasselbe tritt auch im allgemeinen Fall ein, da, wie leicht zu 


N ‚0 


— 231 nach der zweiten. Mit Hilfe der zweiten Methode erhielten wir 


sehen ist, fürn S SEEN. DER notwendigerweise al!® — 1 > e ist. 
log, (1 + e) 

In diesem Zusammenhang bemerken wir, daß es gar nicht darauf ankommt, gerade den 
kleinstmöglichen Wert von N, zu kennen, wenn es sich nur um den Nachweis der Tatsache 
handelt, daß eine Folge einen Grenzwert hat. Es kommt nur darauf an, daß die Ungleichung (3) 
von einem gewissen Index an erfüllt ist, aber nicht darauf, ob dieser Index groß oder klein ist. 


6. Ein wichtiges Beispiel für eine unendlich kleine Größe gibt die diskrete Veränderliche 
%,=:g*r für dl <1. 
Um zu beweisen, daß x, gegen 0 strebt, betrachten wir die Ungleichung 
| = lal"<e; 
sie ist gleichwertig mit n - log |g| < loge oder n > Eu2 .!)- Setzen wir also (für e<1, 


log |ql 


was wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen können) 


N | 
°  Llog lgll 


so ist für n > N, die erwähnte Ungleichung sicher erfüllt. 
Analog überzeugt man sich leicht davon, daß die diskrete Veränderliche ß, = A - q*, wobei 
wie eben |q| < 1 und A eine konstante Zahl ist, unendlich klein ist. 


7. Wir betrachten ferner die unendliche fallende geometrische Folge 
a,ag, aq?, ..., ag"ı, rn. (la] < 1) 


und werfen das Problem auf, die Summe der entsprechenden unendlichen Reihe zu bilden (vgl. 
auch Beispiel 9). 

Unter der Summe einer unendlichen Reihe versteht man bekanntlich?) den Grenzwert, gegen 
den die Summe s, der ersten » Glieder bei unbegrenzt wachsendem n strebt. Nun ist 


um die Größe a, = — " us q” abweicht, die, wie wir 


so daß s, von der festen Zahl : = 
um = 4 

!) Unter log x verstehen wir hier (und auch weiterhin) log,, x. Es ist zu beachten, daß |q]| < 1, 
also log |g] < 0 ist; daher muß sich bei Division durch diese Zahl die Ungleichung umkehren. 

2) In den Beispielen knüpfen wir vielfach an Schulkenntnisse an, obwohl der Schulstoff meist 
nicht wissenschaftlich einwandfrei dargeboten wird. Im Laufe des Studiums dieses Werkes 
wird der Leser die exakten Definitionen aller verwendeten Begriffe kennenlernen. — Anm. 
d. Red. 
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bereits sahen, unendlich klein ist. Folglich gilt nach der zweiten Definition des Grenzwertes 
für die gesuchte Summe der Reihe: 


a 
s = lim s, = —— 
1-q 
Demnach ist diese Zahl die Summe der unendlich vielen Glieder der Reihe): 
a 4. aq + ag? u uRILEn 2 ag"-ı -.. == 1 — g 


8. Es seien zwei Zahlen a und 5 gegeben. Wir setzen x, = a und x, = b und definieren die 
folgenden Werte der Folge x, durch 


Ina T Ent m>2), 
5 > 


Dadurch ist die Folge der x, tatsächlich gegeben, da sich, wenn wir n = 2, 3, 4, ... annehmen, 
sukzessive alle ihre Werte bis zu jedem beliebigen einschließlich ermitteln lassen. 
Subtrahieren wir auf beiden Seiten der vorstehenden Gleichung x,_,, so erhalten wir 


7 


i 
En — In-ı > ae (An — In-2) (n = 2,3,4,...). 


Damit ergibt sich in der Folge der Differenzen 

u u =db—-U4, Is vr, Apr — En) In En 
jede (beginnend mit der zweiten) aus der vorhergehenden durch Multiplikation mit — — „d.h; 
es liegt eine geometrische Folge mit dem Quotienten — + vor. Da die Summe von n ihrer 


Glieder gleich x, — a ist, erhalten wir unter Benutzung der aus Beispiel 7 bekannten Formel 
für die Summe einer Progression sofort die Beziehung 


Messe 2.2 0 
3) 
en ee 
2 
Daraus ergibt sich leicht 
im, =a+—-(b — „48. 


9. Ähnlich wie die geometrische Folge können wir eine beliebige Zahlenfolge 
PER) FOR PS PRRFEEER , ROERS 


betrachten und durch Addition (unter Beibehaltung der Reihenfolge) die „Teilsummen“ 
bilden: 


4, =4, A,=a +0, A, =a-+0a, + a, ...;,; 
A„=hı +, +4 Au: 


Strebt bei unbegrenzt wachsendem rn der Ausdruck A, gegen den (endlichen oder unendlichen) 
Grenzwert A, so nennt man diese Zahl A die Summe aller Zahlen a, und schreibt 


a +Q0+--+a,+-= A.) 
Das Symbol auf der linken Seite der Gleichung nennt man eine unendliche Reihe. 


ZSEBEBNESORFR Er. 
1) Dafür schreibt man auch unter Verwendung des Summenzeichens )) ay’ = 1 RR 
oo ‚0 7 
?)\oder Ya,= 4 
1 


4* 
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Von Reihen, deren Summe endlich ist, dagt man, daß sie konvergieren. 
Es sei z. B. die Reihe 


1 1 1 1 
trat ten 
gegeben. Hier gilt!) 
u 
71.2 2.772.383 Bi 
1 1 1 


so daß 


1 1 i 1 I * i 
ER. UM RR nz Er 
An ( >)+(3 5) u; (7 n + ) n-+1 


ist. Offenbar strebt 4, gegen 1, so daß die vorgegebene Reihe konvergiert und die Summe 1 be- 
sitzt. 


(Hat eine Reihe keine endliche Summe, so sagt man, sie divergiere. Dies ist z. B. bei der Reihe 
a+1-+.+-1+“ 
der Fall.) 
26. Einige Sätze über Folgen, die einen Grenzwert haben. Die diskrete Variable x, 
habe den. Grenzwert a. Für beliebiges » <a (oder q >'a) läßt sich leicht eine Zahl 
e > 0 angeben derart, daß 


a—Ee>p (oder a+te<g) 


ist; hierzu genügt es, e kleiner als die Differenz a — p' (oder g — a) zu wählen. Nun 
läßt sich aber nach Definition des Grenzwertes (Nr. 23) eine Zahl N angeben derart, 
daß für n > N die Ungleichung | 


m>a-e (u <a-tre) 
erfüllt ist [vgl. (4)], also erst recht die Ungleichung 
%.>p (oder, <g). 


1. Strebt eine diskrete Veränderliche x, gegen den Grenzwert a und ist a > p (bzw. 
a <q), so sind auch alle Werte der Veränderlichen von einer bestimmten Stelle an größer 
als. p (bzw. kleiner als g). 


Aus diesem einfachen Satz läßt sich eine Reihe nützlicher Folgerungen ziehen. 


2. Strebt eine Folge {x,} gegen den Grenzwert a > 0 (bzw. <0), so'ist die Veränderliche 
% selbst von einer bestimmten Stelle an positiv (bzw. negativ). 


‚.ZJum Beweis braucht man im vorhergehenden Satz nur p= 0 (bzw. qg=0) zu 
setzen. 


Damit läßt sich ein noch schärferes Ergebnis formulieren: 


3. Strebt eine Folge {x,} gegen einen Grenzwert a + 0, so sind wenigstens die Glieder 
mit hinreichend großen Indizes dem Absolutbetrag nach größer als eine positive Zahl r, 


®&iI>r>0 (fün>N). 


1) Dies ist eine sogenannte Partialbruchzerlegung. — Anm. d. Red. 
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In der Tat kann man bei a > 0 (bzw. <0) 
O<p<a (kkwa<g<0) 


wählen und r = p (bzw. r = |gq|) setzen. 


4. Hat andererseits eine Folge {x,} den Grenzwert a, so ist sie beschränkt in folgendem 
Sinne: Alle ihre Glieder sind dem Absolutbeirag nach nicht größer als eine endliche 
Schranke: | 


,.|sSM (M= const;n=1,2,3, ...). 


Wir wählen eine Zahl M’> ja|, so daß also —M’<a<M’ gilt, und setzen 
p= —M’' und g = M”. Dann läßt sich eine Zahl N angeben derart, daß fürn > N 


—M'<ı,<_M' oder || <M' 


gilt. Diese Ungleichung ist sicher für na= N +1,N +2,... erfüllt, so daß ihr 
höchstens die ersten N Werte unserer Folge (oder irgendeiner von ihnen) nicht ge- 
nügen. 


Wählen wir also M gleich der größten der Zahlen 


rl; |X2|; ..., lzr|; M', 
so gilt für alle Werte von x, die Beziehung |x,| < M, was zu beweisen war. 


Bemerkungen. 


I. Man kann die Beschränktheit einer Veränderlichen x, auch anders definieren; man fordert, 
daß die Ungleichungen 


kz2,<g (n =1,2,3, ...) 


erfüllt sind, wobei %k und g zwei endliche Zahlen sind. Natürlich ist diese Definition der ersten 
gleichwertig. Aus diesen Ungleichungen folgt nämlich, wenn man M gleich der größeren der 
Zahlen |k|, |g| setzt, |x,| Ss M. Gilt umgekehrt die Ungleichung |x,„|! S M für alle n, so kann sie 
in der Form — M = x, = M gechrieben werden, so daß — M die Rolle von k und M die Rolle 
von g spielt. Gi 

Il. Die Aussage 4 ist nicht umkehrbar. Nicht jede beschränkte Folge hat einen Grenzwert. 
Nehmen wir als Beispiel x, = (—1)”"1, so ist diese Folge natürlich beschränkt: |x,| s 1; sie 
besitzt jedoch keinen Grenzwert. Die Glieder sind abwechselnd gleich +1 und —i. 


Zum Schluß beweisen wir die Eindeutigkeit des Grenzwertes, indem wir uns auf 
Satz 1 stützen. 


5. Eine Folge {x,} kann nicht zugleich gegen zwei verschiedene Grenzwerte streben. 


Zum Beweis nehmen wir das Gegenteil an. Es gelte also gleichzeitig x, — «a und 
%n > b, wobei etwa a < b sei. Wir wählen eine beliebige Zahl r zwischen a und b: 


a<r<b. 


Wegen x, —>.a und a <<r gibt es eine Zahl N’ derart, daß für alle n > N’ die Un- 
gleichung x, < r erfüllt ist. Andererseits läßt sich wegen x, —bundb > reine Zahl 
N’ angeben derart, daß für alle n > N” die Beziehung x, > r gilt. Wählt man den 
Index n sowohl größer als N’ als auch größer als N”’, so müßte der entsprechende Wert. 
der Veränderlichen x, einerseits größer als r, andererseits kleiner als r sein, was un- 
möglich ist. Dieser Widerspruch beweist unsere Behauptung. 


27. Unendlich große Größen. Den unendlich kleinen Größen lassen sich die unendlich 
großen Größen gegenüberstellen. 
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Eine diskrete Veränderliche x, wird unendlich groß genannt, wenn ihr absoluter 
Betrag von einer bestimmten Stelle an größer als eine beliebig groß vorgegebene 
Zahl E > 0 ist und bleibt: 


x,|>E (ürn>N);). 
Wie im Fall der unendlich kleinen Größen sei auch hier hervorgehoben, daß kein ein- 
zelner Wert einer unendlich großen Größe „groß“ genannt werden kann., Wir 


haben es hier mit einer veränderlichen Größe zu tun, welche nur im Prozeß ihrer 
Änderung größer als jede beliebig gewählte Zahl wird. 


Als Beispiele für unendlich große Größen können die Folgen 
men Henn, = (-1)"ın 


dienen, welche die ganzen Zahlen durchlaufen: die erste die positiven, die zweite die negativen, 
während die dritte bei jedem Schritt das Vorzeichen wechselt. 
Außerdem sei hier ein weiteres Beispiel einer unendlich großen Größe angegeben: 


2, =Q* für |Q|>1. 
Wie auch immer die Zahl E > 1 gewählt sein mag, die Ungleichung 
2. = IQ" > E 
logE 


— ist!). so daß wir für N, die Zahl 


ist erfüllt, sobald 2 -1log |Q| > log E oder n> 
| log IQ 


log E 
——— | wählen können. 
I 1 

Ist eine diskrete Veränderliche x, unendlich groß und behält sie (wenigstens für 
hinreichend großes n) ein bestimmtes Vorzeichen (-- oder —) bei, so sagt man, die 


Folge {x} besitze (je nach dem Vorzeichen) den Grenzwert +00 oder —oo, und man 
schreibt 


limz,=-+oo oder limx,= -+oo oder x,— -o 
n>o 


bzw. 
lim, =—oo oder lim, = —oo oder ©, ->—o. 
n->09 
Für diese Fälle lassen sich auch unabhängige Definitionen angeben, indem man die 
Ungleichung |x,| > E durch die Ungleichung 


m>E bw 2 ,„<-E 


ersetzt, woraus bereits folgt, daß x, > 0 bzw. x, < 0 ist. 
Offenbar läßt sich eine unendlich große Größe x, im allgemeinen Fall durch die 
Relation |x„| — +00 charakterisieren. 


Von den oben angeführten Beispielen unendlich großer Größen strebt offenbar die diskrete 
'Veränderliche «2, =n gegen -+oo und %n = —n gegen —oo. Dagegen kann man vonx 
= (—1)""1n weder sagen, daß sie gegen +00 noch daß sie gegen — oo strebt. Von x, = gr 
schließlich kann man sagen, daß siefürQ@ > 1 gegen +00 strebtund daßsiefürQ < —1 keinen 
Grenzwert besitzt. 


Mit den uneigentlichen Zahlen +00 haben wir uns bereits in Nr. 11 beschäftigt, 
man muß daran denken, daß ihre Verwendung auf reinen Vereinbarungen beruht, 


1) Wegen |Q| > 1 ist log |Q| > 0. 
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und sich hüten, mit diesen „Zahlen“ irgendwelche arithmetischen Operationen aus- 
zuführen. Oft schreibt man statt 400 einfach ©, und auch wir werden von jetzt an 
diese Schreibweise benutzen. 

Die Einführung unendlicher Grenzwerte verstößt nicht gegen den Satz über die 
Eindeutigkeit des Grenzwertes, den wir in Nr. 26 bewiesen haben (vgl. Aussage 5). 
Wie dort gezeigt wurde (vgl. Aussage 4), ist eine Folge, die einen endlichen Grenz- 
wert a besitzt, beschränkt und kann daher keinesfalls gleichzeitig gegen einen un- 
endlichen Grenzwert streben. 

Zum Schluß erwähnen wir noch einen einfachen Zusammenhang, der zwischen 
unendlich großen und unendlich kleinen Größen besteht: Ist eine diskrete Veränder- 


| 1 
liche x, unendlich groß, so ist ihr reziproker Wert «, = = unendlich klein. 
Zum Beweis nehmen wir eine beliebige Zahl e > 0. Wegen |x,| —> oo läßt sich zu 


der Zahl & = a eine Zahl N derart angeben, daß 
€ 


> — 


gilt, sobald n > N ist. Dann gilt für alle diese n offenbar 
lanl <e, 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Analog beweist. man die Umkehrung: Ist eine nicht verschwindende diskrete Ver- 


änderliche &„ unendlich klein, so ist ihr reziproker Wert x, = — unendlich groß. 
Rn 


82. Sätze über Grenzwerte, die ihre rechnerische Bestimmung 
erleichtern 


28. Grenzübergänge bei Gleichungen und Ungleichungen. Sind zwei Folgen {x,} und 
{y,„} durch ein Gleichheits- oder Ungleichheitszeichen miteinander verknüpft, so 
meinen wir stets, daß alle entsprechenden Glieder gleich bzw. ungleich sind, d.h., 
daß alle Glieder mit ein und demselben Index übereinstimmen bzw. daß für sie die 
entsprechende Ungleichheitsbeziehung gilt. 

1. Stimmen zwei Folgen {x,}, {y.} in allen ihren Werten überein, d. h., gilt x, = Yn 
fürn = 1,2, ..., und besitzt jede der Folgen einen endlichen Grenzwert, 


limx,=a, limy,=b, 


so stimmen auch die Grenzwerte überein, a = b. 

Dies folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes (Nr. 26, Aussage 5). 
Diesen Satz benutzt man gewöhnlich in der Form des Grenzübergangs in einer Glei- 
chung: Aus x, = y, folgert man lim x, = lim y,. 

2. Ist für zwei Folgen {x.}, {y„} stets die Ungleichung x, Z Yn erfüllt und hat jede der 
Folgen einen endlichen Grenzwert, 


limxz,=a, limy,=b, 


sogilttazb. 
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Wäre nämlich a < b, so könnten wir wie in Nr. 26, Aussage 5, schließen und eine 
Zahl r zwischen a und b wählen: a <r <'b. Dann ließe sich einerseits eine Zahl N’ 
angeben derart, daß für n > N’ die Beziehung x, < r gelten würde, andererseits eine 
solche Zahl N”, daß sich für n > N” die Beziehung y„ > r ergäbe. Ist N größer als 
die beiden Zahlen N’, N’, so wären für n > N gleichzeitig die beiden Ungleichungen 


In <Tr, ı>r 


erfüllt, woraus x, < y„ folgen würde, was im Widerspruch zur Annahme steht. Da- 
mit ist der Satz bewiesen. 

Aus diesem Satz geht hervor, daß man bei Ungleichungen (bei denen Gleichheit zu- 
gelassen ist) zur Grenze übergehen darf. Aus x, Z y„ kann man schließen, daß lim x, 
— lim y, ist. Natürlich gilt die entsprechende Aussage, wenn man das Zeichen > 
durch das Zeichen <S ersetzt. 

Wir machen den Leser jedoch darauf aufmerksam, daß aus der echten Ungleichung 
%n > %Y„ im allgemeinen nicht auch die echte Ungleichung lim x, > lim y, folgt, son- 


dern nur lim x, 2 lim y,. So ist z.B. - > -_ für alle n, aber 
lim 2 — lim (5) —=(. 
n N 


Zum Nachweis der Existenz und zur Bestimmung des Grenzwertes einer Folge 
wird oft folgender Satz von Nutzen sein: 


3. Sind für die Folgen {x}, {Ya}, (2,} stets die Ungleichungen x, S Yyın S 2, erfüllt 
und streben die Folgen {x,} und {z.} gegen den gemeinsamen Grenzwert a, 


liimx,=limz, = a, 
so besitzt auch die Folge {y„} den gleichen Grenzwert: 
limy„=a. 


Wir geben ein beliebiges e > 0 vor. Zu diesem e können wir zunächst eine Zahl N’ 
angeben derart, daß fürn > N’ 


gilt. Damit läßt sich aber auch eine solche Zahl N’ angeben, daß für n> N” die 
Beziehung 


a—Ee<, <a+te 


erfüllt ist. Nun sei N größer als die beiden Zahlen N’ und N’. Dannsindfürn > N 
beide vorstehenden Ungleichungen erfüllt, und es gilt daher 


a-Ee<m SM Sm <arte. 
Also gilt insbesondere fürn > N 
a—Ee<y<ate oder |m—al<e. 


Also ist tatsächlich lim y, = a. 
Aus diesem Satz folgt als Spezialfall: Gilt a < y, <z, für alle n und ist bekannt, 
daß zu > a, so gilt auch y„ —> a. Übrigens ist dies sehr leicht auch direkt.zu zeigen. 
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Die Sätze 1, 2 und 3 lassen sich leicht auf den Fall unendlicher Grenzwerte er- 
weitern. 


29. Hilissätze über unendlich kleine Größen. In den folgenden Sätzen haben wir 
gleichzeitig zwei (oder mehrere) Folgen zu betrachten, die durch arithmetische Grund- 
rechenarten miteinander verknüpft sind. Wie vorhin soll es sich dabei stets um Folgen- 
glieder mit gleichen Indizes handeln. 

Ist beispielsweise von der Summe zweier diskreter Veränderlicher x, und y, die 
Rede, die einzeln die Werte 


Ks Kay Ugs eo, Uns or UNd %Yı, Ya» Ya ++ Yas +» 
durchlaufen, so haben wir unter {x, + y,} die Folge der Werte 
7 Es Yı, Xa T Ya, X T Ya +++, En Sg Yns ++» 


zu verstehen. 

Beim Beweis der Sätze, die sich auf die Resultate arithmetischer Rechenopera- 
tionen mit diskreten Veränderlichen beziehen, werden die beiden folgenden Hilfs- 
sätze über unendlich kleine Größen eine wichtige Rolle spielen. 


Lemma 1. Die Summe endlich vieler unendlich kleiner Größen ist eine unendlich 
kleine Größe. 


Wir führen den Beweis für den Fall zweier unendlich kleiner Größen &, und ß„ (der 
allgemeine Fall läßt sich analog behandeln oder durch Induktion erledigen). Es sei 
e > 0 beliebig vorgegeben. Nach Definition der unendlich kleinen Größen läßt sich 
zur Zahl e für unendlich kleines «, eine Zahl N’ angeben derart, daß für n> N’ 


E 
lan] < > 


gilt. Ebenso kann man für die unendlich kleine Größe ß,„ eine solche Zahl N” finden, 
daß für n > N” 


IAl<z 


gilt. Wählen wir die natürliche Zahl N größer als jede der beiden Zahlen N’ und N”, 
so sind für n > N diese beiden Ungleichungen gleichzeitig erfüllt, so daß 


l&n + Bul < ol + Al < tz =e 


ist. Also ist &„, + ß„ in der Tat eine unendlich kleine Größe. 


Lemma 2. Das Produkt einer beschränkten Veränderlichen x, mit einer unend- 
lich kleinen Größe &, ist eine unendlich kleine Größe. 


Es sei für alle natürlichen Werte von 2 
x,I<M (M>0). 


Ist eine beliebige Zahl e > 0 vorgegeben, so läßt sich zu der Zahl m für die un- 
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endlich kleine Größe a, eine Zahl N angeben derart, daß fürn > N 


la] < 7 


gilt. Dann ist offenbar auch für alle natürlichen n > N die Beziehung 


€ 
lan nl = tal ln <M-— =E 


M 
erfüllt, und hieraus folgt, daß x,&, eine unendlich kleine Größe ist. 


30. Arithmetische Operationen mit Veränderlichen. Die folgenden Sätze sind deshalb 
wichtig, weil sie es ermöglichen, daß man in vielen Fällen nicht immer wieder auf die 
Definition des Grenzwertes zurückzugreifen braucht, daß also nicht immer wieder zu 
gegebenem e eine N angegeben werden muß, usw. Dadurch wird das Rechnen mit 
Grenzwerten bedeutend vereinfacht. 


1. Haben die beiden Folgen {x,} und {y„} endliche Grenzwerte, d. h., ist 
limxz,=a, limy, -b, 
so besitzt auch ihre Summe (Differenz) einen endlichen Grenzwert, und es ist 
im, +y)=a+b. 


Aus der Voraussetzung des Satzes folgt 2, = a -+ a, und y, = b + ß,, wobei a, 
und f,„ unendlich kleine Größen sind. Dann ist 


tm =(la+b)+ (rn + Pr). 


Hier ist «, + f„ nach Lemma 1 unendlich klein; daher kann man nach der zweiten 
Definition des Grenzwertes schließen, daß die Folge {x, + y.} den Grenzwert a + b 
besitzt, was zu beweisen war. 

Dieser Satz und sein Beweis lassen sich auf den Fall endlich vieler Summanden 
übertragen. 


2. Haben die beiden Folgen {x,} und {y„} endliche Grenzwerte, 
Iimz,=a, lmy,=b, 
so besitzt auch ihr Produkt einen endlichen Grenzwert, und es gilt 
lim z,y, = ab. 
Wenn wir wieder von den Gleichungen (1) ausgehen, erhalten wir 
LnYn = ab + (aßn + ban + &nßn)- 


Der Ausdruck in der Klammer ist auf Grund von Lemma 1 und Lemma ? eine un- 
endlich kleine Größe. Daraus folgt aber, daß die Folge {x,y,} tatsächlich den Grenz- 
wert ab besitzt. Dieser Satz läßt sich auf den Fall einer beliebigen endlichen Anzahl 
von Faktoren ausdehnen (etwa durch Induktion). 


3. Haben die beiden Folgen {x,} und {y„} endliche Grenzwerte, 


imz,=a, lmy,=b, 
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= 
und ist b ungleich 0, so besitzt auch ihr Quotient einen endlichen Grenzwert, und zwar ist 
lim Ir — a 
Y 6 


Wegen b =# 0 ist nach Satz 3 aus Nr. 26 von einer bestimmten Stelle an also nicht 
nur %, =# 0, sondern sogar |y„| > r > 0, wobei r eine Konstante ist. 
Beschränken wir uns auf die Werte der Zahl n, für welche dies erfüllt ist, dann hat 


der Quotient — offenbar einen Sinn. 


n 
Gehen wir, wie vorher, von den Gleichungen (1) aus, so erhalten wir 


1 
„ bbrm u a il 


Der Ausdruck in Klammern ist gemäß Lemma 1 und Lemma 2 unendlich klein. 
Auf Grund des zu Anfang des Beweises Gesagten ist der Faktor vor der Klammer 

eine beschränkte Veränderliche, 

4 1 > a 

bYn ld i |Yn| ld r 


Folglich ist nach Lemma 2 das ganze Produkt auf der rechten Seite unendlich klein; 


es ist aber gerade die Differenz zwischen der diskreten Veränderlichen ”® und der 


Yn 
Zahl —- Also ist der Grenzwert der Folge B die Zahl re was zu zeigen war. 


31. Unbestimmte Ausdrücke. In Nr. 30 betrachteten wir Ausdrücke der Gestalt 


n 
4 Yan» FInYyns 7 

EYn> End» 
unter der Voraussetzung, daß die Folgen {x,} und {y„} gegen einen endlichen Grenz- 
wert streben (wobei im letzten Fall der Grenzwert von y, nicht gleich O sein durfte), 
und berechneten den Grenzwert eines jeden dieser Ausdrücke. 

Von der Betrachtung ausgeschlossen blieben die Fälle, daß die Grenzwerte einer 
der Veränderlichen x, und %, (oder beider) unendlich oder (im letzten Fall) der Grenz- 
wert des Nenners 0 waren. Von diesen Fällen untersuchen wir hier nur vier, die eine 
wichtige und interessante Besonderheit aufweisen. 


1. Wir betrachten zunächst den Bruch X» nd nehmen an, daß beide Veränder- 


n 
liche x, und y,„ gleichzeitig gegen 0 streben. 

Hier stoßen wir das erste Mal auf einen ganz besonderen Sachverhalt: Obgleich 
uns die Grenzwerte von x, und y, bekannt sind, können wir über den Grenzwert der 
Folge ihrer Quotienten (wenn wir diese Folge selbst nicht kennen) nichts aussagen. 
Dieser Grenzwert kann je nach der Art und Weise, nach der sich beide Variablen ändern, 
ganz verschiedene Werte annehmen; er braucht nicht einmal zu existieren. Die folgenden 
einfachen Beispiele sollen dies erläutern. 

Es sei, sagen wir, x, = e und , = — Beide Folgen streben gegen 0. Ihr 


Quotient a — = strebt ebenfalls gegen 0. 
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e 
Nehmen wir jedoch umgekehrt x, = — und Yn - an, so strebt, obgleich wie 
vorher beide Folgen den Grenzwert 0 haben, diesmal ihr Quotient | gegen oo. 
Wenn wir eine beliebige von O0 verschiedene Zahl a nehmen und die beiden unend- 
lich kleinen Größen x, = I und = = konstruieren, so sehen wir, daß ihr 
Quotient "" den aa a BRREER (da alle Glieder der Folge gleich a sind). 
— 1)" 


Ist schließlich rn 2) me - (beide haben den Grenzwert 0), so hat der 


Quotient nn (—1)"*! offenbar überhaupt keinen Grenzwert. 


Somit erlaubt die bloße Kenntnis der Grenzwerte der Folgen {x,} und {y,} im ge- 
gebenen Fall noch kein Urteil über das Verhalten der Folge ihrer Quotienten. Man 
muß diese Folge selbst kennen, d. h. das Bildungsgesetz, und den Quotienten 


" unmittelbar untersuchen. 
n 
Um diesen Sachverhalt zu charakterisieren, sagt man, im Fall x, — 0 und y, —0 


sei die diskrete Veränderliche — ein unbestimmter Ausdruck der Form Tr 


n 
2. In dem Fall, daß gleichzeitig x, > + und y, — +0 gilt, tritt ein ähnlicher 
Umstand ein. Kennt man nur die Folgen selbst, so ist es unmöglich, eine Aussage 
über das Verhalten der Folge der Quotienten zu machen. Diese Tatsache möge durch 
Beispiele veranschaulicht werden, die den in Fall1 angegebenen völlig entsprechen: 


2. 1 


HZEN—mX, Y“=n?— 00, — = — 0; 
Yn n 
2 In 
mn= nm, p=N—mo, — =N— 00; 
Un 
Ln 
.=an>—oo(a +0), mZEN>mO, — = 4a; 
Yn 
x 
Ln = [2 + (-1)"t!]n— oo, YA z=ND08, “u =2+ (—1)*t1, 
n 


und diese Folge besitzt überhaupt keinen Grenzwert. In diesem Fall sagt man, die 


. .. « x “ . . 0.0) 
diskrete Veränderliche — sei ein unbestimmter Ausdruck der Form —. 
ö n ” ö OO 


Wenden wir uns jetzt der Untersuchung des Produkts x,y, zu. 

‚3. Strebt x, gegen 0, während y, gegen +00 strebt, so stoßen wir, wenn wir das 
Verhalten des Produkts x,y, untersuchen, auf dieselbe Besonderheit wie in Fall 1 und 
2. Hierüber geben die folgenden Beispiele Aufschluß: 


1 


B] 


HS —- I, „Ya, m =ZEN>R: 
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a 

en! a F0), men 09, um ZA >a; 
(—1)”+1 

u ee, mMEN>RXO, %Yn = (-1)"r!, 


und diese Folge besitzt überhaupt keinen Grenzwert. 

In diesem Zusammenhang sagt man bei x, —0 und y, — oo, das Produkt x,Y, 
sei ein unbestimmter Ausdruck der Form 0 - &o 

Wir betrachten zum Schluß die Summe x, + y,. 

4. Hier kann der besondere Fall eintreten, daß x, und Yn gegen unendliche Werte 
mit verschiedenen Vorzeichen streben. Dann läßt sich im allgemeinen über die 
Summe x, + %, nichts Bestimmtes sagen. Die verschiedenen Möglichkeiten, die hier 
auftreten können, werden durch die folgenden Beispiele veranschaulicht: 


un =2n—mw, EN 9, tm =ENn >89; 
HZENX, m=—]> —- 9, u + am = N >08; 
HN Tra—mX, HEN a9, tm = >09; 
mmnHt (—1)"+1— 00, Yn TINO, In + % — (-1)rt1, 


und diese Folge besitzt überhaupt keinen Grenzwert. In Anbetracht dessen sagt man 
bei x, > oo und 4%, — —oo, die Veränderliche x, — %,„ sei ein unbestimmter Ausdruck 
der Form oo — x, 

Wir hatten uns die Aufgabe gestellt, die Grenzwerte arithmetischer Ausdrücke (2) 
durch die Grenzwerte ihrer Komponenten (Summanden, Faktoren usw.) zu bestim- 
men; dabei haben wir vier Fälle gefunden, in denen diesnicht möglich war: Wir stießen 
auf unbestimmte Ausdrücke der Form!) 


—,  .—, 0:9, — om. 


In diesen Fällen muß man unter Berücksichtigung der für die Folgen {x,} und {y,} 
geltenden Bildungsgesetze den interessierenden Ausdruck direkt untersuchen. 

Dieses Verfahren wird Auswertung unbestimmter Ausdrücke genannt. Es ist bei 
weitem nicht immer so einfach wie in den oben angeführten schematischen Beispielen. 
Im folgenden erwähnen wir einige interessante Fälle dieser Art. 


32. Beispiele für die Bestimmung von Grenzwerten. 
1. Es sei p(n) ein Polynom in rn mit konstanten Koeffizienten, 


ein) = an Lan He Han + 2 GEL). 


Wir wollen den Grenzwert dieses Polynoms für n — oo ermitteln. Sind alle Koeffizienten posi- 
tiv (bzw. negativ), dann ist offenbar oo (bzw. — oo) der Grenzwert. Ist ein Teil der Koeffizienten 
positiv, der andere negativ, so strebt ein Teil der Glieder gegen oo, der andere gegen — oo, und 
damit liegt ein unbestimmter Ausdruck der Form oo — co vor. Zu seiner Auswertung schreiben 
wir p(n) in der Form . 


p(n) = nk (+ +-+..+ 7 =). 


1) Natürlich bedeuten diese Symbole keine Zahlen. Jedes von ihnen ist nur eine Abkürzung 
für einen der vier Typen unbestimmter Ausdrücke. 
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Da alle Summanden in der Klammer vom zweiten an bei wachsendem r unendlich klein werden, 
hat der Ausdruck in der Klammer den Grenzwert a,. Der erste Faktor strebt gegen oo. In 
diesem Fall strebt also der ganze Ausdruck gegen oo oder — oo, je nach dem Vorzeichen von a,. 

Dieses hier benutzte Verfahren, unbestimmte Ausdrücke auf dem Wege der Umformung aus- 
zuwerten, wird häufig angewandt. 


2. Ist g(n) ein ebensolches Polynom der Form 
gan) = ban! +bnt +... +50 + b,, 
p(n) 


: . 00 
so liefert der Quotient für wachsendes n einen unbestimmten Ausdruck der Form —. 
ee) 


Wenn wir hier jedes Polynom so umformen wie in Beispiel 1, so erhalten wir 


qı u 

a — +.  — 

an) p Bu 23 
n n! 


Der zweite Faktor hat hier (im Falldb, # 0) den endlichen Grenzwert 0, Haben die Poly- 


p(n 
q(n 
gleich = Für k > strebt der erste Faktor gegen +00, so daß der betrachtete Quotient 


I9 
nome gleichen Grad, d.h., ist k =[/, so ist der Grenzwert des Quotienten ebenfalls 


0 
gegen +00 strebt (je nach dem Vorzeichen von Zu, . Schließlich strebt für U < ! der erste 
Faktor und mit ihm der ganze Ausdruck gegen 0. 0 


Abb. 3 


3. Man bestimme das Volumen V der Dreieckspyramide SABC (Abb. 3). Dabei wollen wir 
uns auf die Anschauung stützen. Wir teilen die Höhe H der Pyramide in rn gleiche Teile und 
legen durch die Teilpunkte zur Grundfläche parallele Ebenen. Als Schnittflächen erhalten wir 
zur Grundfläche ähnliche Dreiecke. Auf ihnen errichten wir je ein System einbeschriebener und 
umbeschriebener Prismen. Erstere bilden einen Körper mit dem Volumen V „, letztere einen 
Körper mit dem Volumen V/, wobei offenbar 


Va < V/<i% 


!) Auf diese Weise hätte man in Nr. 25, Beispiel 4, sofort den Grenzwert — erhalten. 
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gilt. Die Differenz V), — V'„ ist aber nichts anderes als das Volumen des unteren umbeschrie- 


benen Prismas mit der Grundfläche@ = A ABC und der Höhe . Also gilt für die Differenz: 
n 
v.= V.= au —0 
N 


bei unbegrenzt wachsendem n. Dann streben die Differenzen V — V,„ und V2 — F erst recht 
gegen 0, d.h., es gilt 


V = lim V, = lim V/. 


Wir suchen jetzt einen Ausdruck für V,. Es handelt sich dabei um einen Körper, der aus 
einer Reihe umbeschriebener Prismen besteht. Ihre Grundflächen sind als Schnitte der Pyra- 
mide (Strahlensatz!), von oben nach unten aufgezählt, gleich 


1 92 1° n? 
rar — bes Fra mem 


während ihre Höhen sämtlich gleich es sind. Daher ist 
n 


et Nine 


n? 


n n? 6 
_QH (a +1) (n-H1) , 
ur mer m, 
also 
y = lim VI} 28. 


Abb. 4 


4. Man bestimme den Flächeninhalt Q der Figur OPM, die von dem Stück OM der Parabel 
y = aa? (a > 0), der Strecke OP der x-Achse und der Strecke PM begrenzt ist (Abb. 4). 

Wir zerlegen die Strecke OP in n gleiche Teile und errichten. über ihnen eine Reihe ein- 
beschriebener und umbeschriebener Rechtecke. Die Flächeninhalte @, und Q,, der aus ihnen be- 


stehenden treppenförmigen Figuren unterscheiden sich um den Flächeninhalt — y des größten 
n 
Rechtecks. Daher strebt wie in Beispiel 3 die Differenz Q, — Q„ gegen 0, und da 
An<RQ<Qn 


1) Hier benutzen wir die bekannte Formel für die Summe der Quadrate der ersten » natürlichen 
Zahlen. 
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ist, gilt offenbar 
Q = lim Q, = lim Q}- 
Da die Höhen der einzelnen Rechtecke die Ordinaten der Parabelpunkte mit den Abszissen 


1 2 , n 
-—=-T, —YTt, ...; ae LT, ...;g ar x = x 
N’ n N 


sind, also gemäß der Gleichung der Parabel gleich 


2 ‚ 
PER 0 ‚a° — a. .., 02°, 
n? n? n? 
erhalten wir für 07} den Ausdruck 
an +1) (2n +1 
wertet - Er, 
Hieraus folgt 
52 
einmal z ne, 


Somit ergibt sich leicht, daß der Flächeninhalt des Parabelsegments M’OM gleich Fey ist, 
d.h. — des Flächeninhaltes des Rechtecks M’P’PM. (Dieses Resultat war schon ARCHIMEDES 


bekannt.)) 
5. Man beweise, daß für O<k<1 
lim [(n + 1)" — n"] = 0 


ist. Hier liegt ein unbestimmter Ausdruck der Form © — oo vor. Wir formen ihn um, indem 
wir n*® ausklammern: 


H k k k 1 \* k 1 L 


Wegen — 0 gilt erst recht (n + 1)? — n® — 0, was beweisen zu war. 


nı-k 
6. Man bestimme den Grenzwert der diskreten Veränderlichen 
2, = In (Yn + 1 - Yn), 
einen unbestimmten Ausdruck der Form oo » 0 (nach Beispiel 5). Durch Erweitern mit Yn +1 


+ Yn transformieren wir den gegebenen Ausdruck auf die Form =. 
eo; 


u: (Yn +1 - Ya)(r+1+ Yn) _ 


Yn +1 + m m 
wenn wir jetzt Zähler und Nenner durch Yn dividieren, erhalten wir 


1 


Yırtıı 
N 


1) Die allgemeine Definition des Flächeninhaltes krummlinig begrenzter Figuren wird erst in 
Band Il, Kap. X, gegeben. Die hier verwendete Methode der Berechnung des Flächen- 
inhaltes läßt sich auf andere krummlinige Figuren verallgemeinern. 


= 
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1 
offenbar gilt 1 < yi + en <i1+ —; da der Ausdruck auf der rechten Seite gegen 1 strebt, 
gilt dies auch für die Wurzel. Daher ist 


limx, = 1 
N — 
2 


7. Man bestimme die Grenzwerte der diskreten Veränderlichen 
PEN: SE ESEL. ER 
rn " yazyı 
und schließlich den der diskreten Veränderlichen 
1 1 1 1 


_ 


mn dom Leo 1, 
Yn: +1 Yn2 +4. 2 Yn? 4-3 Yn+n 


—— 
re 


n 


Die Veränderlichen x, und y, liefern unbestimmte Ausdrücke der Form = (da beide Wur- 
00 


zeln größer als n sind, streben diese gegen oo). Wir formen um, indem wir Zähler und Nenner 
durch n dividieren: 


1 1 


ee Ming 
N n? | 
2 die im Nenner stehenden Wurzeln beide den Grenzwert 1 besitzen (vgl. Beispiel 6), gilt 
—1lundy,„—1. 
"Der Ausdruck für z, hat eine eigenartige Form: Jeder Summand dieser Summe hängt von n 
ab, und die Anzahl der Summanden wächst mit n.!) Da jeder Summand kleiner als der erste 
und größer als der letzte ist, gilt 


———— <2,<—— dh. 2,< u < Yr: 
Yn? +n Yn? +1 
Die Folgen {x,} und {y„} streben aber (wie bereits gezeigt) gegen den gemeinsamen Grenzwert 1. 
Folglich strebt nach Satz 3 aus Nr. 28 die Folge {z,} ebenfalls gegen diesen Grenzwert. 
8. Es seien m positive Zahlen a,, as, ..., Q„, gegeben. Es sei A die größte von ihnen; man 
zeige, daß a iz 


lim Yar +a +... = 4A 
ist. Das ergibt sich aus den trivialen Ungleichungen - 
AS<Yar tat +. +aR SA:-Ym 


(vgl. Nr. 25, Beispiel 5). 
9. Wir sahen in Nr. 27, daß für « > 1 die Potenz a” (mit wachsendem n) gegen oo strebt. 
Nun wollen wir das Verhalten des Quotienten 


ar 
nk 
(für k > 0) untersuchen, eines unbestimmten Ausdrucks der Form 2 ‚Dazu stellen wir eine 


Hilfsungleichung auf (vgl. die Bernoullische Ungleichung in Nr. 19). Wir setzen a=1-+4, 


1) Dieselbe Besonderheit wiesen übrigens auch die Ausdrücke für V’ und Q’ in Beispiel 3 und 4 
auf. 


5 Fichtenholz I 
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A > 0; dann ist nach dem binomischen Satz 


an =: (1 a PAR 


Da für n> 2 offenbarn —1> = ist, folgt 


2 = 2 
> un Em. (3) 


Für & = 1 erhalten wir sofort 


ar S (a — 1°, 
N 4 


’ 


also 


ar 
lm — == OO. 
Nr 


Da dieses Ergebnis für jedes «a > 1 gilt, ergibt sich, da für k > 1 (wenigstens für hinreichend 
große n) 


ar ui (alikyn 
re 
n % Rn 


ist, die Beziehung 


ar 
lim— = 00 (a>1). 
n 


Dieses somit für k > 1 bewiesene Ergebnis gilt erst recht für k < 1. 
10. Mit Hilfe der Ungleichung (3) kann man auch die Beziehung 
lim Yn = 1 
herleiten. Setzen wir nämlich a = Yn, so erhalten wir 
n > —_ (Ya -- 1)’; 
4 
hieraus folgt 
= 
Yn ’ 
was zu dem gesuchten Resultat führt. 
11. Wir wollen nun einen anderen interessanten Grenzwert ermitteln, nämlich 


0< In —-i1< 


lim ER 41). 
N 


(Hier liegt wieder ein unbestimmter Ausdruck der Form — vor, denn, wie man leicht zeigt, 
00 


gilt log,n — x.) Ist e> 0 beliebig, so folgt wegen a® > 1 für hinreichend große n (Nr. 26, 


Satz 1) Yn <.a°. Bilden wir den Logarithmus zur Basis a, so erhalten wir 08a _ 


hieraus folgt 


<e, und 


lim 108." =(. 
n 
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33. Der Stolzsche Satz und seine Anwendung. Zur Bestimmung von Grenzwerten unbe- 


stimmter Ausdrücke des Typs — ist der folgende Satz von O. SToLz oft sehr dienlich.!) 
oo 


Für die Folge {y,} gelte y„ — 00, wobei wenigstens von einer Stelle an, mit wachsendem n auch 
Y„ wächst, Ya+ı > Y,. Dann ist 


F x ri .—_R: 
lim —& — im 1 


Yn Ya — Yn-ı j 


wenn die rechte Seite Sinn hat, d. h., wenn der Grenzwert rechts existiert (er kann endlich oder un- 
endlich sein). 


Nehmen wir zunächst an, dieser Grenzwert sei eine endliche Zahl !: 
u, Ban] m SHE 

Ya — Ya 

Dann gibt es zu jedem vorgegebenen e > 0 eine Zahl N derart, daß fürn > N 


lim 


L, — In 


—1 


<I+— 
Ya — Yn-ı Ya Ya 2 


ist. Das bedeutet, wie auch immer n > N gewählt sein mag, daß alle Brüche 


In — In < v1 oder “- < 


Iy4 "IN FTn42 —— INH In — In-2 In —— Ya 
> „vo 9 
Yy+ı — Yx IYnı2 7 IH Yn-ı — Yn-2 Yu — Yn--ı 
zwischen diesen Grenzen liegen. Da ihre Nenner positiv sind (y, sollte ja mit n wachsen), liegt 


auch der Bruch a IN, dessen Zähler die Summe aller Zähler der oben angegebenen 
Ya" YN 

Brüche und dessen Nenner die Summe aller ihrer Nenner ist, zwischen diesen Grenzen. Daher 

gilt fürn > N 


< € 
Yn — YN 2 


Wir schreiben jetzt die leicht zu beweisende Identität 


en — Zr Br „(1 22) (emöz - ı) 
Yn Yn Yal\Ya — IN 


auf. Daraus folgt 


ee 


xy — iyn 
Yn 


Ln = IN 
Ya u Yy 


= —1|. 


Der zweite Summand auf der rechten Seite wird für n > N, wir wie sahen, kleiner als Y der , 


erste Summand (dessen Zähler eine feste Zahl ist) wird wegen y, — © ebenfalls kleiner als — s 
etwa fürn > N’. Wählen wir N’> N, so ist fürn > N’ offenbar 2 


In 
Yn 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


<E, 


1) Orto Storz, 1842—1905, österreichischer Mathematiker. Unter der speziellen Voraussetzung 
Yu = n finden wir diesen Satz auch bei Augustın CavcHy (1789—1857, französischer Ma- 
thematiker). 


5* 
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Der Fall eines unendlichen Grenzwertes läßt sich auf den des endlichen zurückführen. Es sei 
etwa 


Un — En 
lim T-L —_ o. 
Yn — Ya- 


Hieraus ergibt sich zunächst (für hinreichend große n) x, — %n-1 > Yn — Yn-ı5 folglich gilt mit 
Yn > © auch z,— ©, wobei die Glieder der Folge {x,} mit zunehmendem n wachsen. In 
Yn 


diesem Fall kann der schon bewiesene Teil des Satzes auf den reziproken Ausdruck =* an- 
gdwandt werden: In 
lim 22 = lim a ZI —_ 9 
In In — En 


(weil hier der Grenzwert endlich ist), und hieraus folgt 
lim In = 00, 
Yan. 
was zu zeigen war. u 
Wir wenden uns nun weiteren Beispielen zu. 
12. Wir sahen schon in Beispiel 9, daß füra > i 
2: 0 
lim — = oo 
N 
ist. Dieses Ergebnis’erhält man sofort mit Hilfe des Stolzschen Satzes: 


qm . BR I\ . 
lim — = lim (a — a"-1) = lim a® ( u ) zur 
N. i Es” % A ee 


Ebenso verhält es sich auch mit Beispiel 11. 


13. Wir wenden den Stolzschen Satz zum Beweis des folgenden interessanten Satzes (der 
von CAvcay stammt) an: \ 
Besitzt eine Folge {a,} einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert, so hat die Folge der 


4 t+9a+ "+4, 


NR 


= 


(der arithmetischen Mittel der ersten n Glieder der Folge {a,}) denselben Grenzwert. 
In der Tat folgt, wenn wir im Stolzschen Satz 


= tr%t +0 ymn 


setzen, die Beziehung 


ö ,& 2 
. lim d, = lim = = lim 41 
En | Yn Yan — Yn-ı 


ER D 


= lim An: 


Da wir schon wissen (vgl. Beispiel 10), daß Yn gegen 1 strebt, gilt auch 
3 ,— n 
1 +72 +3 + Hm 
N 


14. Wir betrachten jetzt (k sei eine natürliche Zahl) die Folge der 
Br 1 + 2% 4... + nk | 


en > 
ni 
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die einen unbestimmten Ausdruck der Form _ liefert. Setzen wir im Stolzschen Satz 
oo 


er +2... tnk, Yan, 
so erhalten wir 
nk 
nt — (m — 1)krı 
Nun ist aber (n — 1) = nl _ (k— 1)nE + -..,alsonttt — (n 1) = (k+1)nF + 
und (vgl. Beispiel 2, S. 62) | 


lim z, = lim 


et nel 
kant k+1T 
15. Zum Schluß bestimmen wir den Grenzwert der diskreten Veränderlichen 


ik 1:9 1... ‚k 
rl) - 2 


lim 2, = lim 


die in der ersten Gestalt ein unbestimmter Ausdruck der Form. oo - 0, in der zweiten ein un- 
bestimmter Ausdruck der Form oo — oo ist. 
Schreiben wir die Brüche auf einen. Nenner, so erhalten wir einen abe unlaren Ausdruck 


Fr 


oo 
der Form —: 
oo 


. (k zu n 2 


Setzen wir x, gleich dem Zähler dieses Bruches und y, gleich dem Nenner und wenden noch- 
mals den gleichen Satz an, dann erhalten wir | 


(k +1) nk — [nk+1.—. (n — 1)*+17 
km mn —-1] Ä 
Nun ist aber er 


(k+1)n® — [nl — (n — 1)%+1] = wen . 


lim u, = lim 


yk-1 -- “u... 


und 
nk — (n — 1) = knk1 4 ..-, 
so daß sich (vgl. Beispiel 2) schließlich 
eo = > nk 2: 


U, =: al rare eg "2 
ergibt. 


$ 3.. Monotone Folgen. | 
34. Grenzwert monotoner Folgen. Die Sätze über die Existenz von Grenzwerten dis- 
kreter Veränderlicher, die wir bisher behandelt haben, hatten folgenden Charakter: 

Unter der Voraussetzung, daß für einige der Folgen die Grenzwerte existieren, exi- 
stieren auch die Grenzwerte für andere Folgen, die irgendwie mit den ersten zusam- 
menhängen, Die Frage nach einem Kriterium für die Existenz eines endlichen Grenz- 
wertes einer gegebenen Folge, unabhängig von anderen Folgen, wurde nicht gestellt. 
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Allgemein wird diese Frage in $4 (Nr. 39 bis 42) beantwortet werden. Jetzt wollen 
wir einen einfachen und wichtigen Spezialfall von Veränderlichen betrachten, für 
den die Lösung leicht angegeben werden kann. Eine Folge {x,} heißt wachsend, wenn 


<< <m <Imı <e- 


ist, d. h., wenn aus n’ > n die Beziehung x, > x, folgt. Sie heißt nicht fallend (nicht 
abnehmend), wenn 


SS. Sn Stu" 


ist, d. h., wenn ausn’ > n nur 2» = x, folgt. Im letzten Fallkann man die Veränder- 
liche ebenfalls (im weiteren Sinne) wachsend nennen; dann spricht man im ersten Fall 
von einer im engeren Sinne oder echt wachsenden oder streng wachsenden Folge. 

Analog wird der Begriff einer (im weiteren Sinne) fallenden (abnehmenden) Folge 
eingeführt: Darunter versteht man eine Folge, für die 


ıı > % > D>D% > Inıı >" 
(bzw. X > %g Ze 2m = nr = ) 


gilt, d. h., aus n’ > n die Beziehung x, < x, (bzw. nur x, s x) folgt. 

Folgen dieser Art, deren Glieder sich also nur in einer Richtung ändern, faßt man 
allgemein unter der Bezeichnung monotone Folgen zusammen. Meist sagt man, eine 
Folge sei monton wachsend bzw. monoton fallend. . 

Über monotone Folgen folgt folgender, sehr wichtiger 


Satz. Gegeben sei eine monoton wachsende Folge {x,}. Ist sie nach oben beschränkt, 
d. h., ist 


„SM (M= const;n=1,2,3,...), 


so existiert ein endlicher Grenzwert; anderenfalls strebt sie gegen oo. 
Ebenso hat eine monoton fallende Folge {x,} stets einen Grenzwert. Dieser Grenzwert 
ist endlich, wenn sie nach unten beschränkt ist, d. h., wenn 


nzm (m= const;n=1,2,3,...) 
ıst; anderenfalls strebt sie gegen — ©. 


Beweis. Wir beschränken uns auf eine im weiteren Sinne wachsende Folge {x,}; 
den Fall einer abnehmenden Folge kann man dann analog beweisen. 

Wir nehmen an, daß diese Veränderliche nach oben beschränkt ist. Dann muß nach 
dem Satz aus Nr. 11 für die Menge {x,} ihrer Werte die’ (endliche) obere Grenze 
existieren, 

a = sup {%,}; 


wie wir beweisen werden, ist diese Zahl a auch der Grenzwert der Folge (x). 
Wir erinnern an die charakteristischen Eigenschaften der oberen Grenze (Nr. 11). 
Erstens gilt für alle n 


u. Z=4. 


Zweitens existiert zu jedem e> 0 eine Zahl N derart, daß 


173 


IX >a—eE 
ist. 
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Da die Folge monoton ist (das wird hier erstmalig benutzt), gilt für n > N stets 
%n Z &y, d.h. erst recht x, > a — eg, so daß für diese n die Ungleichung 


0sa—ı,.<e ode | —-a<e 


erfüllt ist; hieraus folgt lim x, = a. 
Die Folge {x,} sei jetzt nicht nach oben beschränkt. Dann gibt es zu jeder noch so 
großen Zahl E > 0 immer noch einen Wert unserer Veränderlichen, der größer als & 


ist; dieser Wert sei x,, also xy > E. Da die Folge {x,} monoton ist, gilt fürn > N 
erst recht 


&>#&, 


und das bedeutet lim x, = . 

Selbstverständlich gelten alle Schlußfolgerungen auch für Veränderliche, die erst 
von irgendeiner Stelle an monoton sind (weil man eine beliebige endliche Zahl von 
Anfangsgliedern einer Folge fortlassen kann, ohne daß dies den Grenzwert beeinflußt). 


35. Beispiele. 


n 

1. Wir betrachten die diskrete Veränderliche x, = —; dabei sei c>0 und wie üblich 

n! 

n!=1-2-3-.n. (Formal ist der Grenzwert für c > 1 ein unbestimmter Ausdruck der Form 

00 

—). 

6%) 

Wegen 
ER; 2 
n+1 Je 


ist die Veränderliche für n > c — 1 fallend; sie ist auch nach unten beschränkt, beispielsweise 
durch 0. Daher hat die Folge {x,} nach dem Satz aus Nr. 34 einen endlichen Grenzwert, den wir 
mit a bezeichnen. | 


Um ihn zu bestimmen, gehen wir in der obigen Gleichung zur Grenze über; da x„;ı dieselbe 
Wertefolge durchläuft wie x, (das erste Glied ausgenommen), hat &,;ı auch denselben Grenz- 
wert; wir erhalten auf diese Weise «a =«-0, also a=0 und schließlich, was fürrO<csi1 
trivial ist, i 


Rn 
lim — = 0. 
n! 
2. Wir setzen wieder c > 0 voraus und definieren jetzt die Folge {x,} folgendermaßen: 


x = Ve, x, = Ve + Ye, 1, = ce + Ve -+ Ye, a 


allgemein 


„=Verfe+..+le + Fe. 


n Wurzeln 


Somit erhalten wir x,;, aus x, durch 
In+ı = Ye Eu Tr 
Offenbar wächst die Folge {r,} monoton. Sie ist, wie sogleich gezeigt wird, nach oben be- 


schränkt, z. B. durch die Zahl Ve + 1.1Inder Tatistx, = Vo kleiner als diese Zahl. Nehmen wir 
jetzt an, es sei x, < Ve 1, so erhalten wir auch für den folgenden Wert 


inı<Ve+Ve+1<fe+2-Ye+1=Fe+1. 


12 I. Theorie der Grenzwerte 


Somit ist unsere Behauptung durch Induktion bewiesen. 
Nach dem grundlegenden Satz aus Nr. 34 hat die Folge {x,} einen endlichen Grenzwerta. Um 
-ihm zu bestimmen, gehen wir in der Beziehung 
mot 
zur Grenze über und finden, daß a der quadratischen Gleichung 
a@=c-+a, d.h. a@—-a—c=V0O 


genügt. Die Lösungen dieser Gleichung enthalten Wurzeln verschiedenen Vorzeichens; da aber 
der uns interessierende Grenzwert a nicht negativ sein kann, ist er also gleich 


Vi +1+1 
2 U) 
3. Wir nehmen einen beliebigen Wert z,, 0 < x, < 1, und definieren die Folge {x,} durch 
die Rekursionsformel 


Int = &nl2 — %)» 


Wenn wir jetzt annehmen, daß 0 < x, < 1 ist (diese Bedingung war für n = 0 erfüllt), so er- 
halten wir x ot 


<<, << 1. 


Da nämlich 2 — x, > 1 ist, gilt 2,4, > x,; nun ist aber 2,2 — x,) =1-— (1 — x,)%, woraus 
&yıı < 1 folgt. Somit ist durch Induktion bewiesen, daß die monoton wachsende Folge {2} 
unterhalb der Zahl 1 bleibt. Daher hat sie einen endlichen Grenzwert a = 0. Gehen wir in der 
obigen Rekursionsformel zur Grenze über, so erhalten wir a = 1, also ist im x, =1. 

Wir überlassen es dem Leser, selbst zu untersuchen, was geschieht, wenn x, außerhalb des 
Intervalls (0, 1) liegt. 


Bemerkun g. Es sei c eine beliebige positive Zahl und %n > CYyn. Dann hat die obige Re- 
kursionsformel die Gestalt | 


Ynrı = Ya — Ya). 
Wenn der Anfangswert y, der Bedingung 0 <y, < m genügt, so finden wir, daß die monoton 
c Be 
wachsende Folge {y,} gegen 2 strebt. Nach diesem Schema kann man auf Rechenmaschinen 
Ä C 


die zur Zahl ce reziproke Zahl berechnen. 


4. Es seien zwei positive Zahlen a und bgegeben (a > 5). Wir bilden ihr arithmetisches und ihr 
geometrisches Mittel: 


=, b, = Vab. 


Bekanntlich ist das arithmetische Mittel größer als das geometrische!); beide liegen zwischen 
den Ausgangswerten: a > a, > b, > b. Für die Zahlen a, und 5, bilden wir wieder die beiden 
Mittel: 


ab — 
2 
wobiaqa>mg,>b>b, gilt, usw. Sind die Zahlen a, und 5, schon definiert, so ergeben sich 


1) Dies folgt unmittelbar aus der Ungleichung 


"Ya — (a2 ya +2) = (Va — Es I >0 (fürab). 
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Qyrı und d,;, durch 


Ay b, 
dy+ı 7 RN ’ Dur = — Ya du: 
ad 


und es ist (wie oben) 
An > Anzı > dası > dr: 


Somit erhalten wir zwei Folgen, {x} und {b,}, von denen die erste fällt und die zweite wächst 
(sie nähern sich einander). Nun ist 


a>a„>b,„>b, 
so daß beide Folgen beschränkt sind; daher streben beide gegen einen endlichen Grenzwert: 
%=lima,; ß=limb,. 


Gn + bn + ß 
2 


Gehen wir in der Beziehung a,n = ” zur Grenze über, so erhalten wir x = a 


hieraus folgt aber & = ß. 

Somit streben beide Folgen, sowohl die der arithmetischen Mittel a, als auch die der geo- 
metrischen Mittel b,, gegen den gemeinsamen Grenzwert u = u(a, b). N ach Gavss!) nennt man 
ihn das arithmetisch-geometrische Mittel der Ausgangszahlen a und b. Der Ausdruck für die Zahl 
u(a, b) ist jedoch auf Grund dieser Bemerkung vorläufig noch nicht zu bestimmen; das ist erst 
mit Hilfe eines sogenannten elliptischen Integrals möglich (vgl. Band II, Nr. 315). 


5. Wir gehen wieder von zwei positiven Zahlen a und 5 (a > b) aus und bilden diesmal jeweils 
das arıithmetische und das harmonische?) Mittel: 


z 2°’ ıT a-+b’ 

1. at = 2a,b, 

s 2 ö a, +b, 
+5 a,b 

pH 7 - 5 n, Dur = wEny 


Aus der uns schon bekannten Ungleichung Bad. > Yab (für a = b) erhalten wir 


(° — *) > ab 


oder schließlich ” 
a-+b Dab | 
3 = a+b’ . 


so daß also das arithmetische Mittel größer als das harmonische Mittel ist. Die beiden Mittel 
liegen wieder zwischen den Ausgangszahlen. Wenn wir das aufa, und b, anwenden, finden wir 
An > Aprı > dar > Di 


1) CARL FRIEDRICH Gauss, 1777 —1855, deutscher Mathematiker. 
2) Eine Zahl c heißt harmonisches Mittel der beiden positiven Zahlen : und 5, wenn dierezi pr oke 


Zahl I das arithmetische Mittel der reziproken Zahlen ei und - ist: 
C a 


30 +3)- also 2 — Zab s 
6 i a+b 


74 I. Theorie der Grenzwerte 


Ganz analog wie im vorigen Beispiel überzeugen wir uns davon, daß die beiden Folgen {a,} 
und {b,} gegen einen gemeinsamen Grenzwert c streben, den man arithmetisch-harmonisches 
Mittel der Zahlen a und b nennen könnte. 

Dieser Grenzwert c läßt sich jedoch in einfacher Weise durch a und 5b ausdrücken. Offenbar 
ist nämlich a,b, = ab; da analog auch a,51d,4ı = 4„d„ ist, können wir schließen, daß für alle n 


And, = ab 
ist. Gehen wir hier zur Grenze über, so erhalten wir 
c= Yab, 
d. h., das arithmetisch-harmonische Mittel zweier Zahlen ist gleich ihrem geometrischen Mittel. 
6. Zum Schluß betrachten wir ein komplizierteres Beispiel. Wir gehen von einer beliebigen 


reellen Zahl c aus, setzen x, = = und definieren die Werte x, durch die Rekursionsformel 


ee, a: 
Int = 27 Tr E e (1) 


Wir fragen jetzt nach dem Grenzwert dieser Folge unter zwei verschiedenen Voraussetzungen 
für c. 
Wenn wir im voraus wüßten, daß ein endlicher Grenzwert 
a= lm, (2) 


existiert, so wäre er nicht schwer zu bestimmen. Man müßte nur in der Beziehung (1), die unsere 
Folge definiert, zur Grenze übergehen und erhielte 


ee oder a? — 2a +c=0 
u: Bus 


Aus dieser quadratischen Gleichung erhalten wir 


a—=]1 —- yı —(C, (3) 
Hieraus ersieht man sofort, daß die Folge {x,} für c> 1 keinen endlichen Grenzwert haben 
kann. 


a) Wir setzen zunächst 0O< c s1 voraus. Dann ist x, > 0. Wenn wir von (1) die analoge 


2 
Beziehung x, = = + Er subtrahieren, erhalten wir 


2 2 
Lg — In—1 


Ir — Un = ng (*) 


Offenbar ist 2, > 2, = = ‚ und aus der Gleichung (*) folgt für x, > x,-ı auch 2,31 > %,. So- 
mit haben wir durch Induktion bewiesen, daß die Folge {x,} monoton wachsend ist. 
Analog beweisen wir, daß unsere Folge (nach oben) beschränkt ist: 
<i. 
Diese Ungleichung gilt offenbar für n = 1; wenn sie für irgendein n gilt, so muß sie nach (1) 


auch für n + 1 gelten. Somit existiert der Grenzwert (2) tatsächlich, und er kann durch (3) 


ausgedrückt werden, und zwar mit dem Minuszeichen vor der Wurzel, da er nicht größer als 1 
sein kann. 


b) Es sei jetzt —3 sc < 0. Offenbar gilt für alle n 


© 
In zz, 
2 


Wir zeigen jetzt, daß in diesem Fall x, < 0 ist. Das ist für n = 1 richtig; nehmen wir an, diese 
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Behauptung sei für ein n erfüllt, so ist 


PR! 


’ 


2 
2. <“ <le| (wegen 2< 1) 


; C ; 
und x,;, hat das Vorzeichen von er d.h. wird negativ, was zu beweisen war. 


In diesem Fall ist die Folge {x,} nicht monoton. Wenn wir jedoch für n in (1) 2k und 2k — 2 


setzen und dann 2k + 1 und 2k — 1 und in beiden Fällen gliedweise subtrahieren, so erhalten 
wir 


1 
* - —— [4 Wr je 57 2 — 2 
Lat Lak-ı = 2 (ver T) k—2) » 


(4) 


1 
ee n24 
Karız — Io 7 2, (Kurs a Fe): 


Hieraus kann man durch Induktion schließen, daß für alle k 


Vogt > Iog-ı UNA Kopyg < Xgk 


A . C i . 
ist. In der Tat ist 2, > 2, = 5 dann ist aber |r,| < |x,|, 2? < x7, und nach der zweiten der 


„Formeln (4) wird (fürk = 1) x, < x,. Folglich ist |x,| > |x;|, 22 > x?, und nach der ersten der 
Formeln (4) erhält man (für k = 2) x, > z,, usw. 
Somit sind in unserem Fall die Folgen fa.) und {x} (k = 4, 2,3,...) einzeln monoton; da 


sie innerhalb der endlichen Grenzen = und 0 liegen, haben sie beide endliche Grenzwerte: 


a’ = lim 2-3» a” = lim 2g£- 


Wir müssen noch beweisen, daß a’ = a” ist. Um das zu zeigen, lassen wir in (1) den Index n 
gegen oo gehen, und zwar möge n zuerst gerade Werte, dann ungerade Werte annehmen. Wir 
erhalten in der Grenze die beiden Beziehungen 


eu (5) 
Durch Subtraktion erhalten wir. a’ — a” = = (a”? — a’?), also 


(a’ os a”) (a’ + a’”’ 4- 2) BER 


Wie wir sogleich feststellen werden, kann die zweite Klammer für c > —3 nicht verschwin- 
den, so daß a’ = a” sein muß. Wenn wir nämlich «@” = —a’ — 2 indie zweite Beziehung von (5) 
einsetzen, erhalten wir für a’ die quadratische na 


a? +20 +(4+o)=0, 


die fürc > —3 keine reellen Wurzeln haben kann. 

‚Schließlich verschw inden für c—= —3 beide Klammern, weil dann sowohl 0’ = —1 als auch 
a’ = —1 ist. | 

Somit ist in allen Fällen a’ == a”. Wenn man den gemeinsamen Wert dieser Grenzwerte mit a 
bezeichnet, so erhält man für a den Ausdruck (3), und zwar offenbar wieder mit dem Minus- 
zeichen vor der Wurzel, weil der Grenzwert der negativen Folge {x,} nicht positiv sein kann. 

Diese Beispiele geben zu folgender Bemerkung Anlaß. Der bewiesene Satz ist ein typischer 
„Existenzsatz“: Er liefert die Existenz des Grenzwertes, gibt aber kein Verfahren zu seiner Be- 
rechnung. Nichtsdestoweniger ist er sehr wichtig. Einerseits braucht man bei vielen theore- 
tischen Fragen nur die Existenz des Grenzwertes; andererseits ist es in vielen Fällen wichtig, 
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sich zunächst von der Existenz des Grenzwertes zu überzeugen, weil dadurch Wege zu seiner 
effektiven Berechnung erschlossen werden. So kann man in den Beispielen 1 bis 3, 5 und 6 durch 
Grenzübergang in gewissen Relationen den Grenzwert explizit bestimmen, wenn man weiß, 


daß er existiert. 
In dieser Beziehung ist das Beispiel 6b) besonders lehrreich. Fürc< —3 behält der Aus- 


druck (3) durchaus seinen Sinn; das bedeutet aber keineswegs, daß er auch weiterhin den 
Grenzwert der Folge {x,} liefert; dieser Grenzwert existiert hier im allgemeinen nicht. Bei- 
spielsweise durchläuft unsere Variable für c = —4 offenbar die Zahlenwerte 


2,0, 2,0, 2,0, ..., 


und diese Folge hat keinen Grenzwert. 

Im Beispiel 4 haben wir für den Grenzwert keinen Ausdruck angegeben. Da wir aber wissen, 
daß er existiert, können wir ihn leicht mit beliebiger Genauigkeit berechnen; denn er liegt 
zwischen den Zahlen a, und b,, die von beiden Seiten gegen ihn streben. 

In Nr. 36 werden wir ein weiteres wichtiges Beispiel für die Anwendung des Satzes über 
monotone Folgen behandeln. 


36. Die Zahl ee. Wir benutzen hier den Grenzübergang zur Definition einer uns bisher 
nicht bekannten Zahl. | 
Wir betrachten die diskrete Veränderliche 


rn 
> ( —- ) 
” 
und versuchen, auf sie.den Satz aus Nr. 34 anzuwenden. 
Da mit wachsendem Exponenten n die Basis der Potenz abnimmt, ist nicht un- 


mittelbar erkennbar, daß die Folge monoton ist. Um uns davon zu überzeugen, ent- 
wickeln wir den Ausdruck für x, nach der binomischen Formel: 


_ I,nn-d1 , nn-Dr—2) 1 | 
ATZE IE 1.2.3 m rn 
nn NY m—k+1) 1 nn —-N-(n—n+i1) 1 
= 1-2-..k | an: 1-2-.n 072 


_ 1 1\, 1 1 2 
—1+1 ee Er | 


+52) )+ +5) ) (6) 


Wenn man jetzt von x, ZU Zpıı übergeht, also n um 1 vergrößert, so muß man zu- 
nächst ein neues (n + 2)-tes (positives) Glied hinzufügen; jedes der angeschriebenen 


n + 1 Glieder nimmt zu, weil jeder Faktor der Form 1 — — durch den größeren 
| $ | | 1” 
Faktor 1 — 
N 


7 ersetzt wird. Hieraus folgt 


nr > Kns 


d. h., die Folge {x,} ist wachsend. 


36. Die Zahl e 17 


Jetzt zeigen wir, daß sie nach oben beschränkt ist. Wenn wir in dem Ausdruck (6) 
alle Faktoren in Klammern, die ja kleiner als 1 sind, weglassen, so vergrößert sich 
der Ausdruck, und es ist 


1 1 1 
"<2trgtrgtretrgen 


Wenn wir weiter jeden Faktor im Nenner der Brüche (von 3 an) durch die Zahl 2 er- 
setzen, so wird dieser Ausdruck nochmals vergrößert, so daß wir 1 


2 


10,1 1 a 
ee re | 


erhalten. Die geometrische Reihe (mit dem Anfangsglied =) hat aber für jedes n 


eine Summe, die nicht größer als 1 ist; daher ist y, < 3 und somit erst recht x, < 3. 
Hieraus folgt nach dem Satz auf S. 70 (Nr. 34), daß die Folge {x,} einen endlichen 
Grenzwert hat. Nach EuLER!) wird er mit e bezeichnet. Diese Zahl 


e = lim ( + =) 


ist sowohl für die Analysis selbst als auch für ihre Anwendungen von außerordent- 
licher Wichtigkeit. Wir notieren hier die ersten 15 Stellen ihrer Dezimalbruchent- 
wicklung: —E a nz 

e = 2,718281828459045 ... 


ö : 4: 
er a Se 2 


In Nr. 37 werden wir ein zweckmäßiges Verfahren zur angenäherten Berechnung der 
Zahl e angeben und gleichzeitig beweisen, daß e irrational ist. ' | . 

Einige Eigenschaften der Zahl’ e, die wir später herleiten werden [Nr. 54, Formel 
(13)], lassen es als besonders vorteilhaft erscheinen, gerade diese Zahl als Basis eines 
Logarithmensystems zu wählen. Die Logarithmen zur Basis e werden natürliche 
Logarithmen genannt und mit In (ohne weiteren Hinweis auf die Basis) bezeichnet. Bei 
theoretischen Untersuchungen werden ausschließlich natürliche Logarithmen be- 
nutzt.2) \ u | an | 

Wir erinnern daran, daß die gewöhnlichen dekadischen Logarithmen [Logarithmen 
zur Basis 10, auch Briggssche Logarithmen genannt?)] mit den natürlichen Logarith- 
men durch die bekannte Formel -— . | 


lgze=M-Inz 


1) LEONHARD EuLER, 1707—1783, Schweizer Mathematiker. _ 

2) Diese Logarithmen werden manchmal auch Napiersche (oder Nepersche) Logarithmen ge- 
nannt [nach dem schottischen Mathematiker Joun NAPIER (NeErEr), 1550—1617, einem der 
Entdecker der Logarithmen]. NArIEr selbst hatte den Begriff der Basis eines Logarithmen- 
systems noch nicht (weil er sie nach einem anderen Prinzip konstruierte), aber seine Log- 


s L 2 . ® 1 ® . « “ “ 
arithmen beziehen sich auf eine Basis, die nahe bei — liegt. Die Logarithmen, mit denen sein 
ve) : 


Zeitgenosse, der Schweizer JOBST BÜRGI (15521632), rechnete, haben eine Basis, die sich 


nicht viel von e unterscheidet. 2 . 
®) Nach Henry Brıaas, 1556 —1630, englischer Mathematiker. 
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verknüpft sind, wo M der sogenannte Modul, 


1 
M=loge = FETT 0,434294 ..., 


ist. Das ergibt sich leicht, indem man die Identität 
rt — elu® 
zur Basis 10 logarithmiert. 


37. Näherungsweise Berechnung der Zahl e. Wir wenden uns jetzt wieder der Be- 
ziehung (6) zu. Hält man & fest, so folgt für n > k, wenn man alle auf das (k + 1)-te 
folgenden Glieder wegläßt, die Ungleichung 


1 1 
w>2+5(1--) 


1 1 2 1 1 k—1 
al) 


Wir lassen hier n gegen oo streben und gehen zur Grenze über; da alle Klammern 
den Grenzwert 1 haben, - sich 


e22+2 +2 wa + ı—_%- 


Diese FE gilt für jedes an k. Somit erhalten wir 
<ynZSE; 
hieraus folgt offenbar (nach Satz 3 aus Nr. 28) auch 
limy,=e. 
Übrigens ist y, die (n + 1)-fe Partialsumme der unendlichen Reihe (Nr. 25, Bei- 
spiel 9) 
Hatte tite 


und die obige Limesrelation zeigt, daß e ihre Summe ist. Man sagt auch, daß e in diese 
Reihe entwickelt werden kann, und schreibt 


eeltntgtetit- 


Die Folge (y„} ist zur an ee der Zahl e geeigneter als {x,}. 
Wir wollen einmal die Güte der Näherung von {y„} an e abschätzen. Zu diesem Zweck 
ee wir zuerst die Differenz zwischen einem beliebigen Wert Yu+m (m =1,2, 

...), der auf y,„ folgt, und , selbst, 


1 1 1 
Timm arm! 
_ 41 li + 1 N 1 L.. 
(n +1)! n+2 (n+2)(n +3) 


Teer 
FIR FI Rem] 


37. Näherungsweise Berechnung der Zahl e 79 


Ersetzt man in der geschweiften Klammer alle Faktoren im Nenner der Brüche durch 
n + 2, so erhält man die Ungleichung 


Yn+m YUn nr + 1)! n+2 (n + 2)! "Pas (n +4 2)m-1ı ? 


sie bleibt sicher richtig, wenn man die Summe in der Klammer bis ins Unendliche 
erstreckt, und die Summe dieser unendlichen geometrischen Reihe läßt sich nach 
einer bekannten Formel ausdrücken; so erhalten wir 


1 n+2 
res n+t1" 


Nun halten wir n fest und lassen m unbegrenzt wachsen ; die diskrete Veränderliche 
Yn+m (nur der Index m läuft‘) durchläuft die Folge der Werte 


Yn+m — 


Ya+ls Yn+23 Yn+3> ... Yntms ...; 


die offenbar gegen e konvergiert. Daher erhalten wir in der Grenze 


1 n+ 2 
SIT nrı 
oder schließlich 
1 
en erg 
0<e-m< a) 


Bezeichnet 0 das Verhältnis der Differenz e — y, zu der Zahl — Er „ (es liegt offen- 
bar zwischen 0 und 1), so können wir auch 


6 


e— ı. = — 
In n'n 


schreiben. Setzt man hier für y„ die obige Reihenentwicklung ein, so erhält man die 
wichtige Formel 


1 1 1 1 0 
a a ee (7) 


die der Ausgangspunkt zur Berechnung von e ist. Lassen wir das letzte Glied, das 
sogenannte Restglied, fort und ersetzen jedes der übrigen Glieder durch einen Nähe- 
rungs-Dezimalbruch, so erhalten wir gerade einen Näherungswert für e. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, e mit Hilfe der Formel (7) zu berechnen, etwa 
auf . genau. Zuerst müssen wir feststellen, wie groß die Zahl n zu wählen ist, da- 
mit diese Genauigkeit erreicht wird. 

Wenn wir die reziproken Fakultäten berechnen (vgl. nachstehende Tabelle), s 
sehen wir, daß sich für n = 10 für das Restglied in Formel (7) schon 


0 0 
n 4-2 i 


1) Es ist nämlich, wie man leicht sieht, > 
(+1 nn 
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ergibt, so daß der Fehler, den wir machen, wenn wir es weglassen, bedeutend kleiner 
als die vorgeschriebene Genauigkeitsgrenze ist. Wir nehmen also n = 10. Jedes Glied 
verwandeln wir in einen Dezimalbruch, wobei wir die achte Stelle so runden, daß der 
absolute Betrag des Fehlers kleiner wird als die Hälfte der Einheit der achten Stelle, 


d.h. kleiner als ——— : Wir geben die Resultate der Rechnung in einer Tabelle an: 


2.108° 
2,000 000 00 

n — 0,50000000 

gr = 1onn0r- 

Rn — 0,041 66667(—) 

2 — 0,00833333(+) 

r — 0,00138889(—) 

= — 0,00019841(+) 

= — 0,00002480(--) . 

= — 0,00000276(—) ! 

— = 0,00000028(—) 


2,71828181 


Hinter die Näherungswerte wurden ein Plus- bzw. ein Minuszeichen in Klammern 
gesetzt, je nachdem, ob der Näherungswert kleiner oder größer ist als der genaue 
Wert. Wie wir sehen können, ist der Fehler, der durch Weglassen des Restgliedes 


entstanden ist, kleiner als . Wenn wir jetzt noch die Rundungsfehler (mit Vor- 

zeichen) berücksichtigen wollen, müssen wir beachten, daß wir fünfmal einen um 
1 1 

weniger als Tos zu großen Wert und dreimal einen um weniger als 108 zu kleinen 


Wert angesetzt haben. Die Summe der Rundungsfehler liegt also zwischen 
3 5 
_— 108 und — 108 
Hieraus folgt, daß die Zahl e selbst zwischen den Zahlen 
2,11828178 und 2,71828186 
liegen muß, so daß sich 


e = 2,7182818 + 0,0000001 
ergibt. 


38. Ein Lemma über Intervallschachtelungen sl 


Wir benutzen jetzt die Formel (7), um zu zeigen, daß die Zahl e irrational ist. 


Wir beweisen diese Irrationalität indirekt, nehmen also an, es sei e= —,; mit 
diesem n schreiben wir Formel (7) auf: “ 


m 1 1 1 0 er 
eltatgt tot 0<0<i), 


Beide Seiten dieser Beziehung multiplizieren wir mit »!; dann können wir durch die 
Nenner aller Brüche (mit Ausnahme des letzten) kürzen. Links erhalten wir eine 
ganze Zahl, rechts aber die Summe einer ganzen Zahl und einer Zahl zwischen O und 1. 
Mit diesem Widerspruch ist die Irrationalität von e bewiesen. 


38. Ein Lemma über Intervallschachtelungen. Zum Schluß dieses Paragraphen über 


monotone Folgen befassen wir uns mit zwei solcher Folgen, die ‚einander entgegen- 
kommen“. 


Gegeben seien eine monoton wachsende Folge {x,„} und eine monoton fallende Folge {y,}; 
und es sei stets 


u << Ye (8) 


Wenn die Differenz y, — %, gegen O strebt, so haben beide Folgen einen gemeinsamen 
endlichen Grenzwert: 


c= lim x, = lim y,. 
In der Tat, für alle r gilt y„ S yı; das bedeutet aber nach (8) auch x, <yı(n=1, 


2,3, ...). Die wachsende Folge {x,} ist nach oben beschränkt, hat. also einen endlichen 
Grenzwert 


c=limr,. 
Analog ist wegen 
Y>D ma 


die fallende Folge {y,} nach unten beschränkt, so daß auch sie gegen einen endlichen 
Grenzwert strebt: 


c = limy,. 
Nach Satz 1 aus Nr. 30 gilt für die Differenz beider Grenzwerte: 
ce — c = lim (y, — %); 


dieser Ausdruck ist aber nach Voraussetzung gleich 0, so daß c’ = c ist. 

Diese Aussage läßt sich auch anders formulieren: 

Wir nennen die Menge aller Zahlen (oder, wie man auch sagen kann, aller „Punkte‘) 
x, die der Ungleichung 


asısb (füra<b5b) 


genügen, ein abgeschlossenes Intervall oder auch ein Segment, man schreibt dafür 
[a,b]. Gelegentlich findet sich in der Literatur statt der eckigen Klammer eine spitze, 
(a, b), oder auch eine stilisierte, (a, b). Die Zahlen (,‚Punkte‘‘) «a und 5 heißen linker 
bzw. rechter Endpunkt des Intervalls, ihre Differenz b — a heißt die Länge des Inter- 


6 Fichtenholz I 
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valls. Man sieht leicht, daß einem Intervall auf der Zahlengeraden eine Strecke (der- 


selben Länge) entspricht. 
Man sagt, das Intervall [@’, b’] sei im Intervall [a, b] enthalten oder eingebettet (ein- 
geschachtelt), wenn alle Punkte des ersten Intervalls auch zum zweiten gehören oder, 


was dasselbe ist, wenn 
asa <b’ sb 


ist. Die geometrische Bedeutung ist klar. 
Es sei nun eine unendliche Folge ineinander enthaltener Intervalle (eine Intervall- 


schachtelung) 

[a;, b,], [Q>, b3], ee, [Q.; db], er 
gegeben, so daß also jedes folgende im vorhergehenden enthalten ist, und die Längen dieser 
Intervalle mögen mit wachsendem n gegen O streben: 

lim (b, — a.) =. 
Dann streben die Endpunkte a, und b, der Intervalle (von verschiedenen Seiten her) gegen 
den gemeinsamen Grenzwert 

c= lima, = lim b,, 


und dies ist der einzige Punkt, der in allen Intervallen enthalten ist. 
Diese Tatsache ist nur eine andere Formulierung des oben bewiesenen Satzes. 
Nach Voraussetzung ist 


On —_ On+ı < Öa+1 S bn; 


so daß der linke Endpunkt a, bzw. der rechte Endpunkt b, des n-ten Intervalls hier 
die Rolle der monotonen diskreten Veränderlichen x, bzw. y,„ spielen. 
Da a, wachsend und b, fallend gegen c strebt, ist 


a. <scsb, (n=1,2,3,...), 
d. h., der Punkt c gehört tatsächlich zu allen Intervallen. Es kann kein von c ver- 
schiedener Punkt c’ mit der gleichen Eigenschaft existieren, denn dann wäre 
5-21. —c| >0; 


= | 


die Länge des n-ten Intervalls würde also nicht gegen 0 streben. 
Später werden wir häufig auf diesen Intervallschachtelungssatz zurückgreifen. 


S4. Das Konvergenzprinzip. Teilfolgen. Partielle Grenzwerte 


39. Das Konvergenzprinzip. Es sei eine diskrete Veränderliche x, gegeben, die die 
Folge der Werte 


% Is, ...|,. ns ...;. In’ ..eo (1) 


durchläuft. Wir untersuchen die Frage, ob es ein Kriterium für die Existenz eines 
endlichen Grenzwertes dieser Folge gibt. Die Definition des Grenzwertes selbst kann 
das nicht leisten, weil darin ja schon der Grenzwert vorkommt, um dessen Existenz 
es geht. Wir können in dem Kriterium nur das benutzen, was uns gegeben ist, nämlich 
die Wertefolge (1) der diskreten Veränderlichen. 
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Dieses Problem wird durch folgenden bemerkenswerten Satz gelöst, der von dem 
tschechischen Mathematiker B. BoLzano (1781—1848) und dem französischen Ma- 
thematiker A. L. Cavcay (1789— 1857) stammt und der als allgemeines Konvergenz- 
prinzip bezeichnet wird. 


Satz. Eine diskrete Veränderliche x, hat genau dann einen endlichen Grenzwert, 
wenn zu jeder Zahl e > Deine Zahl N existiert derart, daß die Ungleichung 


ln — nr| <e (2) 


gilt, sobaldn > N undn’ >N ist. 

Wie man sieht, besteht das Wesen der Sache darin, daß der Abstand zwischen den 
Werten der Veränderlichen mit wachsenden Indizes immer geringer und zuletzt be- 
liebig klein wird. Solche Folgen werden auch in sich konvergent genannt, und das 
Konvergenzprinzip läßt sich dann folgendermaßen formulieren: Eine in sich kon- 
vergente Folge hat einen endlichen Grenzwert (‚konvergiert‘‘), und umgekehrt. 


Beweis. Zunächst zeigen wir, daß die Bedingung notwendig ist. Die Folge {x,} 
habe einen endlichen Grenzwert a. Nach Definition des Grenzwertes (Nr. 23) läßt 
sich dann zu jeder beliebig gewählten Zahl e > 0 eine Zahl N finden derart, daß 
für allen > N die Ungleichung 


€ 
In — al < > 
erfüllt ist. 
Für zwei Zahlen n > N und n’ > N gilt also gleichzeitig 
€ 
In —al < > 
und 
S . 
le — zu] < DY 
hieraus folgt 
|&n — Zu| = I - a) ra m)| 


€ E 
sm -are-m<rzme 


Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung bewiesen. 

Der Beweis dafür, daß sie hinreicht, ist jedoch nicht ganz so einfach. Die Voraus- 
setzung des Satzes sei also erfüllt; es muß nachgewiesen werden, daß dann für die 
Folge {x,} ein vollbestimmter endlicher Grenzwert existiert. Dazu konstruieren wir 
im Bereich aller reellen Zahlen einen Schnitt nach folgender Vorschrift. In der Unter- 
klasse A nehmen wir jede reelle Zahl «, für die von einem gewissen Index an die Un- 
gleichung | . 


In >% 


gilt. In die Oberklasse A’ nehmen wir dann alle übrigen (nicht in A liegenden) reellen 
Zahlen &’. Zunächst zeigen wir, daß diese Klassen nicht leer sind. Wenn eine beliebige 
Zahl e > 0 vorgegeben ist, so können wir auf Grund der Voraussetzung eine ihr ent- 


6* 
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sprechende Zahl N derart finden, daß fürn > N und n’ > N die Beziehung (2) er- 
füllt ist und somit 


—mEe<m <rte (3) 


gilt. Jetzt sehen wir, daß für n’ > N insbesondere jede Zahl x, — e zur Klasse A ge- 
hört; denn sie wird für hinreichend großes » (nämlich für n > N) von x, übertroffen. 
Da andererseits (für dieselben n) die Zahl x, kleiner bleibt als jede Zahl der Form 
xy + e (für n’ > N), kann offenbar keine solche Zahl zu A gehören; folglich liegt sie 
in der Klasse A’. 

Die Vorschrift, nach der die Klassen A und A’ definiert sind, ist so formuliert, daß 
folgendes unmittelbar klar ist: Jede reelle Zahl liegt in einer und nur In einer dieser 
Klassen. Außerdem ist offenbar jede Zahl & (aus A) kleiner als jede Zahl «’ (aus A’); 
denn wäre & > «’, so würde die Veränderliche x, von einem bestimmten rn an auch 
die Zahl «’ übertreffen, entgegen der Definition der Zahlen «’. Somit ist die oben defi- 
nierte Einteilung des Bereichs der reellen Zahlen in die beiden Klassen tatsächlich ein 
Schnitt. 

Nach dem Dedekindschen Hauptsatz (Nr. 10) existiert also eine reelle Zahl «a, die 
zwischen den Zahlen der beiden Klassen liegt!): 


x sSsas«. 


Wie wir schon bemerkten, ist für jedes n’ > N die Zahl x,- — e eine der Zahlen « 
und die Zahl x, + e eine der Zahlen a’. Daher ist insbesondere 


 —Ee Saar te oder Ja — y|= Im -alSse 
für jedes n’ > N. Nach Definition des Grenzwertes (Nr. 23) bedeutet das aber 
a=limx,, 


und damit ist der Satz bewiesen. 
Dieses Kriterium werden wir im folgenden vielfach anwenden. 


40. Teiliolgen und ihre Grenzwerte. Wir betrachten jetzt neben der Folge (1) irgend- 
eine ihrer T'eilfolgen (oder Unterfolgen): 


Kon Una Una » re Ines» +5 (4) 
wobei {n,} eine Folge wachsender natürlicher Zahlen 
N, <N <N <<: < Mr <e" (9) 


ist. Hier ist der Index, der alle natürlichen Werte annimmt, nicht rn, sondern k; die 
N; bilden selbst eine Folge, die aus natürlichen Zahlen besteht und offenbar mit wach- 
sendem k gegen oo strebt. 


Satz. Wenn die Folge (1) einen bestimmten (endlichen oder unendlichen) Grenzwert a 
hat, so hat auch jede Teeilfolge (4) denselben Grenzwert. 


Nehmen wir etwa beim Beweis den Fall eines endlichen a. Es möge sich also zu 
e>0 ein N finden lassen derart, daß für n > N die Ungleichung 


m -—al<e 


!) Dort war sie mit ß bezeichnet worden. 
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erfüllt ist. Wegen n, — oo existiert auch eine Zahl X derart, daß für alle k > K die 
Beziehung n, > N gilt. Dann gilt für dieselben Werte von k die Ungleichung 


|Xn, ac a < €, 


und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Übrigens haben wir für diese Überlegung die Ungleichung (5) nicht gebraucht, d. h. 
die Monotonie der Folge {n,} nicht benutzt. Somit gilt unsere Behauptung auch dann, 
wenn die ganzzahlige Veränderliche n, nach irgendeiner anderen Vorschrift (also 
nicht notwendig monoton) gegen oo strebt. 

Wenn die Veränderliche x, oder, was dasselbe ist, die Folge (1) keinen Grenzwert 
hat, so kann durchaus irgendeine Teilfolge (4), d.h. eine entsprechende Folge der 
%, = Xu, einen Grenzwert haben. Diesen Grenzwert nennen wir einen partiellen 
Grenzwert der Folge {x,} oder der Folge (1). 


Es sei etwa x, = (—1)"*!; diese Folge hat keinen Grenzwert. Durchläuft jedoch » nur die 
ungeraden oder nur die geraden Zahlen, so haben die Teilfolgen 


welehe bs 
und 
= lu, = —1,.,2%, = —1 ... 
je einen Grenzwert, nämlich 1 bzw. —1. Diese Zahlen sind dann partielle Grenzwerte der Folge 
{z„}. Analog folgt auch, daß die Folge der x, = (—1)*?! n die partiellen Grenzwerte oo und — oo 
hat; die Folge der x, = nC-2)"*' hat die partiellen Grenzwerte oo und 0. 
Man kann leicht Beispiele von Folgen konstruieren, die unendlich viele verschiedene par- 


tielle Grenzwerte besitzen. Wir definieren etwa die Veränderliche x, durch folgende Vorschrift: 
Ist «ß...v (wo o,ß, ...,» Ziffern sind) die Darstellung der Zahl n im Dezimalsystem, so sei 


%u = ),oß...r, 


also beispielsweise x,, = 0,13; &os; = 0,4035 usw. Dabei kommt jeder endliche Dezimalbruch 
zwischen 0,1 und 1 in unsere Folge unendlich oft vor, beispielsweise 0,217 an der 217-ten, aber 
auch an der 2170-ten, der 21700-ten usw. Stelle. Mit anderen Worten, jeder endliche Dezimal- 
bruch zwischen 0,1 und 1 ist ein partieller Grenzwert unserer Folge. Betrachtet man aber jetzt 
eine beliebige andere reelle Zahl & innerhalb dieser Grenzen, so braucht man sie nur als unend- 
lichen Dezimalbruch darzustellen (Nr. 9), 


&% = 0,6169...C,::. (, z1), 


damit klar wird, daß die Teilfolge 


diese Zahl & als Grenzwert hat. Somit füllen in unserem Fall die partiellen Grenzwerte das 
ganze Intervall [0,1; 1] aus. 


Existiert nun für eine Folge {x,} immer ein partieller Grenzwert? Diese Frage ist 
leicht zu bejahen, wenn die Menge {x,} unbeschränkt ist. Die Menge sei beispielsweise 
nach oben nicht beschränkt; dann existiert zu jedem natürlichen % in der Folge (1) 
ein Glied x,,, das größer als & ist: 


2, > k kel2,3,..) 
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(dabei kann man es leicht so einrichten, daß die Zahl n, mit k wächst). Die Teilfolge 
RN RL RR 


hat offenbar den Grenzwert 00; er ist also ein partieller Grenzwert der Folge. 
Die obige Frage ist aber auch im Fall beschränkter Folgen zu bejahen; dies er- 
fordert jedoch weitere Überlegungen, die wir in Nr. 41 anstellen werden. 


41. Satz von Bolzano!)-Weierstraß?).. Aus jeder beschränkten Folge (1) kann man eine 
gegen einen endlichen Grenzwert konvergierende Teilfolge (4) auswählen. 

(Diese Formulierung schließt nicht aus, daß auch gleiche Zahlen in der gegebenen 
Folge vorkommen, was für die Anwendungen bequem ist.) 


Beweis. Alle Zahlen x, mögen zwischen den Grenzen a und b liegen. Wir halbieren 
dieses Intervall [e, 5]; dann liegen mindestens in einer Hälfte unendlich viele Ele- 
mente der gegebenen Folge; denn sonst wären auch im ganzen Intervallfa, 5] nur end- 
lich viele Elemente enthalten. Es sei jetzt [a,; b,] diejenige Hälfte, die unendlich viele 
Zahlen x, enthält (wenn beide Hälften diese Eigenschaft haben, so sei [a,, db,] eine 
von ihnen). u 

Analog halbieren wir das Intervall [a,, b,]; es sei [a,, d,] wieder eine Hälfte, die un- 
endlich viele Zahlen x, enthält, usw. Wir denken diesen Prozeß unbeschränkt fort- 
gesetzt; nach k Schritten erhalten wir ein Intervall [a,, b,], das unendlich viele Zahlen 
x, enthält. 

Jedes dieser so konstruierten Intervalle (vom zweiten an) ist im vorhergehenden 
enthalten, da es eine Hälfte davon ist. Außerdem ist die Länge des k-ten Intervalls 
gleich 

b—a 


a rn 


strebt also mit wachsendem %k gegen 0. Wenn wir jetzt den Satz aus Nr. 38 über Inter- 
vallschachtelungen anwenden, können wir folgern, daß {a,} und {b,} gegen einen ge- 
meinsamen Grenzwert c streben. 

Wir konstruieren jetzt folgendermaßen induktiv eine Teilfolge {x,,}. Als x,, nehmen 
wir ein beliebiges (z. B. das erste) der Elemente x, unserer Folge, das in [a,, 5] liegt. 
Alsx, nehmen wir ein beliebiges (z. B.daserste) auf, folgendes und in [a,,b,] liegendes 
der Elemente x,, usw. Allgemein nehmen wir als x,, ein beliebiges (z. B. das erste) der 
Elemente x,, das auf alle vorhergehenden x,» Xng +++ Zny, folgt und in [a,, b,] ent- 
halten ist. Diese Wahl ist möglich, weil jedes der Intervalle [a,, 5;] unendlich viele 
Zahlen x, enthält, d. h. Elemente x, mit beliebig großem Index. 

Da ferner 


1277 bs z, b, 


und 
lima, = limb, = c 


ist, gilt nach Satz 3 aus Nr. 28 auch 
lim x,, = c; 
was zu beweisen war. 


1) BERNARD BoLzano, 1781—1848, tschechischer Mathematiker und Philosoph. 
2) KARL WEIERSTRASS, 1815—1897, deutscher Mathematiker. 
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Die beim Beweis dieses Satzes verwendete Methode, nach der die betrachteten 
Intervalle sukzessive halbiert werden, ist unter der Bezeichnung Bolzanosche Me- 
thode!) bekannt; sie wird uns in anderen Fällen auch noch oft begegnen. 

Der Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS erleichtert den Beweis vieler schwieriger 
Sätze, da mit seinem Beweis die Hauptschwierigkeit der entsprechenden Über- 
legungen sozusagen vorweggenommen ist. Als Beispiel beweisen wir mit seiner Hilfe 
nochmals das Konvergenzprinzip, und zwar die Tatsache, daß es hinreichend ist, was 
wir ın Nr. 39 nur mit ziemlichem Aufwand nachweisen konnten. 

Es sei also die Voraussetzung erfüllt; zu gegebenem & > 0 existiere eine Zahl N der- 
art, daß fürn > N und n’ > N die Ungleichungen (2) oder (3) gelten. Hält man da- 
bei n’ fest, so ist nach (3) klar, daß die Folge {x,} in jedem Fall beschränkt ist: Ihre 
Glieder liegen für n > N zwischen den Zahlen x,- — e und x,’ + e, und es ist nicht 
schwer, diese Grenzen so auseinanderzuziehen, daß auch die ersten N Werte x,, &a, -- -, 
xy dazwischenliegen. Nun können wir nach dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS 
eine Teilfolge {x,} auswählen, die gegen den endlichen Grenzwert c konvergiert: 


Iimz,,=c. 
Wir zeigen, daß auch die Folge {x,} gegen diesen Grenzwert strebt. Wir können k 
so groß wählen, daß |x,, — c| < z und gleichzeitig n, > N ist. Folglich können wirin 
(2) n’ = n; setzen, 
In — Xu, | < &; 

und wenn wir beide Ungleichungen zusammenfassen, erhalten wir schließlich 
a, —c|l<2e: (fürn>N); 

damit ist unsere Behauptung bewiesen.?) 


42. Der größte und der kleinste partielle Grenzwert. Für jede Folge {x,}, ob sie beschränkt 
oder nicht beschränkt ist, existieren Grenzwerte von Teilfolgen. Wir zeigen jetzt, daß unter 
diesen Grenzwerten von Teilfolgen notwendigerweise ein größter und ein kleinster existieren. 
Sie werden oberer bzw. unterer Limes der Folge {x,} genannt (auch limes superior bzw. limes 
inferior) und mit 


lim x, bzw. lim x, oder limsupx, bzw. lim inf x, 
bezeichnet. 


Satz. Jede Folge {x,} besitzt einen größten und einen kleinsten partiellen Grenzwert. Notwendig 
und hinreichend für die Existenz des Grenzwertes einer Folge (im gewöhnlichen Sinne) ist die Über-. 
einstimmung von limes superior und limes inferior.?) 


Beweis. Wir untersuchen zuerst die Frage nach der Existenz des limes superior. Wir sahen 
schon in Nr. 40: Ist die Folge {x,} nicht nach oben beschränkt, so kann man aus (1) eine Teil- 
folge {x„,} auswählen derart, daß 


lim x,, = © 
1) Scherzhaft nennt man sie auch Löwenfangmethode. — Anm. d. Red. 
2) Die Zahl 2e ist von derselben Ordnung beliebig klein wie & selbst. Wenn man will, kann man 


statt des ursprünglichen e die Zahl vr nehmen; dann würden wir hier e erhalten haben. Von 


jetzt an werden wir auf solche Trivialitäten nicht mehr eingehen. 
3) Dieser Satz, zu dessen Beweis der Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS nicht benutzt wird, um- 
faßt diesen. 
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ist. Somit ist in diesem Fall oo ein partieller Grenzwert und offenbar auch der größtmögliche, 
so daß also lim x, = © ist. Wir setzen jetzt voraus, die Folge {x,} sei nach oben beschränkt: 


mus 


x. <M(n=1,2,3,...). Wir betrachten die obere Grenze der Werte x, fürn > K: 
M, = sup {x,} = SUp [+1 Io» re 
n>k 


Für wachsendes ; kann der Wert M/, sicher nicht wachsen; folglich existiert nach dem Satz 
über monotone Folgen (Nr. 34) in jedem Fall der Grenzwert (für unbegrenzt wachsendes k) 


lim M k> 
der endlich oder gleich — sein kann. BR 
Der Fall, daß er gleich — oo ist, ist einfach zu erledigen. Zu jedem E > 0 existiert ein Index 
k= N derart, daß My < —E ist, fürn > N ist aber offenbar x, < My, so daß für diesen 
Wert von n um so mehr 


&un <-—E 
ist. Das bedeutet aber, daß der Grenzwert (im gewöhnlichen Sinne) 
lim 2, = —o© 


existiert, der gleichzeitig größter und kleinster partieller Grenzwert ist.!) 
Wir betrachten jetzt den wichtigeren Fall, daß ein endlicher Grenzwert existiert, 


lim M, = M*, 


und beweisen, daß diese Zahl M* gerade gleich dem gesuchten limes superior von {x,} ist. 
Zu diesem Zweck geben wir zwei charakteristische Eigenschaften der Zahl M* an: 
Ist die Zahl &> 0 beliebig gewählt, so kann man eine Zahl k == N’ finden derart, daß 
My < M*-+ e ist; denn fürn > N istx,„s My, also erst recht x, < M* -- e. Somit gilt 
die erste Rigenschaft der Zahl M*: 


1. Zu jedem e > 0 existiert eine Zahl N’ derart, daß für allen > N’ 

an <M+--e 
gilt. 

Andererseits gilt für jedes e> 0 und jedes k die Beziehung M, 2 M*> M* — e. Dann 
kann man aber nach der Eigenschaft der oberen Grenze (Nr. 11) unter den Zahlen x, mit 
n=k+1,k+2,k-+3,... einen Wert x,’ finden, für den auch 2, > M* — e ist. 

Ersetzen wir die beliebig gewählte Zahl k durch N, so erhalten wir die zweite Eigenschaft. 


2. Zu jedem € > 0 und jedem Index N kann man einen Wert x, mitn’ > N finden derart, daß 
Xu > M*-—e 
ist. 

(Wir heben den Unterschied in den Formulierungen dieser beiden Eigenschaften hervor. Im 
ersten Fall ist die Ungleichung ausnahmslos für alle Werte x, von einem bestimmten Wert des 
Index an erfüllt. Im zweiten Fall wird die Ungleichung nur von einzelnen Werten x, erfüllt, 
unter denen es jedoch Werte mit beliebig großem Index gibt.) 

Mit Hilfe dieser Eigenschaften beweisen wir zuerst, daß die Zahl M* ein partieller Grenzwert 
für = Folge {x,„} ist. Dafür muß eine Teilfolge {x}, die gegen M* konvergiert, ausgewählt 
werden. 


Wir wählen eine Folge positiver Zahlen e;, die gegen 0 strebt. Wir setzen n, = 1 und nehmen 
an, die Indizes 


n=1<m<n<.- <n. 


seien schon gewählt, und zeigen nun, wie n; zu wählen ist. Nach der ersten Eigenschaft finden 
wir zu & = eg; einen Index N’= N; derart, daß für allen > N; die Beziehung x, < M* + &; 


X) Falls der gewöhnliche Grenzwert einer Folge existiert, stimmen die Grenzwerte aller Teil- 
folgen mit diesem überein (Nr. 40). | 
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gilt. Jetzt wenden wir uns der zweiten Eigenschaft zu, indem wir wie vorher e = e; annehmen 
und als N die größte der Zahlen n;_, und N, nehmen; dieser Wahl der Zahlen e und N mögen die 
Zahl n’ = n; entsprechen. Für sie gilt einerseits 


2, > M*— ee, 
andererseits, da n; > N; ist, gleichzeitig auch 
In < M* 1 &;. 


Außerdem ist n; > n;_,- 
Für die Elemente x, die auf diese Weise induktiv konstruiert wurden, gilt 


a, — Ml<s; (=23,34,...), 


so daß also in der Tat x,, gegen M* strebt. 

Schließlich zeigen wir noch, daß kein partieller Grenzwert größer als M* sein kann. Es gelte 
für eine gewisse Teilfolge {x,,} die Beziehung x,, — a, so daß a einer der partiellen Grenzwerte 
ist. Nach der ersten Eigenschaft von M* wird für hinreichend große Indizes (größer als N’) 


u, <Mr’+e. 

Gehen wir hier zur Grenze über, so erhalten wira <s M* 4 e und, da e beliebig war, schließlich 
a<s M*. 

Somit ist 37* tatsächlich der größte partielle Grenzwert, d.h. 
M* = limx,. 


Analog beweist man die Existenz des kleinsten partiellen Grenzwertes. Wir wiederholen 
nicht alle Überlegungen, sondern weisen nur auf folgendes hin. 

Wenn dieser kleinste partielle Grenzwert gleich oo ist, so existiert der Grenzwert im ge- 
wöhnlichen Sinne, 


lim x, = ©. 
Ist aber der kleinste partielle Grenzwert eine endliche Zahl M 
M, ==: lim x, 


so hat er Eigenschaften, die den oben für M* angegebenen analog sind: 
1. Zu beliebigem e > O0 existiert eine Zahl N” derart, daß für allen > N” 


In > M, mie 
gilt. 
2. Zu beliebigem e > 0 und jedem N kann man einen Wert x," mitn’’ > N finden derart, daß 


u <My. + E 
ist. 

Wir wenden uns jetzt dem Beweis der abschließenden Behauptung des Satzes zu. Wenn der 
(endliche oder unendliche) Grenzwert im gewöhnlichen Sinne, lim x, ., existiert, so stimmen alle 
partiellen Grenzwerte mit ihm überein (Nr. 40), so daß für die Existenz eines Grenzwertes die 
Übereinstimmung von limes superior und limes inferior notwendig ist. 

Wir setzen jetzt voraus, es sei 


lim x, = lim x,. 


Ist ihr gemeinsamer Wert oo oder — oo, so existiert, wie wir gesehen haben, der Grenzwert der 
Folge im gewöhnlichen Sinne und hat denselben Wert. 
Schließlich seien beide Grenzwerte endlich: 


M* = M,= a. 
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Wenn wir die ersten Eigenschaften der Zahlen M* und M,, benutzen, dann finden wir zu vor- 
gegebenem & > 0 eine Zahl N derart, daß für allen > N 


a—e<a,<a-te, d.h |ı,„-a<e 


wird. Das bedeutet aber gerade, daß a der Grenzwert der Folge {x,} im gewöhnlichen Sinne ist. 
Der Satz ist damit bewiesen. 

Wir bemerken noch, daß mit Hilfe dieses Satzes ganz einfach bewiesen werden kann, daß 
die Bolzano-Cauchysche Bedingung (Nr. 39) hinreichend ist. In der Tat entnehmen wir (in den 
bisherigen Bezeichnungen) der Ungleichung | 


Zr EL <LTy te (füralen> Nundallen’> N) 


unmittelbar, daß der größte und der kleinste partielle Grenzwert der Folge {x,} endlich sind 
und sich nicht mehr als um 2e unterscheiden; da e beliebig war, stimmen sie also überein. Hier- 
aus ergibt sich die Existenz eines endlichen Grenzwertes im gewöhnlichen Sinne. 


Il. Funktionen einer Veränderlichen 


S1. Der Funktionsbegriff 


43. Die Veränderliche und ihr Variationsbereich. In Nr. 22 haben wir den Begriff der 
Veränderlichen allgemein definiert. Eine Veränderliche x ist gegeben durch die Menge 
X = {x} derjenigen Werte, die sie (bei dem betrachteten Problem) annehmen kann. 
Diese Menge 2’, in der jeder Wert x einmal vorkommt, heißt Variationsbereich der 
Veränderlichen x. Im allgemeinen kann jede Zahlenmenge als Variationsbereich einer 
Veränderlichen dienen. 

Wir erwähnten schon, daß man Zahlen geometrisch als Punkte auf einer Zahlen- 
geraden deuten kann. Der Variationsbereich X der Veränderlichen x ist dann eine 
bestimmte Punktmenge auf dieser Geraden. Im Zusammenhang damit nennt man die 
Zahlenwerte einer Veränderlichen vielfach auch einfach Punkte. 

Oft hat man es mit einer Veränderlichen n zu tun, deren Variationsbereich die 


Menge N aller natürlichen Zahlen ist. Für die diskrete Veränderliche x, = Su en 
n 


ist der Variationsbereich die Menge der Brüche — (mit m=1,2,3,...) und die 


Zahl 0; für eine konstante Größe ist der ganze Variationsbereich eine einzige Zahl. 

_ Inder Analysis betrachtet man jedoch gewöhnlich Veränderliche, die sich, wie man 
sagt, stetig oder kontinuierlich ändern: Ihr Urbild sind physikalische Größen, wie Zeit, 
Weg, sich bewegende Punkte usw. Der Variationsbereich solcher Veränderlicher ist ein 
Zahlenintervall. Meist ist es endlich, von zwei reellen Zahlen «a und 5 (a < b), seinen 
Endpunkten, begrenzt. Die Endpunkte selbst können dazugehören oder nicht. Je 
nachdem unterscheiden wir 


das abgeschlossene Intervall [a,d,a sx sb 
(beide Endpunkte gehören dazu); 


das halboffene Intervall (,db,a<xsb ode [a,b,asr<b 
(nur ein Endpunkt gehört dazu); 


das offene Intervall (a,b,a<x<b 
(kein Endpunkt gehört dazu). 


Unter der Länge des Intervalls versteht man in allen Fällen die Zahl b — a. 

Das geometrische Analogon des Zahlenintervalls ist offenbar eine Strecke auf der 
Zahlengeraden, wobei man je nach dem Typ des Intervalls die Endpunkte hinzu- 
zunehmen hat oder nicht. 

Gelegentlich hat man auch unendliche Intervalle zu betrachten, bei denen einer 
der Endpunkte oder beide die ‚„uneigentlichen Zahlen‘ —oo, oo sind. Manbezeichnet 
diese Intervalle analog wie oben. So ist (—oo, oo) die Menge aller reellen Zahlen; 
(a, 00) bezeichnet die Menge aller Zahlen x, die der Ungleichung x > a genügen; das 
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Intervall (—oo, b] wird durch die Ungleichung x s b definiert. Geometrisch kann 
man die unendlichen Intervalle durch eine sich nach beiden Seiten ins Unendliche 
erstreckende Gerade bzw. durch einen Strahl darstellen. 


44. Funktionale Abhängigkeit zwischen Veränderlichen. Beispiele. Hauptgegenstand 
der Analysis ist jedoch nicht die Untersuchung einer einzigen variierenden Veränder- 
lichen, sondern die Untersuchung der Abhängigkeit zwischen zwei oder mehreren 
Veränderlichen, die sich gleichzeitig ändern. In diesem Kapitel beschränken wir uns auf 
den einfachsten Fall zweier Veränderlicher. 

In verschiedenen Gebieten der Wissenschaft und der Praxis — in der Mathematik, 
in der Physik und in der Technik — hat man es vielfach mit solchen sich gleichzeitig 
ändernden Variablen zu tun. Sie können nicht unabhängig voneinander jedes Paar 
von Werten (aus ihren Variationsbereichen) annehmen: Wenn man einer von ihnen 
(der unabhängigen Veränderlichen) einen konkreten Wert zuschreibt, so ist damit auch 
der Wert der anderen (der abhängigen Veränderlichen oder der Funktion) bestimmt. 
Wir geben einige Beispiele an. 

1. Der Flächeninhalt © eines Kreises ist eine Funktion seines Radius R; sein Wert 
kann an Hand des Wertes des Radius mit Hilfe der bekannten Formel 


Q = rzR? 


berechnet werden. 


2. Beim freien Fall eines schweren Massenpunktes besteht (bei Fehlen eines Wider- 
standes) zwischen der vom Anfang der Bewegung an gerechneten und in Sekunden ge- 
messenen Zeit t und dem in dieser Zeit durchlaufenen Weg s (in Metern) die Be- 
ziehung 


wobei g = 9,81 m/s? die Erdbeschleunigung ist. Hieraus ist der Wert s zu bestimmen, 
der einem Zeitpunkt t entspricht: Der Weg s ist also eine Funktion der verflossenen 
Zeit t. 

3. Wir betrachten die Menge eines (idealen) Gases, die sich unter dem Kolben eines 
Zylinders befindet. Unter der Annahme, daß die Temperatur konstant bleibt, ge- 
nügen das Volumen V und der Druck p dieser Gasmenge dem Boyle-Mariotteschen 
Gesetz pV = c = const. Wenn V beliebig verändert wird, so ist p als Funktion von F 
eindeutig durch die Formel 


C 


7 
bestimmt. 


4. Zum Schluß gehen wir noch auf die Abhängigkeit des Luftdrucks p von der 
Höhe 7 des Ortes über dem Meeresspiegel ein. In der Physik leitet man die barome- 
trische Höhenformel 


p= pe 


her, wobei p, der Druck auf dem Meeresspiegel und k eine Konstante ist. Nach dieser 
Formel ist der Wert von p eine Funktion von h und kann bestimmt werden ‚ wenn der 
Wert von h gegeben ist. 
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Welche von zwei Veränderlichen als die unabhängige angesehen wird, ist oft gleich- 
gültig oder durch Bequemlichkeitsgründe bestimmt. In den meisten Fällen richtet es 
sich nach dem Zweck der durchzuführenden Untersuchung. 

Beispielsweise kann in dem letzten Beispiel der Zusammenhang zwischen dem 
Druck p und der Höhe Rh dazu benutzt werden, in einem Flugzeug aus dem beobach- 
teten Druck die erreichte Höhe zu bestimmen, also die Rolle der Veränderlichen zu 
vertauschen und die barometrische Höhenformel in der Form 

1 


BE 2) 
a er 


zu benutzen. 


45. Die Definition des Funktionsbegriffs.!) Wir sehen jetzt, wie üblich, von der physi- 
kalischen Bedeutung der betrachteten Größen ab und geben eine abstrakte Defi- 
nition des Begriffs der Funktion, eines Grundbegriffs der Analysis. 

Es seien zwei Veränderliche x und y mit den Variationsbereichen X bzw. U ge- 
geben. Wir nehmen an, daß nach den Bedingungen des Problems der Veränderlichen x 
jeder Wert aus dem Bereich 7 zugeschrieben werden kann, ohne irgendwelche Ein- 
schränkung. Dann wird die Veränderliche y Funktion der Veränderlichen x im Varia- 
tionsbereich 2 genannt, wenn nach einer Vorschrift oder einem Gesetz jedem Wert x 
aus 2 ein bestimmter Wert y (aus 4/) zugeordnet werden kann. Die unabhängige Ver- 
änderliche x nennt man auch Argument der Funktion. 

In dieser Definition sind zwei Dinge wesentlich: erstens die Angabe des Gebietes 7’, 
in dem das Argument x variiert (des sogenannten Definitionsbereichs der Funktion) 
und zweitens die Angabe der Vorschrift oder des Gesetzes, wodurch die Zuordnung 
zwischen den x- und den y-Werten beschrieben wird. (Der Wertebereich Y/ der Funk- 
tion y wird im allgemeinen nicht angegeben, weil die Zuordnungsvorschrift selbst 
schon die Menge der Funktionswerte, die angenommen werden können, festlegt.) Die 
Menge der tatsächlich angenommenen Funktionswerte wird Wertevorrat der Funktion 
genannt. 

Man kann den Begriff der Funktion noch allgemeiner definieren, wenn man zu- 
läßt, daß jedem Wert x aus 2 nicht nur ein Wert, sondern auch mehrere (sogar un- 
endlich viele) Werte y entsprechen können. Dann nennt man die Funktion mehrdeutig, 
im Unterschied zu den oben definierten eindeutigen Funktionen. Übrigens werden in 
der reellen Analysis kaum mehrdeutige Funktionen auftreten, so daß wir von jetzt 
an unter Funktionen, sofern nicht ausdrücklich etwas anderes gesagt wird, stets ein- 
deutige Funktionen verstehen. 

Um anzudeuten, daß y eine Funktion von & ist, schreibt man: 


y=fix), y=pl), y=Fx) usw.) 


Die Buchstaben f, o, F, .... charakterisieren gerade die Vorschrift, nach der man den 
Wert y erhält, wenn x gegeben ist. Wenn also gleichzeitig verschiedene Funktionen 
von ein und demselben Argument x betrachtet werden, die durch verschiedene Gesetze 
zusammenhängen, so müssen sie mit verschiedenen Buchstaben bezeichnet bzw. durch 
Indizes unterschieden werden. 

Obwohl gerade der Buchstabe f (bzw. p) an das Wort „Funktion“ erinnern soll, 
kann man zur Bezeichnung eines funktionalen Zusammenhangs natürlich auch jeden 


1) Vgl. dazu auch die Ausführungen in Nr. 257. 
2) Dies spricht man folgendermaßen aus: „‚y ist gleich / von x“ oder „‚y ist gleich p von x usw. 
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anderen Buchstaben benutzen; manchmal wiederholt man sogar den Buchstaben y, 
= y(x). 

late hrcibt man das Argument als Index an das Funktionszeichen. Hier- 
unter fällt auch die Bezeichnung einer diskreten Veränderlichen Ins die (wie wir jetzt 
sagen können) eine Funktion der „unabhängigen Veränderlichen n ist, die die Menge 
N der natürlichen Zahlen » durchläuft. Analog ist auch die Bezeichnung N, für den 
Index N (in der Definition des Grenzwertes für Folgen; vgl. Nr. 23) zu deuten, die auf 
die Abhängigkeit von e weist, usw. 

Wenn man eine Funktion y = f(x) betrachtet und den speziellen Wert angeben 
will, den sie für x = x, annimmt, so benutzt man die Bezeichnung f(xz,). Ist etwa 


10 
fie) = Ver, hu) = Y1l— u, ..., 


so bezeichnet f{1) den Zahlenwert der Funktion /(x) an ei Stelle x=1,d.h. die 
Zahl . analog bezeichnet g(5) die Zahl 2, h (=) die Zahl 5 USW. 

Wir wenden uns jetzt der Vorschrift oder dem @esetz selbst zu, das zwischen den 
Werten der Veränderlichen besteht und worin das Wesen der funktionalen Abhängig- 
keit zum Ausdruck kommt. Diese Vorschrift kann ganz verschiedenartiger Natur 
sein, da nichts Einschränkendes darüber gesagt ist. 

Am einfachsten und natürlichsten kann diese Vorschrift in Form eines analytischen 
Ausdrucks oder in Gestalt von Formeln verwirklicht sein, die angeben, welche Rechen- 
operationen mit konstanten Zahlen und den x-Werten auszuführen sind, um die ent- 
sprechenden y-Werte zu erhalten. Diese analytische Form der Vorgabe einer Funk- 
tion ist für die Analysis am wichtigsten (wir werden in Nr. 46 darauf zurückkommen). 
Hiermit ist der Leser aus der Schulmathematik vertraut; übrigens benutzten wir die 
analytische Methode in den in Nr. 44 angegebenen Beispielen. 

Es wäre aber falsch, würde man annehmen, diese Methode sei die einzige, Funktio- 
nen vorzugeben. In der Mathematik selbst kommt es vielfach vor, daß eine Funktion 
nicht durch eine Formel definiert wird. So ist es z. B. bei der Funktion [x] = E(x), 
„dem ganzen Teil der Zahl x“.!) Offenbar ist 


Ei)=1, EQ5)=2, ElfB)=3, Ei-n)— —4 usw., 


obwohl es keine Formel für E(x) gibt. Dasselbe gilt für zahlreiche ‚„arithmetische 
Funktionen‘, d. h. Funktionen eines natürlichen Arguments, die nur natürliche Zah- 
len als Werte annehmen. Als Beispiel erwähnen wir die Fakultät der Zahl n, 


n!=1-.2-.3..n 


(gesprochen: n Fakultät), ferner die Funktion r(n), die die Anzahl der Teiler von n an- 
gibt, oder die Eulersche Funktion p(n), die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen in der 
Folge 1,2, 3,...,n. (Diese sogenannten zahlentheoretischen Funktionen sind für ganz- 
zahlige Werte des Arguments definiert.) Trotzdem kann man die Werte der Funktionen 
mit Sense Bestimmtheit berechnen, als ob sie durch Formeln gegeben seien. So 
ist z. B. 


(10)=4, t12)=6, T(l6)=5, ..., 
y(l0)=4, pil2)=4, H(16)= 8, 


!) Vgl. die Fußnote auf S. 48. 
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In den Naturwissenschaften und in der Technik ist eine funktionale Abhängigkeit 
zwischen Größen häufig experimentell, d.h. durch Beobachtungen gegeben. Unter- 
werfen wir beispielsweise Wasser einem beliebig gewählten Druck p, so kann 
man durch einen Versuch feststellen, bei welcher Temperatur 6 das Wasser zum 
Sieden kommt: 6 ist also eine Funktion von p. Diese funktionale Abhängigkeit 
ist aber nicht durch eine Formel, sondern nur durch eine Tabelle gegeben, in 
der einfach die aus dem Versuch erhaltenen Daten zusammengestellt sind. Bei- 
spiele für diese tabellarische Methode zur Vorgabe einer Funktion finden wir in jedem 
technischen Nachschlagewerk. 

Schließlich sei noch erwähnt, daß in einigen Fällen die funktionale Abhängigkeit 
zwischen physikalischen Größen mit Hilfe eines selbstregistrierenden Gerätes un- 
mittelbar durch eine Kurve beschrieben werden kann. So gibt das mit Hilfe des In- 
dikators aufgenommene Indikatordiagramm die Abhängigkeit zwischen dem Volumen 
V und dem Druck p im Zylinder einer arbeitenden Dampfmaschine an; das mit Hilfe 
eines Barographen aufgenommene Barogramm gibt den vierundzwanzigstündigen 
Verlauf des atmosphärischen Druckes wieder, usw. 

Wir gehen hier auf die tabellarischen und die graphischen Methoden zur Vorgabe 
einer funktionalen Abhängigkeit nicht näher ein, da wir sie in unserer Darstellung 
nicht benutzen werden. | 


46. Die analytische Methode zur Vorgabe von Funktionen. Wir geben nun einige Er- 
läuterungen über die Vorgabe von Funktionen durch analytische Ausdrücke oder 
durch Formeln, die in der Analyse eine besonders wichtige Rolle spielen. 


1. Zunächst fragen wir, welche analytischen Operationen oder Rechenoperationen 
dürfen in diesen Formeln vorkommen? An erster Stelle versteht man darunter alle in 
der elementaren Algebra und Trigonometrie auftretenden Operationen: die Grund- 
rechenarten, das Potenzieren (und Radizieren), dasLogarithmieren, der Übergang vom 
Winkel zu trigonometrischen Größen und umgekehrt (Näheres siehe Nr. 48 bis 51). 
Ferner gehören, und das sei besonders hervorgehoben, weitere Operationen dazu, die 
wir im Verlauf dieses Lehrgangs kennenlernen werden, in der Hauptsache der Grenz- 
übergang, den wir schon in Kapitel I behandelt haben. 

Somit wird der volle Inhalt der Termini ‚„analytischer Ausdruck“ bzw. ‚Formel‘ 
erst allmählich klarwerden. 

2. Die zweite Bemerkung bezieht sich auf den Definitionsbereich von Funktionen, 
die durch analytische Ausdrücke oder Formeln gegeben sind. 

Jeder analytische Ausdruck, der das Argument x enthält, hat sozusagen einen 
natürlichen Anwendungsbereich: die Menge aller derjenigen x-Werte, für die er sinn- 
voll bleibt, d. h. wohlbestimmte endliche reelle Werte hat. Wir erklären das an ein- 
fachsten Beispielen. 


Für den Ausdruck 1 = ; Ist dieser Bereich die Menge aller reellen Zahlen. Für den Aus- 


druck Yi1 — x? reduziert sich dieser Bereich auf das abgeschlossene Intervall [—1, 1], inner- 


halb dessen seine Werte reell sind. Dagegen hat der Ausdruck an als natürlichen An- 
1 — x 

wendungsbereich das offene Intervall (—1, 1), weil an den Endpunkten sein Nenner 0 wird. 

Manchmal besteht der Wertebereich, für den ein Ausdruck sinnvoll ist, aus verschiedenen Inter- 


vallen: Für Yx? — 1 sind das die Intervalle (—oo, —1] und [1, oo), für 


die Intervalle 
(—oo, —1), (—1,1) und (1, ©) usw.!) 1 


22 — 


1) Natürlich sind Ausdrücke, die für keinen x-Wert einen Sinn haben, für uns uninteressant. 
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Als letztes Beispiel betrachten wir die Summe der unendlichen geometrischen Reihe 
1i+2: 2 +... + gr... =lim(l + +2 +... Ham), 


Für !x] < 1 existiert, wie wir wissen (vgl. Nr. 25, Beispiel 7), dieser Grenzwert und ist gleich 


r . Für |«] > 1 wird der Grenzwert entweder gleich oo, oder er existiert nicht. Somit ist 
—ı: 


für diesen analytischen Ausdruck der natürliche Anwendungsbereich das offene Intervall 
(—1,1). 


In den folgenden Darlegungen werden wir sowohl kompliziertere als auch all- 
gemeinere analytische Ausdrücke zu betrachten haben, und wir werden uns öfter mit 
der Untersuchung der Eigenschaften von Funktionen beschäftigen, die durch einen 
Ausdruck. in dem ganzen Bereich gegeben sind, in dem er sinnvoll bleibt, d. h. mit der 
Untersuchung des analytischen Ausdrucks an sich. 

Jedoch ist auch eine andere Sachlage möglich, auf die wir von vornherein auf- 
merksam machen möchten. Wir stellen uns vor, irgendein konkretes Problem, in 
welchem die Veränderliche x vom Wesen der Sache her auf einen Variationsbereich 2 
beschränkt ist, führe auf die Untersuchung einer Funktion f(x), die durch einen ana- 
lytischen Ausdruck angegeben werden kann. Obwohl es vorkommen kann, daß dieser 
Ausdruck auch außerhalb des Gebietes 2 sinnvoll ist, hat es dann keinen Zweck, ihn 
außerhalb dieser Grenzen zu untersuchen. Hier spielt der analytische Ausdruck eine 
untergeordnete Rolle, nämlich die eines Hilfsmittels. 


Untersuchen wir z. B. den freien Fall eines schweren Massenpunktes von der Höhe A auf die 
Erdoberfläche, so kommen wir auf die Formel 


vgl. Nr. 44, Beispiel 2); es würde hier sinnlos sein, negative Werte von ? zu betrachten oder 
solche Werte von 8, der größer als 7’ = 7 sind; denn für t = T ist, wie man leicht sieht, der 


9 2 
Punkt schon auf der Erde angekommen. Abgesehen davon ist der Ausdruck gr selbst natür- 
lich für alle reellen £ sinnvoll. 2 


3. Es kann vorkommen, daß eine Funktion für alle Werte des Arguments nicht durch ein 
und dieselbe Formel definiert ist, sondern für gewisse Werte durch eine bestimmte Formel und 
für weitere Werte durch eine andere Formel. Als Beispiel einer solchen Funktion kann im 
Intervall (—x, oo) die Funktion dienen, die durch folgende drei Formeln definiert ist: 


Ka)=1 für Jal>1 (d.h.füre>1bzwr< —1), 
a)=—1l für al<1 (dhfür—i1<r<1), 
und schließlich 


(ı)=-0 für = +1. 
Wir erwähnen noch die Dirichletsche Funktion!), die folgendermaßen definiert ist: 
x(z) = 1, wenn rational, 


x(2&) = 0, wenn z irrational ist. 


1) PETER Gustav LEJEUNE DIRICHLET, 1805 — 1859, deutscher Mathematiker. 
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Schließlich betrachten wir noch die Kroneckersche Funktion‘), die KRONECKER „Signum x“ 
nannte und mit sgn x bezeichnete?): 


senz=1 für 2>60; 
senr= —1 für z<O; 
senV=0. 


Übrigens darf man nicht glauben, daß ein prinzipieller Unterschied zwischen solchen Funk- 
tionen besteht, die durch eine einzige Formel für alle in Frage kommenden x-Werte gegeben 
sind, und solchen, die durch mehrere Formeln definiert werden. Vielfach läßt sich eine Funktion, 
die durch mehrere Formeln gegeben ist, auch durch eine einzige angeben. Allerdings muß man 
dabei in Kauf nehmen, daß der Ausdruck komplizierter wird. 

Wenn wir z. B. den Grenzübergang zulassen, so kann die erste der oben angegebenen Funk- 
tionen f(x) durch eine einzige Formel (für alle x) definiert werden: 


2n __ 
TO 
a a | 
In der Tat strebt für |x]| > 1 die Potenz 22% gegen oo, der reziproke Ausdruck also gegen 0 
(Nr. 27); somit ist 


1 
an _ 12" 
lim —— -- lim —=]1. 
an 1 
22" 


Für |x| < 1 strebt die Potenz x°* gegen 0 (vgl. Nr. 25, Beispiel 6); in diesem Fall ist also 


en — 1 


lim = —1 o 
aan 1 
Schließlich wird für x = +1 offenbar x?* = 1, und hieraus folgt 
on _ 
ee FR 0, 
an —1 


als Grenzwert ergibt sich somit 0. All dies steht mit der ursprünglichen Definition völlig in 
Einklang. 


47. Graphische Darstellung von Funktionen. Obwohl man in der Analysis Funktionen 
nicht graphisch vorgibt, greift man zur Illustration gern zu ihrer graphischen Dar- 
stellung. Die Überschaubarkeit und Anschaulichkeit läßt die graphische Darstellung 
bei der Untersuchung der Eigenschaften von Funktionen zu einem unersetzlichen 
Hilfsmittel werden. 

Es sei in einem Intervall X eine Funktion y = f(x) gegeben. Wir stellen sie in der 
Ebene zweier (reeller) zueinander senkrechter Koordinatenachsen, der x- und der 
y-Achse, dar. Wir betrachten ein Paar entsprechender Werte x und y, wobei x dem 
Intervall 2 entnommen und % = f(x) ist; das Bild dieses Paares in der Ebene ist der 
Punkt M(x, y) mit der Abszisse x und der Ordinate y. Ändert sich die Variable x zwi- 
schen den Grenzen ihres Intervalls, so beschreibt dieser Punkt eine Kurve AB (Abb. 5), 
die das geometrische Bild unserer Funktion ist und ihre graphische Darstellung (ihre 
Kurve) genannt wird. Unter diesen Bedingungen heißt die Gleichung y = f(x) die 
Gleichung der Kurve AB. 


1) LEOPOLD KRONECKER, 1823—1891, deutscher Mathematiker. 
2) von dem lateinischen Wort signum = Vorzeichen 


7 Fichtenholz I 
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Abk. 5 


Abszisse x 


Zum Beispiel sind in den Abb. 6 und’ 7 die Kurven der Funktionen 
y=-z/1- (els1) 


y=+yJ®—1 (2z]z1) 


und 


angegeben, ein Kreis und eine gleichseitige Hyperbel (in jedem dieser Beispiele handelt 
es sich um zwei eindeutige Funktionen). Weitere Beispiele graphischer Darstellungen 
findet der Leser in den nächsten Nummern. 

Man konstruiert eine Kurve gewöhnlich punktweise. Dazu nimmt man im Inter- 
vall 2 eine Reihe benachbarter x-Werte und berechnet nach der Formel y = f(x) 
die entsprechenden y-Werte: 


en X Xo Tz ... Ln 


YıYı Ye Y ++. Un 


. 
> 


dann trägt man die Punkte 


(21, Yı) (X,; Ya); (X, Y5), ...; (&ns Yn) 


Abb. 6 
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in die Zeichnung ein. Durch diese Punkte zieht man mit der Hand oder mit Hilfe eines 
Kurvenlineals eine Kurve, die (natürlich nur in einer gewissen Näherung) die gesuchte 
graphische Darstellung ist. Je glatter der Verlauf der Kurve ist und je dichter beiein- 
ander die Punkte genommen wurden, desto genauer gibt die gezeichnete Kurve den 
Funktionsverlauf wieder. 

Zwar kann man sich das geometrische Bild einer (nicht allzu ‚‚pathologischen‘“) 
Funktion meistens vorstellen, es wird aber nicht immer eine Kurve im gewöhnlichen 
anschaulichen Sinne sein. 


Wir konstruieren beispielsweise die graphische Darstellung der Funktion y = E(«) = [r). 
Da die Funktion in den Intervallen ..., [—-2, —1),[—1, 0),[0, 1), [1, 2), [2, 3), ... diekonstanten 
Werte .., —2, —1,0,1,2,... annimmt, besteht die graphische Darstellung aus einer Reihe 
einzelner horizontaler Strecken, deren rechter Endpunkt fehlt (Abb. 8).}) 

Für die Dirichletsche Funktion y(x) besteht die graphische Darstellung aus der Menge der 
Punkte mit irrationaler Abszisse auf der x-Achse und aus der Menge der Punkte mit rationaler 
Abszisse auf der Geraden y = 1; sie darzustellen, ist unmöglich. 


Abb. 8 


48. Die wichtigsten Funktionenklassen. Wir zählen jetzt einige Klassen von Funk- 
tionen auf, die man elementare Funktionen nennt. 


1. Ganze und gebrochene rationale Funktionen. Eine Funktion der Gestalt 
y= Ay" + Aa} ++: 4 9-10 4 On 
(@g; @1; Gy, ... Konstante) heißt Polynom oder ganze rationale Funktion. 
Der Quotient zweier solcher Polynome, 
BIER Age” 2a a," u + 4, 
5 box" Sg bc"! Ser Om-1% ZR Om 
heißt gebrochene rationale Funktion oder einfach rationale Funktion. Er ist für alle 


Werte x definiert, für die der Nenner nicht 0 wird. | 
Als Beispiel ist in Abb. 9 die Funktion y = ax? (Parabel) für verschiedene Werte 


des Koeffizienten a graphisch dargestellt. In Abb. 10 ist die Funktion y= — 
(gleichseitige Hyperbel) für verschiedene a-Werte graphisch dargestellt. . 


1) Das deuten wir durch Pfeile an, deren Spitzen auf die Punkte zeigen, die nicht mehr zur 
graphischen Darstellung dieser Funktion gehören. 


7% 
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2. Die Potenzfunktion. Die Funktion 
yaık, 


wobei u eine beliebige konstante reelle Zahl ist, heißt Potenzfunktion. Für ganzes u ist 
sie eine rationale Funktion. Ist u ein Bruch, so erhält man eine Wurzel. Beispielsweise 
sei m eine natürliche Zahl und 


m 
ae lm — Y . 
ee az L; 


diese Funktion ist für alle x definiert, wenn m ungerade ist, und nur für nichtnegative 
Werte, wenn m gerade ist (in diesem Fall meinen wir die positive Wurzel). Ist schließ- 
lich u eine irrationale Zahl, so wollen wir x > 0 voraussetzen (x = Oistnurfür u > 0 
zulässig.) 

Bemerkung. Oft wird für nicht ganzes u der Einheitlichkeit halber x* nur für 
x Z0 oder x > 0 definiert und zusätzlich für ganzes ungerades m 

ilm. —_ — |x|jtm. (x < 0) 

gesetzt. . 

In Abb. 11 und 12 sind die Kurven der Potenzfunktion für verschiedene u-Werte 
angegeben. 


3. Die Exponentialfunktion. Hierunter versteht man die Funktion 
y=ar, 


wobei a eine positive Zahl #1 ist; x kann beliebige reelle Zahlenwerte annehmen. 
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yA y-x",u>0 104325 


Y|-3-3 -1 -23-0 _ yext ,u<0 


bie 


pn B 


Graphisch dargestellt ist diese Funktion für verschiedene a-Werte in Abb. 13. 
4. Die Logarithmusfunktion. Die Funktion 
y=logt%; 


wobei a, wie schon in Nr. 20, eine positive Zahl #1 ist und x nur positive Werte an- 
nimmt, heißt Logarithmusfunktion. 
In Abb. 14 ist diese Funktion für verschiedene a-Werte graphisch dargestellt. 


5. Die trigonometrischen Funktionen (Kreisfunktionen). 
y=sinz, y=cost, y=-tanz, 
y=cotiz, y=sect, y= cosect. 


Sehr wichtig ist es, ein für allemal darauf hinzuweisen, daß die Argumente der tri- 
gonometrischen Funktionen, als Winkelmaße aufgefaßt, immer diese Winkel vm Bogen- 
maß ausdrücken (wenn nicht ausdrücklich etwas anderes gesagt ist). Für tan x und 
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sec x schließen wir Werte der Form 
x= (?k +1) z 


und für cot x und cosec x Werte der Form 


x=kr (k ganz) 
aus. 

Die Funktionen y = sinx (y= cosx) und y = tanz (y= cotx) sind in Abb. 15 
und 16 graphisch dargestellt. Die graphische Darstellung des Sinus wird Sinuskurve 
genannt usw. 

Manchmal, besonders bei technischen Problemen, sind von Interesse die 


6. Hyperbolischen Funktionen (Hyperbelfunktionen). Die Funktionen 


et — ee? e’ + e”? 
sinhz = ————., cosh 2x = ————, 
2 2 
sinh x et — e-? coshz e’-+t ee”? 
tanhr = cothr = — — 


cooıhz e’-te”’ sinhz e’— e’*’ 


heißen Ayperbolischer Sinus, Kosinus, Tangens, Kotangens, ... (sinus hyperbolicus 
usw.); sie sind für alle x-Werte definiert, ausgenommen coth x, der für x = 0 sinnlos 
ist. Diese Funktionen zeigen eine bemerkenswerte Analogie zu den trigonometrischen 
Funktionen. 


re ua SQ IQ — —_— ze m CO 


4 fy-cos X 
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So gelten die Formeln (man achte besonders auf das Vorzeichen!) 


cosh (2 + y) = coshx- coshy + sinh«- sinhy, 
sinh (e + y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinhy, 
aus denen für y = x speziell 


(*) 


cosh?x — sinh?r =1, 
cosh 22 = cosh? x + sinh? x, 
sinh 22 = 2 sinhx - cosh x 


folgt. Beispielsweise ergibt sich die erste der Formeln (*) aus der leicht nachzuprüfen- 
den Identität 


ee  GmmiEsiEeiEEEEE (> ARE REG Ge gäs- 


2 2 2 2 2 


So lassen sich auch die restlichen Formeln verifizieren. 
Die hyperbolischen Funktionen sind in Abb. 17 und 18 graphisch dargestellt. 


TEE 
RENEEZE 
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Abb. 17 


49. Der Begriff der Umkehrfunktion. Ehe wir die Umkehrfunktionen der trigono- 
metrischen Funktionen behandeln, erklären wir allgemein den Begriff der Umkehr- 
funktion (der inversen Funktion). 

Wir nehmen an, die Funktion y = f(x) seiin einem Bereich 2 gegeben, und % sei 
die Menge aller Werte, die diese Funktion annimmt, wenn x innerhalb der Grenzen 
des Bereichs 7 variiert. (Wir können uns sowohl 2 als auch Y als Intervalle vor- 
stellen.) 

Wir wählen einen beliebigen Wert y = y, aus dem Bereich Y; dann existiert not- 
wendigerweise in dem Bereich 2 ein Wert x = x,, für den unsere Funktion den Wert 
Y, annimmt, so daß also 


f(z0) = Yo 
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ist; es kann auch mehrere solcher Werte x, geben. Somit ist jedem Wert y aus l/ ein 
Wert oder mehrere Werte x zugeordnet; damit ist in dem Bereich Y eine eindeutige 
oder eine mehrdeutige Funktion x = g(y) definiert; diese Funktion nennt man die 
Umkehrfunktion oder die inverse Funktion der Funktion y = fx). 


Wir betrachten einige Beispiele: 

1. Es sei y = a” (a > 1), wobei x innerhalb des Intervalls 2 = (— oo, oo) variiert, 
Die Werte y füllen dann das Intervall Y = (0, oo) aus, wobei jedem % aus diesem 
Intervall, wie wir wissen (Nr. 20), in 2 ein einziger Wert x = log,y entspricht. In 
diesem Fall ist die inverse Funktion eindeutig. 

2. Dagegen ist für die Funktion y = x?, wenn x das Intervall 2 = (—oo, oo) 
durchläuft, die Umkehrfunktion zweideutig : Jedem Wert yaus Y = [0, oo) entsprechen 
die beiden Wertex = -+Yy aus dem Intervall X. Statt dieser zweideutigen Funktion 
betrachtet man gewöhnlich die beiden eindeutigen Funktionen = +Yy und 
2 —Yy, die Äste (Zweige) der zweideutigen Funktion. Man kann sie auch einzeln als 
Umkehrfunktion von y = x? ansehen, wenn man annimmt, daß der Bereich, den x 
durchläuft, auf das Intervall [0, oo) bzw. (—oo, 0] beschränkt ist. 

3. Betrachten wir jetzt y = cosh x, wobei x wieder das Intervall 7 = (—oo, &) 
durchläuft, so erhalten wir durch Auflösung der Gleichung 

e’——- e”? 
2 —=y 


oder 
ei? — 2y.e+1=0 


nach e* für y > 1 die beiden Werte 
e=y+yyP-1; 

hieraus folgt 
z=iny+YyP—1). 


Das ist also wieder eine zweideutige Funktion, die in zwei eindeutige Äste zerfällt, 
die einzeln dem x-Intervall von 0 bis oo und dem x-Intervall von — oo bis 0 ent- 
sprechen. Man spricht hier von Area-Funktionen. 


4. Für y = sinh x erhalten wir aus der Gleichung 


2 079 


oder 
er — 2y.® — 1=0 


für beliebiges y nur einen Wert für e*, nämlich 
e=y+YyY-+1. 


Der zweite Wert mit dem Minuszeichen vor der Wurzel wäre nämlich negativ, was 
nicht möglich seinkann; er braucht also nicht berücksichtigt zu werden. Hieraus folgt 


z=in(y+ Y@+1), 


so daß hier die inverse Funktion eindeutig ist. 
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Wir bemerken noch, daß man an Hand der graphischen Darstellung einer Funktion 
y = f(x) leicht feststellen kann, ob die Umkehrfunktion x = g(y) eindeutig ist oder 
nicht. Der erste Fall tritt ein,.wenn jede Parallele zur x-Achse die Kurve nur in 
einem einzigen Punkt schneidet. Umgekehrt, wenn einige dieser Geraden die Kurve 
in mehreren Punkten schneiden, so ist die inverse Funktion mehrdeutig. In diesem 
Fall kann man oft an Hand der Kurve das x-Intervall so in Teilintervalle zerlegen, 
daß jedem Teilintervall ein eindeutiger ‚Zweig‘ dieser inversen Funktion entspricht. 
Beispielsweise ist beim ersten Blick auf die Parabel in Abb. 4, der graphischen Dar- 
stellung von y = x?, klar, daß die Umkehrfunktion zweideutig ist und daß man, um 
einen eindeutigen ‚Zweig‘ zu erhalten, nur den rechten und den linken Ast dieser 
Parabel einzeln zu betrachten braucht, d. h. positive und negative x-Werte einzeln.!) 

Ist x = g(y) die Umkehrfunktion von y = f(x),.so stimmen offenbar die graphi- 
schen Darstellungen beider Funktionen überein. Man kann jedoch auch das Argu- 
ment der inversen Funktion mit dem Buchstaben x bezeichnen, d.h. statt x = g(y) 
die Funktion y = g(x) betrachten. Dann muß man nur die horizontale Achse als 
y-Achse und die vertikale als x-Achse bezeichnen. Die graphische Darstellung bleibt 
die gleiche. Will man wie üblich die (neue) x-Achse horizontal und die (neue) y-Achse 
vertikal haben, so muß iman diese Achsen vertauschen ; das ändert auch die graphische 
Darstellung. Um das zu realisieren, klappen wir die x, y-Ebene in der Abbildung um 
180° um die Winkelhalbierende des ersten Quadranten (Abb. 19). 


Abb. 19 


Somit erhalten wir die graphische Darstellung von y = g(x) als Spiegelbild der 
graphischen Darstellung von y = f(x) bezüglich dieser Winkelhalbierenden. Aus 
Abb. 13 und 14 z. B. ist sofort zu sehen, daß die graphischen Darstellungen geradeso 
auseinander hervorgehen. Genauso kann man aus diesen Überlegungen leicht schlie- 
ßen, daß je zwei Kurven in Abb. 11 und 12 (bezüglich der Winkelhalbierenden) sym- 
metrisch sind. 


50. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen. Als Ergänzung zur 
Klasse der elementaren Funktionen, die wir in Nr. 48 behandelt haben, betrachten 
wir jetzt " 


7. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen: 
y-=arcsinxt, Y= alccosT, 
y=arcanz, y=arccot«z 
(y = arcsecx, Y = arccosec X). 


1) Später (Nr. 83) werden wir noch einmal auf das Problem der Existenz und der Eindeutigkeit 
der Umkehrfunktion zurückkommen. 
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Wir behandeln zunächst die erste von ihnen. Die Funktion y = sın x ist im Inter- 
vall 7 = (—oo, oo) definiert, die Funktionswerte füllen das Intervall Y= [—1, 1] 
aus. Jede Parallele zur x-Achse (im Abstand <1) schneidet die Sinuskurve, d.h. 
die graphische Darstellung der Funktion y = sinx (Abb. 15), in unendlich vielen 
Punkten; mit anderen Worten, jedem Wert y aus dem Intervall [—1, 1] entsprechen 
unendlich viele x-Werte. Daher ist die inverse Funktion, die mit 


x = Arcsin y 


bezeichnet wird!), (unendlich) vieldeutig. 
Gewöhnlich betrachtet man nur den einen Zweig dieser Funktion, bei dem die Ver- 


änderliche x zwischen -7 und = liegt; jedem y aus [—1, 1] entspricht in diesen 
Grenzen ein einziger x-Wert; er wird mit 
x = arcsin y 


bezeichnet und Hauptwert des Arkussinus genannt. 

Wenn wir die Sinuskurve um die Winkelhalbierende des ersten Quadranten klappen 
(Abb. 20), so erhalten wir die graphische Darstellung der mehrdeutigen Funktion 
y = Arcsin x; der ausgezogene Teil der Kurve gibt den Hauptzweig y = arcsin x an, 
der im x-Intervall [—1, 1] eindeutig definiert ist; die y„-Werte genügen dabei der Un- 
gleichung 

Te Te 
5 sarsınc S 2° 
die den Hauptzweig unter den anderen Zweigen charakterisiert. 

Aus der elementaren Trigonometrie ist bekannt, wie sich alle Winkel, die denselben 
Sinus haben, durch einen dieser Werte des Hauptzweigs ausdrücken lassen; daher 
können wir die Formel, die alle Werte des Arkussinus liefert, gleich hinschreiben: 


Arcsinz=arcsine+2kr (k=0, -+1,...) 
oder 
Arcsinx = (2k + 1) x — arcsinz. 
Aus dem Additionstheorem für den Sinus, 
sin(& +) =sinacosß + cosasin ß, 
kann man das Additionstheorem für den Arkussinus erhalten. Wir setzen hier 
& = arcsinx, ß = arcsin y (wobei x und y zwischen —1 und 1 liegen) und finden 
sına=tz, sinß=Yy, 
co&=Y1l— 22, csß=Y1l — Yy, 


wobei die Wurzeln mit dem Pluszeichen zu nehmen sind, weil die Winkel & und ß 
nach der charakteristischen Eigenschaft des Hauptwertes des Arkussinus zwischen 


-> und > liegen, der Kosinus also positiv ist. Somit ist 


sin(e+ß)=2 1 - PP +yfi 2: 


!) Wir haben schon früher (vgl. Nr. 48, Punkt 5) darauf hingewiesen, daß das Argument x der 
trigonometrischen Funktionen die Winkel im Bogenmaß ausdrückt; selbstverständlich wer- 
den auch die Werte der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen, wenn man 
sie als Maß für den Winkel (oder des Bogens) betrachtet, sämtlich im Bogenmaß ausgedrückt. 
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Abb. 20 Abb. 21 


hieraus folgt 
& + ß = arcsinz + arcsin y = Arcsin (x yi — y+y yi _ 22). 
Die Formel kann man für den Fall, daß auch x + £ innerhalb des Intervalls 


- > 3] liegt, einfacher so schreiben: 


arcsin x 4 arcsin y = arcsin (x y1i- 2 +y yi — 22). 


Diese Bedingung ist automatisch erfüllt, wenn die Argumente x und y (und mit ihnen 
& und ß) verschiedene Vorzeichen haben. Für den Fall gleicher Vorzeichen ist, wie 
man leicht sieht, diese Bedingung mit x? + y? s 1 äquivalent. 

Ähnliche Überlegungen kann man auf die Funktion y = cosz(—oo <x< oo)an- 
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wenden. Auch hier stellt sich heraus, daß die inverse Funktion 
y=Arcosz (-1srSsSI) 


(unendlich) vieldeutig ist (vgl. Abb. 15). Um einen eindeutigen Zweig auszuwählen, 
unterwerfe man sie der Bedingung 


0 sarcose St; 
das ist der Hauptzweig des Arkuskosinus. 
Die Funktion arccos x hängt mit arcsin x offenbar durch die Beziehung 


T : 
arccOosTrt = > — arcsınT 


zusammen; in der Tat ist nicht nur der Kosinus des Winkels 5 — rcsin gleich 


sin (arcsin x) = x, sondern es liegt auch der Winkel selbst zwischen 0 und x. Die 
übrigen Werte von Arccos x lassen sich mit Hilfe seines Hauptwertes durch die Formel 


Arccosx = 2kr Larccsz (k=0, +1, -+2,...) 


ausdrücken. ge 
Die Funktion y. = tan x ist für alle x, mit Ausnahme der Werte x = (2k +1) 5 


(k=0, +1, +2, ...), definiert. Die y-Werte füllen das Intervall (—oo, oo) aus, 
wobei jedem y wieder unendlich viele x-Werte entsprechen (vgl. Abb. 16). Daher ist 
die Funktion x = Arctan y, die im Intervall (— oo, 00) gegeben ist, (unendlich) viel- 
deutig. In Abb. 21 ist die Funktion y = Arctan x graphisch dargestellt, wie man sie 
aus der Kurvey = tan x durch Umklappen um 180° um die Winkelhalbierende des 
ersten Quadranten erhält. Als Hauptweri des Arkustangens, arctan x, nimmt man den 
Zweig der Werte dieser mehrdeutigen Funktion, die der Ungleichung 


z <aretanr < 2 
2 2 


genügen. 
Dadurch läßt sich eine eindeutige Funktion, der Hauptwert des Arkustangens, für 
alle x-Werte definieren. Die übrigen Werte des Arkustangens erhält man offenbar aus 


Arctanz=arctane-+kr (k=09, +1, 42,...). 


Das Additionstheorem. für den Tangens lautet: 


| '_  tana«+tanß 
ie 1—tan«a-tanß 
Wird x = arctan x, ß = arctan y gesetzt, so ergibt sich (für xy + 1) 
7 Y 
ta sr, 
(+ = 1 


so daß 
c+#y 


& +8 = arcetanz + arctany = Arctan 
z 1— xy 
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ist. Auch hier reduziert sich die Gleichung nur dann auf die einfache Form 


arctan x + arctan y = arctan er Y j 
1 — xy 
T Te 
wenn = <a +f< > d. h., wenn xy <1 ist. 


Man kann auch leicht den direkten Zusammenhang zwischen den Funktionen 
arctan x und arcsin x herleiten: 


arctan x = arcsin 


Mn (-o <r<o) 


oder 


arcsinx = arctan (-1<r<1). 


x 
yı — a? 
Wenn wir z.B. x = arctan x setzen, so daß tana& = x ist, so wird 
tan & _ x 
Yı+tana Yıta' 


wobei die Wurzel mit positivem Vorzeichen zu nehmen ist, weil — <a< 22 ist; 
hieraus folgt gerade 2 2 


sin = 


& = arcsıin 


Yıtz 


Wir erwähnen noch die Funktion Arccot x (—oo < x < 00); ihr Hauptwert ist 
durch die Ungleichung 


VO <arccoftr<r 


definiert und hängt mit arctan x durch die Beziehung 
Te 
arccotx = a arctan x 


zusammen. Die übrigen Werte des Arkuskotangens haben die Form 
Arccotxz = arcotz + kn (k=0, +1, 69: Sn 


Auf die Funktionen arcsee x (-o <z ss —1lundi1 <xr< oo) und arccosec x (im 
gleichen Definitionsbereich) wollen wir hier nicht eingehen, sondern die Überlegun- 
gen dem Leser überlassen. 


51. Verkettung von Funktionen. Schlußbemerkungen. Wir beschäftigen uns jetzt mit 
dem Begriff der Verkettung von Funktionen. Darunter versteht man folgendes: An 
Stelle des Arguments einer gegebenen Funktion wird eine Funktion eines anderen 
Arguments eingesetzt. Beispielsweise liefert die Verkettung der Funktionen y = sin x 
und z = log y die Funktion z = log sin x; analog erhält man die Funktion 


1 
Y1 —x?, arctan — usw. 
x 


Man spricht hier auch einfach von zusammengesetzten oder mittelbaren Funktionen. 
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Im allgemeinen Fall nehmen wir an, die Funktion 2 = g(y) sei in einem Gebiet 
Y = {y) definiert, die Funktion y = f(x) in einem Gebiet 2 = {x}, und ihre Werte 
seien sämtlich im Gebiet 1/ enthalten. Dann wird die Veränderliche z, wie man sagt, 
durch Vermittlung von y selbst eine Funktion von t: 


2 = olf(e)). 


Zu gegebenem x aus X findet man zunächst den (nach der Vorschrift für f) ent- 
sprechenden Wert y aus /, und dann ermittelt man den diesem y-Wert (nach der 
Vorschrift für 9) entsprechenden Wert z; diesen nimmt man dann als den Wert, der 
durch die Verkettung der Funktionen und f dem Wert x zugeordnet ist. Diese so 
entstehende Funktion einer Funktion oder zusammengesetzte Funktion ist das Er- 
gebnis der Verkettung der Funktionen f(x) und o(x). 

Die Voraussetzung, daß die Werte der Funktion f(x) nicht außerhalb des Bereichs / 
liegen, in dem die Funktion (x) definiert ist, ist sehr wesentlich : Wenn sie weggelassen 
wird, so kann man auch sinnlose Ausdrücke erhalten. Wenn wir etwa z = log y und 
y = sin x annehmen, so können wir nur solche x-Werte betrachten, für die sin x > 0 
ist, weil der Ausdruck log sin x sonst sinnlos werden würde. 

Wir halten es für zweckmäßig, hier besonders darauf hinzuweisen, daß der Begriff 
der mittelbaren Funktion nichts mit der Art und Weise zu tun hat, in der z von x 
wirklich funktional abhängt, sondern nur mit der Art und Weise, in der diese Ab- 


hängigkeit analytisch ausgedrückt wird. Es sei etwa z = 1 — y? für yaus [—1,1] 


und y = sin für x aus I-3- 31 Dann ist 


= yı — sin?x = cost. 


Hier erscheint die Funktion cos x als mittelbare Funktion. 

Nachdem wir jetzt auch den Begriff der Verkettyng von Funktionen vollständig 
erklärt haben, können wir die einfachsten derjenigen Funktionenklassen charakteri- 
sieren, diein der Analysis untersucht werden: Das sind zunächst die oben angegebenen 
elementaren Funktionen 1 bis 7 und dann alle diejenigen, die man aus ihnen mit Hilfe 
der vier Grundrechenarten und der Verkettung erhält, wenn man diese Operationen 
endlich oft anwendet. Von ihnen sagt man, sie könnten durch elementare Funktionen 
ın geschlossener Form ausgedrückt werden; manchmal nennt man auch die ganze 
Klasse der so erhaltenen Funktionen elementar. 

Später, wenn wir kompliziertere analytische Hilfsmittel (unendliche Reihen, Inte- 
grale) zur Verfügung haben, werden wir auch andere Funktionen kennenlernen, die 
ebenfalls in der Analysis eine wichtige Rolle spielen, aber nicht mehr zur Klasse der 
elementaren Funktionen gehören. 


82. Grenzwert einer Funktion 


52. Definition des Grenzwertes einer Funktion. Wir betrachten eine Zahlenmenge 
X = {x}. Ein Punkt a heißt Häufungspunkt dieser Menge (man sagt auch „für diese 
Menge“), wenn in beliebiger Nähe des Punktes Werte x aus 7 liegen, die von a ver- 
schieden sind. 

Um diese Definition genauer formulieren zu können, führen wir den Begriff der 
Umgebung eines Punktes a ein: Unter einer ö-Umgebung von a verstehen wir das 
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offene Intervall (a — ö, a + 6) mit dem Mittelpunkt a. Jetzt können wir sagen, ein 
Punkt a sei Häufungspunkt einer Menge 7, wenn in jeder Umgebung des Punktes a 
von a verschiedene Punkte x aus X liegen. 

Dabei kann der Häufungspunkt selbst zu 2 gehören oder auch nicht. 

Es sei in einem Bereich 7, für den «a Häufungspunkt ist, eine Funktion f(x) ge- 
geben. Uns interessiert das Verhalten dieser Funktion, wenn sich x unbegrenzt dem 
Punkt a nähert. Man sagt, die Funktion f(x) habe für gegen a strebendes x (oder im 
Punkt a) den Grenzwert A, wenn zu jedem e > 0 ein ö > 0 existiert derart, daß 


ia) —-—Al<e gil,schald ke —al<ö ist (1) 
(dabei ist x aus 2 und von a verschieden).!) Diesen Sachverhalt beschreibt man durch 


lim f(x) = 4. (2) 


Ist der Bereich 7 so beschaffen, daß in beliebiger Nähe von a (aber nur rechts von a) 
von a verschiedene Werte x aus 2 existieren (in diesem Fall heißt der Punkt a rechts- 
seitiger Häufungspunkt von 2%), so kann man die obige Definition des Grenzwertes 
einer Funktion spezialisieren, nämlich durch die Einschränkung x > a. In diesem 
Fall nennt man den Grenzwert der Funktion, wenn er existiert, Grenzwert der Funk- 
ton f(x) für von rechts gegen a strebendes x, oder kürzer, rechtsseitigen Grenzwert (im 
Punkt a) und schreibt 


lim f(x) oder f(a -+0).2) 
7—>0+0 
Analog kann man den Begriff des linksseitigen Häufungspunktes und des Grenz- 
wertes einer Funktion für von links gegen a strebendes x bzw. des linksseitigen Grenz- 
wertes (im Punkt a) einführen: 


lim f(x) oder f(a — 0).) 


z>0—0 


Auch die Schreibweisen lim bzw. lim sind gebräuchlich. 
z)a za 
Ist a gleichzeitig rechtsseitiger und linksseitiger Häufungspunkt von z, so ist, wie 
sich leicht zeigen läßt, für die Existenz des Grenzwertes (2) notwendig und hinrei- 
chend, daß die Grenzwerte von rechts und von links einzeln existieren und überein- 
stimmen: 


lim f(x) = lim j(e) = 
z>ar0 z>a—0 
Wenn x gegen einen endlichen Grenzwert a strebt, so kann die Funktion auch 
einen unendlichen Grenzwert haben. Die Funktion f(x) hat für gegen a strebendes x 


den Grenzwert oo (bzw. —oo), wenn zu jeder Zahl E > 0 eine Zahl ö > 0 existiert 
derart, daß 


f&x) >E (bzw. fe) <-—E) gilt, sobald | —al<ö (3) 
ist (wie stets gehöre x zu 2 und sei von a verschieden). 
1) Da a Häufungspunkt für den Bereich 7 ist, gibt es sicher solche Werte x in der Umge- 


bung (a — 6, a + 6) des Punktes a. 
2) Ist a = 0, so schreibt man statt 0 + 0 (bzw. 0 — 0) einfach -+0 (bzw. —0). 
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Analog (2) schreibt man 


lim f(x) = © (bzw. —oo). 
Auch in diesem Fall könnten wir die für rechtsseitige bzw. linksseitige (einseitige) 
Grenzwerte gemachten Bemerkungen wiederholen. 
Enthält eine Menge X = {x} (dem Absolutbetrag nach) beliebig große positive 
(negative) Werte x, so sagt man, oo (bzw. — oo) sei Häufungspunkt für (von) £. 
Unter dieser Annahme gilt: Eine Funktion f(x) hat für gegen oo (bzw. —oo) stre- 
bendes x den Grenzwert A, wenn zu jedem e> 0 ein A > existiert derart, daß 
fax) —Al<e ist,sobald e>A (bw < —4) (4) 
gilt (x gehört zu X). Hierfür schreibt man: 


lim fx) =4A bzw. lim fa) =4. 


>00 >09 
Schließlich ist auch hier alles Gesagte leicht auf den Fall A = o bzw. A = — oo zu 
übertragen. 


Alle diese Definitionen haben eines gemeinsam: Die Funktion f(x) muß ihrem 
Grenzwert A beliebig nahekommen, sobald die Veränderliche x ihrem Grenzwert a 
hinreichend nahekommt. Eine Veränderliche kommt aber einem endlichen Grenz- 
wert beliebig nahe, wenn die Differenz zwischen ihr und diesem Grenzwert (absolut 
genommen) unendlich klein ist, und einem unendlichen Grenzwert, wenn sie selbst 
(absolut genommen) unendlich groß ist und außerdem dasselbe Vorzeichen wie der 
Grenzwert hat. 

Die Zahl ö (bzw. A) hängt offenbar von e (bzw. E) ab. 

Schließlich sagt man, eine Funktion f(x), die gegen 0 strebt, werde unendlich klein; 
sie wird unendlich groß genannt, wenn |f(x)| gegen oo strebt. Gilt dies für x — a, so 
sagt man, im Punkt a werde die Funktion oo. 


53. Zurückführung auf den Fall einer diskreten Veränderlichen. Betrachten wir eine 
diskrete Veränderliche als Funktion der unabhängigen Veränderlichen n, die die 
Folge der natürlichen Zahlen durchläuft, so stimmt der in Nr. 52 definierte Grenz- 
wert dieser Funktion für n — oo offenbar mit dem Grenzwert der diskreten Veränder- 
lichen, wie er in Nr. 23 und Nr. 27 definiert wurde, überein (die Rolle von A spielt 
dort N). Somit ist der Grenzwert einer diskreten Veränderlichen ein Spezialfall des 
Grenzwertes einer Funktion. 

Jedoch kann im gewissen Sinne auch umgekehrt der Grenzwert einer Funktion auf 
den Grenzwert einer diskreten Veränderlichen zurückgeführt werden. 

Die Menge 2 = {x} habe den Häufungspunkt a (hierbei kann a endlich oder auch 
oo oder — oo sein). Dann kann man auf £ (auf unendlich viele Arten) eine Folge 


XL; To, La, ...; Ins ..o (6) 


von x-Werten (die von a verschieden sind) auswählen, welche den Grenzwert «a hat. 

In der Tat, ist a endlich, so läßt sich, wenn eine gegen 0 strebende Folge positiver 
Zahlen 6, vorgegeben ist, in jeder Umgebung (a — 6,,0a + 6.) (n=1,2,3,...) des 
Punktes a ein von a verschiedener Punkt x = x, aus X finden. Wegen |x, — al < 6, 
gilt x, — a. Füra = 00 (bzw. — oo) gibt es eine unbegrenzt wachsende Folge positiver 
Zahlen A, — ©, und zu jedem A, bestimmen wir einen Wert & = x, aus 7, für den 
%n > A, (bzw. x, < —4,) gilt; offenbar strebt x, gegen oo (bzw. —oo), usw. 
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Der Folge der Argumente (6) entspricht die Folge der Funktionswerte 
fx); I»), f(%;); en fx.); en. (7) 


Wir werden sogleich sehen, daß diese Folge immer den Grenzwert A hat, wenn die 
Beziehung (2) vorliegt. Als Beispiel behandeln wir den Fall, daß a und 4A endlich sind. 

Ist eine beliebige Zahl e > 0 gegeben, so nehmen wir zuerst ein solches ö > 0, das 
nach Definition des Grenzwertes (2) der Zahl & entspricht. Zur Zahl ö läßt sich auf 
Grund der Konvergenz der Folge (6) gegen a eine Zahl N finden (Nr. 23) derart, daß 
fürn > N die Ungleichung 


I. —al<ö6, 
also [vgl. (1)] auch die Ungleichung 
If.) u A| <e 


gilt. Damit ist die Konvergenz der Folge (7) gegen A bewiesen. 

Nun wollen wir beweisen, daß auch die umgekehrte Aussage gilt: 

Wir nehmen also an, für jede irgendwie gewählte Folge (6) von Werten (aus 2) der 
unabhängigen Veränderlichen x, die den Grenzwert a hat, strebe die entsprechende 
Folge (7) von Funktionswerten gegen A. Dann ist diese Zahl A der Grenzwert der 
Funktion f{x) im Sinne der Definition aus Nr. 52. 

Wir beschränken uns auch hier auf den Fall, daß a und A endlich sind. Den Beweis 
führen wir indirekt, nehmen also an, A sei nicht Grenzwert der Funktion in dem er- 
wähnten Sinne. Dann gäbe es zu einem bestimmten e > 0 kein entsprechendes 6, 
d. h., wie klein man auch ö wählen würde, stets könnte man einen von a verschiedenen 
Wert x’ der Veränderlichen x finden, für den zwar 


O0<ja—al<ö, aber |fa)— 4A >e 


wäre. Wir wählen nun eine Folge {6,} positiver Zahlen, die gegen 0 strebt. Auf Grund 
unserer Annahme könnte man zu jeder Zahl ö = ö, einen Wert x’ = x), finden derart, 
daß zwar 


4 —al<ö,, aber far) —4Al2e 


.. . .. . ® ’ . 
wäre. Aus diesen Werten könnte man somit eine Folge x,, 23, %3 --., X, ... bilden, 
für die 

! 
ı,-al<ö„ (r=1,2,3,...) 


gilt; wegen ö„ — 0 würde also x, gegen a streben. Dann müßte die entsprechende Folge 
der Funktionswerte f(z}), f(xz), f(23), .--, /(x), ... gegen A streben, da dies nach der 
Voraussetzung des Satzes für jede Folge von Funktionswerten der Fall ist, deren 
Argumente gegen a streben. Das widerspricht aber der aus unserer Annahme gefol- 
gerten Tatsache, daß für allen = 1, 2, 3, ... die Beziehung |f(x,) — A| & e gilt. Durch 
diesen Widerspruch ist unsere Behauptung bewiesen. 

Somit kommen wir im Grunde zu einer zweiten Definition des in Nr. 52 in der so- 
genannten ‚Epsilontik‘“ (,‚e-ö-Sprache“) eingeführten Begriffs Grenzwert einer 
Funktion. Wir können jetzt diesen Begriff in der ‚Sprache der Folgen‘ formulieren, 
indem wir nämlich die Formel (2) in dem Sinne verstehen, daß für jede Folge (6), die 
gegen a strebt, die entsprechende Folge (7) den Grenzwert A hat. 

Zum Schluß sei noch bemerkt, daß man nur die Existenz eines Grenzwertes einer 
jeden Folge (7), die irgendeiner gegen a konvergierenden Folge (6) entspricht, voraus- 


8 Fichtenholz I 
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zusetzen braucht (und nicht auch die Übereinstimmung dieser Grenzwerte); daraus 
ergibt sich schon von selbst, daß alle diese Grenzwerte übereinstimmen. In der Tat, 
nehmen wir einmal an, für die beiden gegen « strebenden Folgen x;, 25, -.., %7, -.. und 


„ „ „ .. 
% 1, Ca 5 00 &y, ».. würde 


fa) >4 und fa) >4" 


gelten, und es sei 4’ == A”. Durch ‚Vereinigung der beiden Folgen läßt sich die neue 
Folge 21,2] , 23, 23, ..., %, %n , ... Konstruieren, die offenbar gegen a strebt, weil für 
hinreichend große n sich sowohl x, als auch x, beliebig wenig von a unterscheiden. 
Die entsprechende Folge der Funktionswerte f(x), f(x7), Hz), fx), --- f(x), 
f(z7), -.. Könnte aber entgegen der Voraussetzung keinen Grenzwert besitzen, weilihre 
Teilfolgen aus Gliedern mit geraden bzw. ungeraden Indizes gegen verschiedene 
Grenzwerte streben (Nr. 40). Dieser so erhaltene Widerspruch beweist gerade, daß 
die Folgen der Form (7) sämtlich gegen ein und denselben Grenzwert streben. 
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1. Wir beweisen, daß füra >1 


lim a? = © 
z—>00 
silt. 
Für beliebiges E > 0 genügt es, A = log, E zu setzen, damit aus x> 4 die Beziehung a? > E 
folgt, womit unsere Behauptung bewiesen ist.!) 
Analog kann man 


lim a? —=0 (füra > 1) 
>00 


beweisen. In der Tat, wie auch immer e> 0 (e< 1) gewählt sei, für A = log, Ep — log, € 
folgt aus x < —A die Beziehung a? < e. u 


-%L 
Ist aber 0 <a < 1, so erhält man mit Hilfe der Transformation a? = (=) leicht 
' a 


lim a? = 0, lim a®!= x. 
>00 z>—0 


2. Füra>1sgilt 
lim log,2= o, lim log, 2 = —o. 
2->00 z>+0 


Für beliebig gegebenes E > 0 gilt bei x > a® die Beziehung log, x > E, und analog ist für 
0<x< af die Ungleichung log,x=< —E erfüllt. Damit sind die beiden Beziehungen be- 
wiesen. 


3. Es gilt 
[3 Ti ) T 
lim arctane = —, lim arctanz = ——., 
>00 2->— 00 2 


Wir beschränken uns auf den Beweis der ersten Grenzwertbeziehung. Für jedes e> 0 ge- 


nügt es, z > tan (3 — ) zu nehmen, damit arctan z > = — e ist; dann ist aber 
T 
0< = — arctanz <e. 


2) Das speziellere Ergebnis (für natürliches rn) ima® = für a>1 hatten wir schon in 
Nr. 27 erhalten. u 


4. Schärfer ist die Beziehung 
a? 
im ——=o (füra>1). 
z>o % 
Den Spezialfall (für natürliches n) 


.. .a® 
lim — = 
n>o N 


haben wir schon in Nr. 32, Beispiel 9, kennengelernt. Offenbar ist auch lim = x. 
no N 


Folglich kann man a gegebenem E > 0 eine natürliche Zahl N finden derart, daß fürn > N 
7 > E erfüllt ist. 


die Ungleichung 
N 
Es sei jetzt <> N + 1; setzt mann = [x], soistn> Nundn<xz<n-+1, also 


x n 
St us 
x +1 


und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Hieraus ergibt sich wie in Nr. 32, Beispiel 9, leicht 


im —=o  (a>1,k>0). 


lim —— = 0 (a >]1) 
n>o N 

allgemein 
lim 6? _9 (a>1), 
n>o0 % 


wenn x beliebige positive reelle Werte durchläuft. Ersetzt man hier x durch x* (k > 0), so kann 
man leicht zeigen, daß auch 


lim En, (a> 1,k> 0) 
zo 
ist. In der Tat, ist e > 0 beliebig vorgegeben, so wähle man A so, daß für x > A die Ungleichung. 


1085 ? < ke erfüllt ist; für > A, = Allk ist dann x* > A und —— _—_ 
x 
x durch Eu so kann man dieses Resultat in der Form 
x 


<e. Ersetzt man hier 


lim «#log,e=0 (a>1,k>0) 
s>+0 
schreiben. 
6. Aus der in Nr. 25, Beispiel 5, bewiesenen Limesbeziehung lim all» = 1 kann man die all- 
gemeinere Beziehung n—00 
lima’=1 
z—>0 


erhalten. 
Wir bemerken, daß offenbar auch 


lim an =lim ——=1 
ati 
Nn—>C9 n-—>00 


+ 
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gilt. Daher läßt sich zu beliebigem e > 0 eine natürliche Zahl n, finden derart, daß (etwa für 
a>ji) 
1—-.e<ariim <alm<i1-+te 


gilt. Ist jetzt 


i 1 1 
x| < — oder —— <re<—, 
No No N 
so gilt 
a-Un <a < allne ; 


hieraus folgt 1— e <a” < 1 -+ eoder |a® — 1|< e, was zu beweisen war. 
7. Jetzt leiten wir folgende (auch für später wichtige) Beziehung her: 
. sinz 
lim 


s>0 7% 


=; (8) 
Vorher müssen wir jedoch die nützlichen Ungleichungen 


TE 


sinz <xz< tanz 0<=<3) (9) 


beweisen. 


Abb. 22 


Zu diesem Zweck betrachten wir in einem Kreis mit dem Radius R einen spitzen 
Winkel x AOB, die Sehne AB und die Tangente AC an den Kreis im Punkt A 
(Abb. 22). Dann gilt für den Flächeninhalt der Figuren: A AOB < Sektor AOB 
< N AOC.) 

Es sei x das Bogenmaß des Winkels AOB; dann ist die Länge des Bogens AB gleich 
Rx. Daher kann man die Ungleichung für die Flächeninhalte in der Gestalt 


1 i 1 1 
„une <—hi.n<n R.tenz 


schreiben. Kürzt man durch —- R?, so erhält man hieraus die Ungleichung (9). Für 


0<xr< 5 ist sin x positiv; daher können wir jedes der Glieder der Ungleichung (9) 
durch sin x dividieren. Wir erhalten 1 > on > cos x und hieraus 
x 


sınz 
<1l— cost. 


0<1-— 


1) Dabei benutzen wir die aus der Schule bekannten Sätze über die Flächeninhalte elementarer 
Figuren. 
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} 


Nun ist aber 1— cosz—=2sin? — < 2sin —_ und nach (9) gilt 2sin _ <e, 
folglich ist 2 2 2 


sinz 
eine 


Hieraus ersibt sich die Ungleichung 


sın x 


-1[<ial 


die offenbar richtig bleibt, wenn man x durch —x ersetzt. Somit gilt 
sin x Te 

5° 
Diese Ungleichung löst das Problem. In der Tat, ist e > 0 beliebig gegeben, so wähle 
man für ö die kleinere der Zahlen e und Z- Für |x| < ö ist zunächst diese Ungleichung 


anwendbar (weil ös zit) und wegen ö Se ist 


-1|<iel für 0<|e]l < 


Nach Definition des Grenzwertes einer Funktion (Nr. 52) bedeutet das gerade, daB 


die Funktion — für <->0 den Grenzwert: 1 hat, und damit ist die Beziehung (8) 
bewiesen. | | 


7a) Die Limesbeziehung (8) kann nach Nr. 53 auch folgendermaßen verstanden werden: 


Falls x eine gegen 0 konvergierende Folge {x,} durchläuft, so strebt die Folge en 


gegen 1. 
n 
Wir benutzen diese Bemerkung, um den Grenzwert der diskreten Veränderlichen 


cos =. 008... 008 — 
2 22 


9’n 
für n — oo zu bestimmen, wobei eine beliebige von 0 verschiedene Zahl ist. Offenbar ist 


sin p = 2008 — - sin — 22 008 = .cos- - sin 


2 2 2 aD 


=. — 2% 008 I. cos ....008 — - sin — 


2 92 2n In’ 


so daß der uns interessierende Ausdruck in der Form 


I 
sing _ sing 2” 
p p . 9 


Pr zn 


2R.5ın 


geschrieben werden kann. Wegen x, = = — Q ist nach dem oben Bewiesenen 


sin KA 


lim 


Y 


9’9n 
as 
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daher gilt 

, : 
lim cos. co. ee 
n-—>00 2 2 >n Yo 


8. Wir untersuchen jetzt einen weiteren sehr wichtigen Grenzwert. In Nr. 36 haben 
wir die Zahl e als Grenzwert einer Folge definiert, 


n 
e = lim (1+-) j (10) 
>00 N 
Jetzt leiten wir die allgemeineren Resultate 
lim ( 4 ) =e (11) 
und " 
1 En 
lim ( + ) = e (11a) 


her. Diesmal benutzen wir die Definition des Grenzwertesin der „Sprache der Folgen“ 
(Nr. 53). 
Zunächst erinnern wir daran, daß neben (10) auch die Beziehung 


lim ( . —)" —z: (12) 
k 


gilt, wenn {n,} eine beliebige Folge natürlicher Zahlen ist, die mit dem Index & un- 
begrenzt wachsen (Nr. 40). Jetzt möge x irgendeine Folge {z,} von Werten durch- 
laufen, die gegen oo streben; man kann ferner annehmen, für alle % sei x, > 1. Wir 
setzen nun n, = [x], so daß 


SS <nn +1 und n. >-+o 
1 


1 
am t, gilt 
ang ist, gl 


1 N% | % 1 N, ri 
ee ET BET 


Die beiden äußeren Ausdrücke können wie folgt dargestellt werden: 


gilt. Weil dabei 


ER 1 n.t+r1 
(14 pr! ri 
nn +1 u 1 ’ 
EI 


1 \rr+1 1 \” 
+)" (+) (+4). 


wobei nach (12) 
1 NE 1 NH 
(1+ —) —e und (1 + —e 
k 


1) Damit haben wir den Wert eines ‚unendlichen Produkts‘‘ bestimmt. 


gilt, während offenbar 
1 
Ne + 1 
ist; somit.streben die beiden erwähnten Ausdrücke gegen den gemeinsamen Grenz- 


wert e; dann strebt aber auch der dazwischenliegende Ausdruck gegen e (nach Satz 3 
aus Nr. 28); also ist 


ha (i +) - 2 


& 


—1 


EG 1-+ 
N 


Damit ist die Beziehung (11) „in der Sprache der Folgen“ vollständig bewiesen. 

Um (11a) zu beweisen, setzen wir voraus, die Folge {x,} habe den Grenzwert — oo 
(wobei man x, < —1 für alle k annehmen kann). Wenn wir x; = —y, setzen, so 
strebt y, gegen oo (und es ist y, > 1 für alle k). Offenbar ist 


1 \% 1 \-% Y \" | 1 Ye 1 | 1 
1 —ı =[I1 — — — — ; . 
| +) .) ar +) (4) 


Nach dem oben Bewiesenen strebt der erste Faktor. des letzten Ausdrucks gegen e, 
der zweite hat offenbar den Grenzwert 1, so daß auch der links stehende Ausdruck 
gegen e strebt. Damit ist (11a) bewiesen. 


Wir ersetzen jetzt in dem Ausdruck [1 -+ A. die Veränderliche x durch 2, 
& 


Durchläuft & eine Folge positiver oder negativer gegen 0 strebender Werte, so strebt 


a — gegen +4oo: Daher kann man (11) und (11a) in der Gestalt 
e = lim (1 ++ o)!« (13) 


“-—>0 
schreiben. 
Dieses bemerkenswerte Resultat liegt allen Awendungen der Zahl e zugrunde. 


9. Interessant ist schließlich auch ein Beispiel, bei dem der Grenzwert einer Funktion nicht 
existiert: Die Funktion sin x hat, wenn x gegen oo (bzw. —oo) strebt, keinen Grenzwert. 

Davon überzeugt man sich am einfachsten, indem man Folgen untersucht. Es genügt zu 
bemerken, daß den beiden gegen oo strebenden Folgen 


(m-4)m} ma fast) wenns. 


von z-Werten Folgen von Funktionswerten entsprechen, die gegen verschiedene Grenzwerte 
streben: 


ein (2°) = -1>-1, in (m + za =>. 
[Dasselbe kann man auch anders ausdrücken: Der gegen © strebenden Folge 
((r + 27 el (n=1, 2, 3, =) 
von z-Werten entspricht die Folge der Funktionswerte 
sin [r + 5) rn = (—1)* me1,2,9::),; 


die keinen Grenzwert hat.] 
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Wenn man sich vor Augen hält, daß die Sinuskurve ‚‚oszilliert‘, so ist auch anschaulich klar, 
daß kein Grenzwert existieren kann. 


Analog hat auch die Funktion sin B= für (von rechts oder von links) gegen 0 strebendes « 
& 
keinen Grenzwert. Das ist im Grunde nur eine andere Form des obigen Beispiels: Man braucht 
in der Funktion sin x nur den Wert x durch a zu ersetzen. Durchläuft & eine Folge von Werten, 
& 


1 
die von rechts (bzw. von links) gegen 0 streben, so strebt x = — gegen oo (bzw. gegen — 00) 
und umgekehrt. 1 = 
Wir ersetzen jetzt in dem Ausdruck sin — wieder « durch x (um auf die ursprüngliche Be- 
& 


zeichnung der Abszisse zurückzukommen) und betrachten das lehrreiche Beispiel der graphi- 
schen Darstellung der Funktion 


y-sn- (+0), 
Rn 


wobei x die. Werte zwischen 0 und = (und zwischen -- a und 0) durchläuft. 
| Te Te 


Wir betrachten die gegen 0 abnehmenden x-Werte 
212 1271 2 2 1 2 


nn um m m nm en MAN am Min 


* 1 ® 
und die entsprechenden Werte von —, die gegen +00 wachsen: 
x 


Dt un „an, 
> 2 2 2 > 2 


In den Intervallen zwischen diesen Werten nimmt (bei fallendem x) die Funktion von 1 bis O 
und von 0 bis —1 ab, danach wächst sie von —1 bis O0 und von O bis 1, usw. 


Somit oszilliert die Funktion sin 22 unendlich oft, ähnlich der Funktion sin x; während sich 
x 


1 
aber die Schwingungen von sin x über ein unendliches Intervall erstrecken, oszilliert sin — 
in einem endlichen Intervall, und die Schwingungen häufen sich um den Nullpunkt. = 

Ein Teil der Kurve ist in Abb. 23 dargestellt (natürlich ist es nicht möglich, unendlich viele 


Schwingungen abzubilden). Da a mit x das Vorzeichen wechselt, ist die linke Hälfte der 
x 


Kurve zur rechten bezüglich des Ursprungs symmetrisch. 


Y 
7 
| y=sin z 
2; X 
pm —— nn U) U) 0) ® ® ® 
0 ER 
Fi 2X 


Abb. 23 


l 
Sn 

| 

1 
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| 
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10. Für die Funktion « - sin = (x # 0), die sich nur durch den Faktor x von sin = unter- 
T 


scheidet, existiert der. Grenzwert für x — 0: 


f . 1 
lim z-sin—=0, 
z—>0 L 


was sofort aus der Ungleichung | - sin 2 < |x| folgt. 
x 
Für gegen 0 strebendes x oszilliert auch x - m (ebenso wie sin ES unendlich oft; auf 
x x 


Grund des Faktors x nimmt aber die Amplitude ab und strebt gegen 0. Dadurch ist die Existenz 
des Grenzwertes gewährleistet. 


Die graphische Darstellung der Funktion 
1 
y=xı-sn— 
x 


sehen wir in Abb. 24. Die Kurve liegt zwischen den beiden Winkelhalbierenden y= x und 
y= —ı.) 


I 
Sitte 
l 
als & 
I 
| 
er 
<i 
Y 
L 
iR 
Pi 
al 
nf 
x 


Abb. 24 


Bemerkung. Wir hatten eine Reihe von Grenzwerten 


. sinz , s 41 
lim —=1, lim(1l+xz)U*=e, liime-sin—=(, 
>00 % 0 z—>0 x 


die eine Besonderheit gemeinsam haben: Keine der hier betrachteten Funktionen ist für x = 0 
definiert. Das hindert uns jedoch in keiner Weise, von ihren Grenzwerten für x — 0 zu sprechen; 
denn nach der in Nr. 52 gegebenen Definition des Grenzwertes einer Funktion bleibt der Wert 
x = 0 außer Betracht. 1 

Ahnlich ist es bei dem Problem, ob die Funktion sin = für £—0 einen Grenzwert hat. Die 


Frage ist sinnvoll, obwohl die Funktion für x = 0 nicht definiert ist. Allerdings existiert hier 
der Grenzwert nicht. 


55. Erweiterung der Theorie der Grenzwerte. Natürlich erhebt sich die Frage, ob sich 
dieim KapitelI($$1und2) für den Fall der Folgen (einer diskreten Veränderlichen) 
entwickelte Theorie der Grenzwerte auf den hier betrachteten allgemeinen Fall einer 
beliebigen Funktion erweitern läßt. 

Das läßt sich auf zwei Wegen bewerkstelligen: 


I. Man kann die dort angestellten Überlegungen in anderer Form wiederholen. Wir 
führen das als Beispiel für den Satz 1 aus Nr. 26 durch. 


1) Inden Abb. 23 und 24 haben wir der Übersichtlichkeit halber für die x- Achse einen größeren 
Maßstab gewählt, was eine Verzerrung ergibt. 
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Wir betrachten eine Funktion f(x), diein einem Bereich 2 mit dem Häufungspunkt 
a gegeben ist.!) | 

1. Wenn für gegen a strebendes x die Funktion f{x) den endlichen Grenzwert A hat 
und A>p (bzw. A <.g) ist, so genügt für hinreichend nahe bei a gelegene, von a ver- 
schiedene Werte von x die Funktion selbst der Ungleichung 


fa)>p (bzw. fx) <q). (14) 
Wir wählen eine positive Zahl e< A — p (bzw. e <q — 4A); dann ist 
A—e>p (bzwA-+e<g). 


Nach Definition des Grenzwertes gibt es aber zu diesem e ein ö derart, daß für |x — a] 
< 6 (wobei x aus X und von a verschieden ist) die Beziehung 


A—e<fe)<A-+te 


gilt. Für diese Werte von x ist aber (14) erst recht erfüllt. 
Der Leser sieht, daß zum Beweis keine neuen Ideen herangezogen werden mußten. 
Hieraus können auch unmittelbar die Behauptungen 2, 3 und 5 aus Nr. 26 be- 
wiesen werden. Wenn wir in Satz1 etwa p=0 (q = 0) setzen, so erhalten wir: 


2. Wenn eine Funktion f(x) für gegen a strebendes x einen endlichen positiven (nega- 
tiven) Grenzwert hat, so ist guch die Funktion selbst wenigstens für diejenigen x-Werte, 
die in der Nähe von a liegen, aber von a verschieden sind, positiv (negativ). 

Es gilt auch eine Behauptung, die zu der Behauptung 4 aus Nr. 26 analog ist, aller- 
dings in weniger allgemeiner Form: 


4. Wenn eine Funktion f(x) für gegen a strebendes x den endlichen Grenzwert A hat, 
so ist die Funktion für hinreichend nahe bei a gelegene x-Werte beschränkt: 


Ifa@)| SM’ (M’ = const; | — al <ö). 


Wir erinnern daran, daß sich ursprünglich auch für eine diskrete Veränderliche x,, 
die einen endlichen Grenzwert hat, die Ungleichung |x,| Ss M’ nur fürn > N ergab; 
weil aber nur für endlich viele Werte die Veränderliche dieser Ungleichung nicht zu 
genügen brauchte, konnte man durch Vergrößerung von M’ leicht erreichen, daß die 
Ungleichung für alle x, erfüllt ist. Hier kann man das im allgemeinen nicht, weil die 
Menge der x, für die |f(x)] > M’ ist, unendlich sein kann. Beispielsweise strebt die 


Funktion f(x) = n (für x > 0) fürx — 1 gegen 1; offenbar ist f(x) < 2 für |e — 1| 
< 3 ; jedoch ist die Funktion f(x) für alle in Frage kommenden x, d.h. für x > 0, 
keineswegs beschränkt. 


II. Wenn wir jetzt zu den anderen Sätzen übergehen, in denen die Veränderlichen 
durch Gleichheitszeichen, Ungleichheitszeichen oder arithmetische Operationen ver- 
knüpft sind, so müssen wir zunächst verabreden, daß wir, wenn wir zwei oder mehrere 
Funktionen f(x), g(z), ... (die in ein und demselben Gebiet 2 definiert sind) durch 
solche Zeichen verknüpfen, darunter stets verstehen, daß die Funktionswerte ein 
und demselben x-Wert entsprechen. 

Alle diese Sätze könnte man auf analoge Weise beweisen, aber (und das ist wichtig 
zu betonen) es ist in Wirklichkeit gar nicht notwendig, es noch einmal zu tun. Wenn 


1) Die Zahl « kann auch oo sein, wir wollen uns hier aber auf endliches a beschränken. 
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wir uns nämlich bei den Grenzwerten von Funktionen auf den „Folgen‘“-Standpunkt 
stellen, so bleiben die Sätze für die Funktionen gültig, weil sie für Folgen bewiesen sind. 
Als Beispiel betrachten wir die Sätze 1, 2, 3 aus Nr. 30: 


Es seien in einem Gebiet X (mit dem Häufungspunkt a) zwei Funktionen f(x) und 
g(x) gegeben, die für gegen a strebendes x beide endliche Grenzwerte haben: 


lim f(x) = 4, limg(x)=B. 


Dann haben auch die Funktionen 


f(x) 
/ (x) = %); 7 %), 77 15 
oe), He)ata), 2 (15) 
endliche Grenzwerte (im Fall des Quotienten nur unter der Voraussetzung B = 0), und 
zwar die Grenzwerte 
A 
A —, 
+B, AB, [7 
In der „Sprache der Folgen‘ lassen sich die Voraussetzungen folgendermaßen for- 
mulieren: Ist {x,} eine beliebige Folge von Werten x aus 7, die den Grenzwert a hat, 
so gilt 
fa.) >A, gan) >B. 


Wendet man auf diese beiden Folgen die schon bewiesenen Sätze an, so erhält man 


lim (f(x) wie g(&r)) =4-+B, lim (f(&.) g(&n)) = AB, 
lim Kan) . 


a) B’ 
und das bringt in der Tat (in der „Sprache der Folgen‘) das zum Ausdruck, was be- 
wiesen werden sollte.!) 
Auf diese Weise lassen sich auch alle Aussagen aus Nr. 31 über die ‚„unbestimmten 


Ausdrücke“ 
Ö oo 
9’ 0.00, 00 — 00 


auf den allgemeinen Fall übertragen. Wie auch im einfachsten Fall, wo wir es mit 
Funktionen eines natürlichen Arguments zu. tun hatten, genügt es hier zur Aus- 
wertung nicht, nur die Grenzwerte der Funktionen f(x) und g(x) selbst zu kennen, son- 
dern man muß auch hier wieder die durch die Verknüpfung entstehenden Funktionen 


untersuchen. 
Der Leser prüft leicht nach, daß es sich in den Beispielen 4 und 5 aus Nr. 54 um un- 


bestimmte Ausdrücke der Form — und 0-00 handelte und im Beispiel 7 um 
einen unbestimmten Ausdruck der Form . In. Nr. 56 führen wir einige weitere 
Beispiele an, wobei wir die einfachsten Sätze aus der Theorie der Grenzwerte schon 
verwenden. 

1) Im Fall des Quotienten wäre noch zu bemerken, daß (analog wie bei Folgen) für hin- 


reichend nahe bei a gelegene x der Nenner g(x) von 0 verschieden ist, so daß der Bruch a) 
wenigstens für diese x-Werte sinnvoll ist. g(@) 
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Wir kommen auf diese Fragen in Kapitel IV, $4, zurück, wo wir allgemeine Metho- 
den zur Auswertung unbestimmter Ausdrücke mit Hilfe der Differentialrechnung 
bringen werden. 


56. Beispiele. 
1. Wir verallgemeinern die Beispiele 1 und 2 aus Nr. 32 und untersuchen das Verhalten des 
Polynoms 
px) = age aa 4. + ct a 
und dann das Verhalten des Quotienten zweier solcher Polynome, 
plz) _ et + alt... + ac + a, 
a) beider. bet 
für — +. 
Mittels der Transformation 


pie) = arm + + ... +) 
x x 
findet man leicht 


lim p(x) = +00 (unbestimmter Ausdruck vom Typ oo — oo), 
>80 
wobei das Vorzeichen des Grenzwertes bei geradem k nur vom Vorzeichen von a,, bei ungeradem 
k jedoch auch von dem Vorzeichen von x abhängt. 


2. Analog ergibt sich 


m BI) +00, I. 0 (unbestimmter Ausdruck vom Typ =), 
z>+00 4(*) 2 > 


je nachdem, ob k > ,k=1 oder k< list. Das Vorzeichen des Grenzwertes ergibt sich (für 
x — +00) aus den Vorzeichen von a, und b,, richtet sich aber auch (bei ungeradem & — !) nach 
dem Vorzeichen von r. 


3. Wir beweisen für jeden positiven rationalen Exponenten r die Formel!) 


Pe 
lim nun =r (unbestimmter Ausdruck vom Typ I. 
0 I 


Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, daß der Exponent eine natürliche Zahl ist: r = n. 
Nach dem binomischen Satz ist 


| n(n—1) , 
ne er Er _ 
x x i-2 


da für <— 0 alle Glieder rechts, außer dem ersten, gegen 0 streben, ergibt sich 
a 


x—>0 x 


Es sei jetzt r = = (m eine natürliche Zahl); wir betrachten den Ausdruck 


NFr-1 


TC 


‘) Später (Nr. 77, Beispiel 5c) wird sie auf den Fall eines beliebigen reellen Exponenten verall- 
gemeinert. 
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Wir setzen +2 —1= y; dann ist x = (1 + y)” — 1. Wegen 


1-lel<JI rz<it]e| (kürjel<i) 


ist 
lim yi r=71, 
xz—>0 j 
so daß mit x auch y gegen 0 strebt. Dann ist aber nach dem schon Bewiesenen 
a 
zo I ‚„al+y”—1 m 


Schließlich läßt sich der allgemeine Fall r = — durch Einführung derselben Veränderlichen 
y erledigen: ne 


d+arm- 1 A+M—1_ Atyr—i Y 
x 1+ym—1 y i+ym—i 


also 
n/m __ 
hi (1+x) in 


z—>0 x m 


4. Man bestimme den Grenzwert 


Yi+z—-1- 2 
ee 
z—0 x? 


Mit Hilfe derselben Substitution Yi + x — 1 = y bringen wir diesen Ausdruck auf die Form 


1 m—|1 m —1 
y-—li+ym-1l — Pte + 
m _ _ 2 
[1 + y)m — 17 Te a 
und hieraus folgt unmittelbar, daß der gesuchte Grenzwert gleich — = = ist. 
m 


5. Der Grenzwert 


sin x 
—= 1 


lim 
s>0 % 
(vgl. Nr. 54, Beispiel 7) läßt sich oft zur Berechnung anderer Grenzwerte benutzen. 


. 1— cost 1 Ö 
im —————— = — [|]; (a) 
offenbar ist nämlich 
2 
2 sın? — sin — 
1 — cosz _ 1 
x? x 2 c ’ 


lim tan x = sin & 4 (5) (b} 
a) XL 2 


Auch hier führt eine Umformung leicht auf schon betrachtete Grenzwerte: 


tanz — sinz 1 1—- cost sınz 


ac? COS &£ 2° x 
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Für x — 0 strebt cos x gegen 1; die Behauptung (b) ergibt sich z. B. aus (a). 
lim (secx — tanz) = 0 (o — oo). (c) 
x—n/2 


Hier ist es zweckmäßig, die Substitution & = = — x einzuführen; offenbar gilt «x — 0 für 


z > —, Wir erhalten 


| 1 — cos «a 1—cosaa & 
see x — tanz = cosece x — e0t & = ——— = — — .— 1.9.0. 


sin & a“ sin & 
57. Der Grenzwert einer monotonen Funktion. Das Problem der Existenz des Grenz- 
wertes einer Funktion 


lim f(x) 


ist besonders einfach für Funktionen eines speziellen Typs zu lösen, der eine Verall- 
gemeinerung des Begriffs der monotonen Folge ist (Nr. 34). 

Die Funktion f(x) seiin einem Bereich 2X = {x} definiert. Sie wird in diesem Bereich 
(monoton) wachsend (bzw. fallend) genannt, wenn für jedes Paar von Argument- 
werten gilt: 


Aus x’ > x folgt f(x’) > f(x) [bzw. f(x’) < f(&)]. 
Wenn 
ausx’ > xnur f(x’) 2 f(x) [bzw. f(x’) s f(x)] 
folgt, so heißt die Funktion nicht fallend (bzw. nicht wachsend). Manchmal spricht 


man auch in diesem Fall von einer (im weiteren Sinne) wachsenden (bzw. fallenden) 


Funktion. 
Für monotone Funktionen gilt in voller Analogie zu dem Satz aus Nr. 34 der 


folgende 


Satz. Die Funktion f(x) sei in einem Gebiet & , das einen (endlichen oder unendlichen) 
Häufungspunkt a habe, der größer als alle x- Werte ist, monoton nicht fallend. Ist dann 1@) 
nach oben beschränkt, 


fx) SM (für allexaus 2), 


so hat f(x) für x — a einen endlichen Grenzwert; ist f(x) nicht nach oben beschränkt, so 
strebt f(x) gegen ©. 


Beweis. Zunächst nehmen wir an, f(x) sei nach oben beschränkt, d. h., die Menge 
{f(x)} der Funktionswerte, die allen x aus 2 entsprechen, sei nach oben beschränkt. 
Dann existiert nach Nr. 11 für diese Menge eine endliche obere Grenze A. Wir zeigen 
nun, daß diese Zahl A der gesuchte Grenzwert ist. 

Es sg eine beliebige Zahl & > 0 vorgegeben; dann gibt es nach einer Eigenschaft 
der oberen Grenze einen Wert x’ < a derart, daß f(x’) > A — eist. Da f(x) monoton 
ist, gilt für & > x’ erst recht f(x) > A — e. Weil andererseits stets (a) <A<A-+e 
gilt, ist für die erwähnten x-Werte die Ungleichung 


fe) — Al<e 
erfüllt. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen; man braucht für endliches «a nur 
x =a—öÖld.h. ö=a— x) zu setzen und für a — oo nur A = x’ zu nehmen. 
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Ist f(x) nicht nach oben beschränkt, so läßt sich zu jeder Zahl Z ein x’ finden der- 
art, daß f(x’) > E ist; dann ist für x > x’ erst recht f(x) > E, usw. 

Wir überlassen es dem Leser, diesen Satz für den Fall eines Häufungspunktes a, 
der kleiner ist als alle x-Werte, zu beweisen; ebenso auch für den Fall einer monoton 
nichtwachsenden Funktion. 

Man sieht leicht, daß der in Nr. 34 betrachtete Satz über monotone Folgen einfach 
ein Spezialfall dieses Satzes ist. Die unabhängige Veränderliche war dort mit n be- 
zeichnet, ihr Wertebereich war die Folge der natürlichen Zahlen, 4 = {n}, mit dem 
Häufungspunkt o. 

Im folgenden werden wir meist als Bereich 2, in dem eine Funktion f(x) 
untersucht wird, ein Intervall [a’, a), wobei a <a und a endlich oder oo ist, oder 
auch ein Intervall (a, @’] zu betrachten haben, wobei a’ > a und a endlich oder 
— 00 ist. 


58. Das allgemeine Kriterium von Bolzano-Cauchy. Jetzt. betrachten wir den all- 
gemeinen Fall einer Funktion f(x), diein einem Bereich 7 = {x} mit einem Häufungs- 
punkt a gegeben ist. Für die Existenz eines endlichen Grenzwertes dieser Funktion 
bei gegen a strebendem x läßt sich ein entsprechendes ‚Kriterium angeben wie 
im Fall der Folgen (Nr. 39). Wir formulieren es gleichzeitig für endliches « und 
füra =. 


Satz. Die Funktion f(x) hat für gegen a sirebendes x genau dann einen endlichen 
Grenzwert, wenn zu jedem e> 0 ein 6>0 (bzw. A>0) existiert derart, daß die Un- 
gleichung 


ka) - Kal<e 
erfüllt ist, sobald 


x —-al<ö und |" —-al<ö (kwrzr>A und «">4A) 
gilt. 


Wir beweisen diesen Satz unter der Voraussetzung, daß a endlich ist, und zeigen 
zunächst, daß die Bedingung notwendig ist. Es existiere der endliche Grenzwert 
lim f(x) = A. Dann läßt sich zu gegebenem & > 0 ein ö > 0 finden derart, daß 
>00 


€ 
Ma) -AlI<Z 

ist, sobald |x — a] < ö gilt. Es sei auch |x’ — a] < ö, so daß auch 
4-I@)l <z 
(® 5 


gilt. Hieraus erhält man 
If&) — fa’) = |(fe) — A) + (A Ie))] 
s fa) -Al+l4—- fe)l<e 


unter der Voraussetzung, daß gleichzeitig |e — a] < ö und |x’ — al < ö gilt. 
Daß die Bedingung hinreichend ist, kann man mit Hilfe einer Überlegung beweisen, 
die der für Folgen (Nr. 39) angewandten analog ist. Einfacher ist es jedoch, diese 
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Überlegungen nicht zu wiederholen, sondern das Problem auf den schon betrachteten 
Fall zurückzuführen. Dabei bedienen wir uns der zweiten Definition des Grenzwertes 
einer Funktion ‚in der Sprache der Folgen‘ (Nr. 53). 

Es sei jetzt die Voraussetzung des Satzes erfüllt, zu beliebig gegebenem e > 0 gebe 
es ein entsprechendes ö > 0. Ist {x,} eine beliebige Folge von x-Werten aus 7, die 
gegen.a konvergiert, so gibt es nach Definition des Grenzwertes einer Folge eine Zahl 
N derart, daß für n > N die Beziehung |x, — a| < ö gilt. Wir nehmen neben n noch 
eine andere Zahl n’ > N derart, daß gleichzeitig |x,„ — a| <.ö und |x,- — al] < ögilt. 
Dann ist auf Grund der Wahl von ö und der Voraussetzung des Satzes 


In) — Haw)| < e- 


Diese Ungleichung gilt somit unter der einzigen Voraussetzung, daß die beiden Zah- 
len n und n’ größer als N sind. Das bedeutet, daß für die Folge {f(x,)} (n = 1, 2,3, ...) 
die Voraussetzung aus Nr. 39 erfüllt ist; somit hat die Folge f(x,), f(Xe), ---, H{&), -- 
einen endlichen Grenzwert. | 

Nun haben wir in Nr. 53 gesehen (vgl. dort die Bemerkung am Schluß), daß die 
Existenz eines Grenzwertes jeder solchen beliebigen Folge schon hinreichend dafür 
ist, daß alle diese Grenzwerte übereinstimmen, wie auch die gegen a strebende Folge 
{z.} gewählt sei; dieser Grenzwert ist gerade der Grenzwert der Funktion, dessen 
Existenz bewiesen werden sollte. 

Übrigens ist die Tatsache, daß die Bedingung hinreicht, auch leicht aus dem 
Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS zu beweisen, ähnlich wie es für Folgen am Schluß 
von Nr. 41 durchgeführt wurde. 


59. Größter und kleinster Grenzwert einer Funktion. Auch wenn für gegen a strebendes x 
kein Grenzwert von f(x) existiert, kann für einzelne Folgen von gegen a strebenden Werten x, 
ein Grenzwert lim /(x,) existieren; dann spricht man von einem partiellen Grenzwert der Funk- 
tion. n>X 1 

Beispielsweise füllen bei der Funktion sin x für x — +00 (oder bei sin— für 2 —0) diese 
partiellen Grenzwerte das ganze Intervallvon —1 bis 1 aus. Ai 

Unter den partiellen Grenzwerten einer Funktion gibt es immer einen größten und einen klein- 
sten; man bezeichnet sie mit 


lim /(«) bzw. lim f(«). 
>00 >G 


Die Übereinstimmung von größtem und kleinstem Grenzwert ist notwendig und hinreichend dafür, 
daß der Grenzwert der Funktion im gewöhnlichen Sinne existiert. 

Wir beschränken uns hier auf die Formulierung dieses Satzes, beweisen ihn aber nicht. Der 
Beweis kann nach dem Gedankengang des Beweises in Nr. 42 geführt werden. 


S3. Klassifikation unendlich kleiner und unendlich großer Größen 


60. Vergleich unendlich kleiner Größen. Wir nehmen an, bei einer Untersuchung 
seien gleichzeitig eine Reihe unendlich kleiner Größen «, ß, y, ... zu betrachten, die 
sämtlich Funktionen ein und derselben Veränderlichen, etwa von x, sind, die gegen 
einen endlichen oder unendlichen Grenzwert a strebt. 

In vielen Fällen ist es von Interesse, zu vergleichen, in welcher’ Weise unendlich 
kleine Größen gegen 0 streben. Dem Vergleich zweier unendlich kleiner Größen & und 
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ß legt man das Verhalten ihres Quotienten zugrunde.!) Zu diesem Zweck treffen wir 
folgende Vereinbarungen: 


I. Wenn der Quotient £ (und mit ihm auch Bad, einen endlichen und von 0 ver- 


schiedenen Grenzwert hat, so sagen wir, die unendlich kleinen Größen & und ß haben die- 
selbe Ordnung (oder seien von derselben Ordnung). 


II. Wenn der Quotient £ unendlich klein ist (also = unendlich groß), so sagen wir, 


ß sei eine unendlich kleine Größe von höherer Ordnung als & (oder auch: ß werde von 
höherer Ordnung unendlich klein als «&), und « sei eine unendlich kleine Größe niedrigerer 
(geringerer) Ordnung als ß. 


Ist etwa x = 2 — 0, so haben folgende unendlich kleinen Größen dieselbe Ordnung: 
sinz, tanz, yi +27 —1; 


denn, wie wir wissen (vgl. Nr. 54, Beispiel 7, und Nr. 56, Beispiel 3), ist] 


im #1, Im EA in M+z-1i_1 
0 % sm % z—>0 T m 


Ist die unendlich kleine Größe & von derselben Ordnung wi® die unendlich kleine Größe ß, 
so schreibt man & = O(ß). . 
. Dagegen sind die unendlich kleinen Größen 


Te 1—cosz, tanz — sinz (1) 
ee - 


offenbar von höherer Ordnung als x [Nr. 56, Beispiele 4 und 5 (a), (b)]. 
Natürlich kann es auch vorkommen, daß der Quotient zweier unendlich kleiner Größen nicht 
. gegen einen Grenzwert strebt; nehmen wir beispielsweise (vgl. Nr. 54, Beispiele 9 und 10) 


o=X 
und 


so hat ihr Quotient en sin 3 für 2->0 keinen Grenzwert. In diesem Fall sagt man, die 
& x 
beiden unendlich kleinen Größen seien nicht vergleichbar. 


Ist die unendlich kleine Größe $ von höherer Ordnung als die unendlich kleine 
Größe «, so schreibt man 


P = o(e). 
Beispielsweise kann man schreiben: 
1—cost=o(x), tanz —sinz=o(x) usw. 


1) Wir wollen annehmen, daß die Veränderliche, durch die wir dividieren, wenigstens für alle 
hinreichend nahe bei a gelegenen x-Werte von 0 verschieden ist. | 


9 Fichtenholz I 
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Somit ist das Symbol o(&) eine gemeinsame Bezeichnung für unendlich kleine 
Größen höherer Ordnung als «. Diese Bezeichnung werden wir von jetzt ab benutzen. 
Die Symbole o und O (das letzte für unendlich kleine Größen gleicher Ordnung) wer- 
den nach E. LanpAu!) Landau-Symbole genannt. 


61. Die Skala der unendlich kleinen Größen. Manchmal ist es notwendig, das Verhal- 
ten unendlich kleiner Größen etwas genauer zu charakterisieren, und zwar ihre Ord- 
nungen mit Hilfe von Zahlen zu beschreiben. In diesem Fall wählen wir zunächst als 
eine Art ‚Standard‘ eine der in der betreffenden Untersuchung auftretenden unend- 
lich kleinen Größen (etwa x); wir nennen sie Grundgröße. Natürlich ist diese Wahl in 
gewissem Sinne willkürlich; gewöhnlich nimmt man die einfachste. Sind die betrach- 
teten Größen, wie wir annehmen, Funktionen von x, die für gegen a strebendes x un- 
endlich klein werden, so nimmt man zweckmäßigerweise als unendlich kleine Grund- 
größe 


1 
x, —-a kzw —, 
x 


je nachdem, ob a gleich 0, gleich einer endlichen, von 0 verschiedenen Zahl bzw. gleich 
00 ist. 

Ferner bilden von den Potenzen einer unendlich kleinen Grundgröße & (wir wollen 
& > 0 annehmen) diejenigen mit verschiedenen positiven Exponenten k, af, so- 
zusagen eine Skala zur Abschätzung unendlich kleiner Größen komplizierterer 
Natur.) 


III. Man nennt eine unendlich kleine Größe ß unendlich klein von k-ter Ordnung (be- 
züglich einer unendlich kleinen Grundgröße &), wenn ß und o* (k > 0) Größen derselben. 


Ordnung sind, d. h., wenn der Quotient einen endlichen, von O verschiedenen Grenz- 
wert hat. 


Jetzt kann man beispielsweise, wenn man sich mit der Aussage, daß die unendlich kleinen. 
Größen (1) (für x — 0) Größen höherer Ordnung als & = x sind, nicht begnügt, genau sagen, 
daß die ersten beiden Größen von (1) unendlich kleine Größen zweiter Ordnung sind und die 
dritte Größe von (1) eine unendlich kleine Größe dritter Ordnung bezüglich & = x ist; denn es 
ist [vgl. Nr. 56, Beispiele 4 und 5 (a), (b)] 


Mrepe 
m 


: n —|1 

lim —— [00 —_ s 
ER, 7 2m? 

. 1-—-cosr 1 . tanz — sınz 1 
IN en, lim —— no —, 
z—>0 I 2 z—_ a 2 


Als komplizierteres Beispiel betrachten$wir den Ausdruck 


B=Yer +1 + Ye -1- 2Ye. 


Für x — oo wird er unendlich klein; das ist unmittelbar klar, wenn wir ihn in der Form 


B= (Ye +1-Yx) — (Ye -- Ye — an. ae ei nn 
| a es rn 


!) EnpmunD LAnDauv, 1877 — 1938, deutscher Mathematiker. j 
*) Man sieht leicht, daß für k > 0 die Größe «&* gleichzeitig mit & unendlich klein wird. 
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darstellen. Wenn wir diese Brüche auf einen Nenner bringen und erweitern, so finden wir 


VYe—1—-Ye+1 


= ers Verla 


2 
VeFi+Ye) (Yeti) (Veit) 


Setzen wir & = . so folgt leicht 
x 


—2 (Ye )’ 


eo ae VertHVe)We Ve) VetHVern) 
IE > Vo EEE EEE EENESIEHEINNEER::= EHRE ERIUNEHNEIIEFERIEERPRERSER 
SP 
x x x x 
1» 
4 


Somit läßt sich hier die Ordnung durch die Zahl — ausdrücken. 


Man darf aber keineswegs denken, daß für jede unendlich kleine Größe ß (selbst wenn sie mit 
allen Potenzen a* vergleichbar ist) eine bestimmte Ordnung angegeben werden kann. 

Interessante Beispiele, die sich hierauf beziehen, kann man aus den in Nr. 54, Beispiel4 und 5 
(füra > 1 und k > 0), aufgestellten Formeln erhalten: 


x 
lim I — oo, lim 1 ER s (2) 
z>o % 2->00 ck 
Zunächst folgt hieraus 
a: ck 
im — =(, lim = 00 
z>oo 4 x->00 108, © 


Be j 1 
Wenn wir hierin x durch 23 ersetzen und in der ersten dieser Beziehungen a = —,0 <c<i1l, 
setzen, so erhalten wir * ° 


1 
1/x 
ine eo, im. 
z>0 % 20 % 
Somit wird die unendlich kleine Größe c'/* (0 < c < 1) von höherer Ordnung klein als alle Po- 
tenzen x* (k > 0), während die unendlich kleine Größe - (4 > 1) von niedrigerer Ordnung 
klein wird als alle diese Potenzen. log, & 


62. Äquivalente unendlich kleine Größen. Wir gehen jetzt auf einen besonders wich- 
tigen Spezialfall unendlich kleiner Größen derselben Ordnung ein: 


IV. Wir nennen die unendlich kleinen Größen & und ß äquivalent (in Zeichen: x = ß), 
wenn ihre Differenz y = ß — «& von höherer Ordnung klein wird als jede der unendlich 
kleinen Größen & und ß: 


v=0(%) und y= o(ß)- 


1) Hier benutzen wir überall die Beziehung lim Vi +z = 1; sie wurde in Nr. 56, Beispiel 3 (so- 
gar für m-te Wurzeln), bewiesen. 20 Ä | 


9* 
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Übrigens genügt es zu fordern, daß y von höherer Ordnung als eine dieser Größen 
klein wird; denn ist etwa y von höherer Ordnung als «, so ist y auch von höherer 


Ordnung als . In der Tat folgt aus lim Z = (0, daß auch 


2 IN 


Wir betrachten zwei äquivalente unendlich kleine Größen & und f, so daß also mit 
ß=x-+-y die Beziehung y = 0(«) gilt. Wenn wir & durch ß ersetzen, also ß vw « 
setzen!), so strebt, wenn beide Größen abnehmen, nicht nur der absolute Fehler bei 
dieser Substitution, also |y| gegen 0, sondern auch der relative Fehler, der gleich zZ 
ist. = 

Mit anderen Worten, für hinreichend kleine Werte von & und $ kann man mit beliebig 
großer relativer Genauigkeit B = «& setzen. Das kann man benutzen, um bei Näherungs- 
rechnungen komplizierte unendlich kleine Größen durch äquivalente einfache zu er- 
setzen. 

Wir geben ein nützliches Kriterium für die Äquivalenz zweier unendlich kleiner 
Größen -an, das eigentlich eine zweite, der früheren gleichwertige Definition der 
Äquivalenz ist: 


Zwei unendlich kleine Größen & und ß sind genau dann äquivalent, wenn 


lim & = 
X 


ist. 
Es sei zunächst diese Beziehung erfüllt, also ö = £ — 1-0. Dann ist y=ß— 


= ö.« eine Größe von höherer Ordnung als «; denn es ist 


lim Z = lim 6 = 0. 
& 
Es seien jetzt umgekehrt « und 8 äquivalent, d.h, y= ß — a sei eine unendlich 


kleine Größe von höherer Ordnung als «. Infolgedessen gilt £ = t-L50, 00 
| | 2 


ß 


— — 1, was zu beweisen war. 
BR | 


Mit Hilfe dieses Kriteriums ergibt sich beispielsweise, daß für e —0 die unendlich kleinen 
Größen sinx und tanz der Größe x äquivalent'sind.und Yl + x — 1 äquivalent En N 
Hieraus erhalten wir die Näherungsformeln = 

i sinzwz, tanz wer, 


er RN 
m 


speziell 


HFR-1n oe. 


1) Das Zeichen »s bedeutet annähernd gleich. 
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Die eben bewiesene Eigenschaft der Äquivalenz unendlich kleiner Größen ermöglicht es, 


sie zur Auswertung unbestimmter Ausdrücke der Form e zu benutzen, d.h. zur Bestimmung 


ß 


des Grenzwertes des Quotienten — zweier unendlich kleiner Größen. Jede von ihnen kann dabei 
X u 


durch äquivalente unendlich kleine Größen erselzt werden, ohne daß das die Existenz und den Wert 
des G'renzwertes beeinflußt. 
In der Tat, istx vo und» Bß,d.h. 


ß 


im &—=1 und im—=1, 
& 


so hat der Quotient 


ß 


der sich von dem Quotienten — nur durch Faktoren, die gegen 1 streben, unterscheidet, gleich- 
& + 


zeitig mit diesem Quotienten ein und denselben Grenzwert. 
Wenn es gelingt, & und 8 hinreichend einfach zu wählen, so kann das die Lösung der Auf- 
gabe bedeutend erleichtern, beispielsweise 


i 2 
Mrsı®—1 ere) 4 


20 sin 2x 20 2x 4 


Aus dem Bewiesenen ergibt sich sofort, daß zwei unendlich kleine Größen, die einer 
dritten äquivalent sind, einander äquivalent sind. 


63. Aussonderung des Hauptteils. Ist eine unendlich kleine Grundgröße «& gewählt, 
so sind die einfachsten unendlich kleinen Größen Ausdrücke der Form ca*, wobei c 
ein konstanter Koeffizient und k > 0 ist. Die unendlich kleine Größe $ sei bezüglich « 
von k-ter Ordnung, d.h. 


lim & u 
& 


wobei c eine endliche und von O verschiedene Zahl ist. Dann ist 
lim 2 —.], 
ca 
und die unendlich kleinen Größen 8 und ca* sind äquivalent: 
Bm cok. 


Diese einfachste, einer gegebenen unendlich kleinen Größe 8 äquivalente unend- 
lich kleine Größe ca* heißt ihr Hauptteil (oder Haupiglied). 


Wenn wir die oben hergeleiteten Resultate benutzen, so können wir außer für die schon an- 
gegebenen einfachen Beispiele leicht die Hauptteile der Ausdrücke 


1 | . 1 
EEE 2 a nz 


bestimmen. Hier strebt x gegen 0, unda = z ist die unendlich kleine Grundgröße. 
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a 


1 
Strebt schließlich x gegen oo und nimmt man die unendlich kleine Größe x = — als Grund- 
größe, so folgt T 


3/2 
RFi+e=1-212--(-) . 


T 


Alle diese Resultate führen wieder zu Näherungsformeln. 

Es sei ßB» cof, d.h. ß = ca® + y, wobei y = o(af) ist. Man kann jetzt von der unendlich 
kleinen Größe y wieder das Hauptglied aussondern, y = c’«# + 6, wobei k’>kundö= o(af) 
ist, usw. Setzt man z.B. (für x — 0) VIrz +—-1= 2 x 4-y, so ist, wie wir aus Nr. 56, Bei- 
spiel 4, wissen, “ 

y m —|1 


im — = — 
zo 2m? 


’ 


so daß der Hauptteil von y gleich — = — . x* ist. Hieraus folgt 


Er N 1 2 + 022), 
m 2m? 
insbesondere 
yi Fa-1=oa- Hole) 


Diesen Prozeß, aus einer unendlich kleinen Größe die einfachsten unendlich kleinen Größen 
wachsender Ordnung nacheinander auszusondern, kann man auch weiter fortführen. 


Wir beschränken uns in diesem Paragraphen auf die Herleitung der allgemeinen 
Begriffe, die wir an einigen Beispielen erläutern. Im weiteren Verlauf werden wir ein 
systematisches Verfahren sowohl zur Bestimmung des Hauptteils einer gegebenen 
unendlich kleinen Größe angeben als auch zur weiteren Aussonderung der einfach- 
sten unendlich kleinen Größen, wovon schon die Rede war (vgl. Nr. 104, 124). 

Zum Schluß wollen wir noch auf die Frage eingehen, ob man dann, wenn von zwei 
unendlich kleinen Größen £ und y die Hauptglieder c«* und c’a* bekannt sind, etwas 
über das Hauptglied ihrer Summe ß + y BUSEAgEN, kann. 

Für k + k’ ist offenbar dasjenige der Glieder ca* und c’a* das Hauptglied, in dem 
der Exponent ur ist. Es sei jetzt k = k’; dann ist das Hauptglied für $ + Y die 
Summe (c + c’) o*, allerdings unter der Voraussetzung, daßc-+ c’ = 0ist. Wenn sich 
jedoch die beiden Hauptglieder gegenseitig aufheben, so ist die Summe $ + y eine 
unendlich kleine Größe höherer Ordnung als jeder der einzelnen Summanden. 


Das ist z. B. der Fall bei x — 0 für die unendlich kleinen Größen 


P=-ViFrz-in— und y-M=R-1n-—e. 


Wenn wir hierin noch die Glieder 


P=—a- at oa), y= 2-4 oa) 


aussondern, so ist offenbar 
P+y=NHRt+ iR -2= ar 40a), 


so daß ß + y eine unendlich kleine Größe zweiter Ordnung mit dem Hauptglied — — x? ist. 
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64. Aufgaben. Zur Erläuterung dieser Überlegungen bringen wir einige Aufgaben. 


1. Es sei ein geradliniger Abstand im Gelände mit Hilfe einer Meßlatte der Länge ! zu ver- 
messen. Da faktisch die Meßlatte nicht genau längs der zu vermessenden Geraden angelegt 
werden kann, wird das Resultat der Vermessung etwas größer sein als die wirkliche Länge. 
Wir machen die ungünstigste Annahme, nämlich die, daß die Meßlatte im Zickzack angelegt 
wird, so daß ihre Enden von der Geraden abwechselnd auf der einen und der anderen Seite 
den Abstand } haben (Abb. 25). Wir wollen den Fehler abschätzen. 


L 
2 


AZ 


L 
2 
Abb. 25 


Bei einem einmaligen Anlegen der Meßlatte ist der absolute Fehler gleich der Differenz der 
Länge } der Meßlatte und ihrer Projektion auf die zu vermessende Gerade. Die Länge der Pro- 
jektion ist 


2 2 
2 1» 
= at 58 R 1 B 432 : 
Wenn wir die Näherungsformel Ji +x»1+ = x für = = benutzen (das ist er- 
laubt, da A bezüglich I klein ist), erhalten wir für die Projektion den Ausdruck 


2 2 
Te 


2 2 
In diesem Fall ist der erwähnte Fehler gleich = der relative Fehler offenbar - Derselbe 
relative Fehler tritt auch bei mehrfachem Anlegen der Meßlatte auf. 
[) “ 2 
Soll dieser relative Fehler kleiner als ö sein, d.h. - < 6, so folgt A < 1 — 


Um also bei der Vermessung mit einer 2 m langen Meßlatte (! = 2) eine relative Genauigkeit 


von 0,001 zu erreichen, genügt es, die Abweichung A nicht größer als 2/0,0005 =» 0,045 m 
— 4,5 cm werden zu lassen. 


2. Man gebe die Formel für die Länge I eines Treibriemens an, der um ein gegebenes Paar 
von Scheiben mit den Radien R und r läuft, deren Mittelpunkte den Abstand d haben (Abb. 26). 


Abb. 26 
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Der Abb. 26 entnehmen wir — — AC 06H ca. Nun ist aber AC=R (5 4- «) : 
a=r = — x], wobei & die gleichen Winkel X.BOC und <& boc bezeichnet, und aus A ODo 
ergibt sich 


Somit ist 
I=n(R+r)+2o(R—r) +2-Yd&—(R—r). 


Zur Vereinfachung dieser Formel erinnern wir daran, daß 


OD R-—r 
& N sing = — = — 


Oo d 


gilt, unter der Voraussetzung, daß R — r bezüglich d klein ist. Unter derselben Voraussetzung 


ist 
PR =a ln -(* sal1-5()] 


Setzen wir diese Werte ein und formen um, so erhalten wir schließlich 


a. 


lur(R+tr) +24 + ZI 


3. Beim Abstecken eines Kreisbogens im Gelände ist folgendes Problem von Bedeutung: 
Man bestimme das Verhalten der Pfeilhöhe f= DB des Kreisbogens ABC zu der Pfeilhöhe 
fı = D,.Bı des halben Bogens AB,B (Abb. 27). 


Abb. 27 


Setzen wir den Radius des Kreisbogens gleich r und x AOB= o,soist X AOB, = = und 


f=DB=rt-cog), h= (i a 2). 
Somit ist das gesuchte Verhältnis gleich 
f__1-eosp 


h 1 —- cs 
2 


Dieser Ausdruck ist zu kompliziert, als daß er in der Praxis benutzt werden könnte. Wir bilden 
seinen Grenzwert für 9 — 0 (denn für hinreichend kleine @ kann dieser Ausdruck näherungs- 
weise durch seinen Grenzwert ersetzt werden). Zu diesem Zweck ersetzen wir nun Zähler und 
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Nenner durch ihre Hauptteile und erhalten sofort 


Somit gilt für Kreisbögen über kleinen Zentriwinkeln, daß die Länge der Pfeilhöhe des Kreis- 
bogens über den halben Winkel näherungsweise gleich dem vierten Teil der Länge der Pfeil- 
höhe des ursprünglichen Kreisbogens ist. In dieser Weise kann man nacheinander Punkte eines 
Kreisbogens konstruieren, dessen Endpunkte und dessen Mittelpunkt gegeben sind. 


65. Klassifikation unendlich großer Größen. Natürlich können auch unendlich große 
Größen klassifiziert werden. Wie in Nr. 60 sehen wir die betrachteten unendlich 


großen Größen als Funktionen ein und derselben Veränderlichen x an, die für gegen a 
konvergierendes x gegen oo streben. 


I. Zwei unendlich große Größen y und z werden als Größen derselben Ordnung be- 


zeichnet, wenn ihr Quotient — (und damit auch I, einen endlichen und von 0 ver- 
schiedenen Grenzwert hat. % 


II. Wenn der Quotient — unendlich groß (und der reziproke Quotient Zz unendlich 


klein) wird, so heißt z eine unendlich große Größe von höherer Ordnung als y und y eine 
unendlich große Größe von niedrigerer Ordnung als 2. 


Wenn der Quotient — nicht gegen einen Grenzwert strebt, sind die unendlich 


großen Größen y und z nicht vergleichbar. 

Betrachten wir eine Anzahl unendlich großer Größen gleichzeitig, so können wir 
unter diesen eine (sagen wir y) als Grundgröße wählen und die übrigen mit ihren 
Potenzen vergleichen. Sind beispielsweise (wie wir oben voraussetzten) alle diese 
Größen Funktionen von x und streben sie für x -> a gegen oo, so wählt man gewöhn- 


lich |x| als unendlich große Grundgröße, wenn a = +oo ist, und ne für end- 
liches a. 0 


III. Eine unendlich große Größe z wird Größe k-ier Ordnung (bezüglich einer un endlich 
großen Grundgröße y) genannt, wenn z und y* dieselbe Ordnung haben, d. h., wenn der 


Quotient a einen endlichen und von O verschiedenen Grenzwert hat. 

Wir verzichten hier auf Beispiele, weil man leicht solche erhalten kann, wenn man die oben 
betrachteten unendlich kleinen Größen durch ihre reziproken Werte ersetzt. Wir erwähnen 
nur, daß für x — oo die unendlich große Größe a? (a > 1) von höherer Ordnung und die un- 
endlich große Größe log, x (a > 1) von niedrigerer Ordnung ist als jede Potenz x* (mit positivem 
Exponenten k); dies folgt aus der Formel (2) aus Nr. 61. 


84. Stetigkeit (und Unstetigkeit) von Funktionen. 


66. Definition der Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt. Mit dem Begriff des 
Grenzwertes hängt ein anderer wichtiger Begriff der Analysis eng zusammen, der 
Begriff der Stetigkeit einer Funktion. 
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Wir betrachten eine Funktion f(x), die in einem Bereich 2 = {x} mit dem Häu- 
fungspunkt x, definiert ist; der Punkt x, selbst gehöre zum Definitionsbereich der 
Funktion, so daß diese in x, den wohlbestimmten Wert /(x,) hat. 

Bei der Definition des Grenzwertes einer Funktion für gegen x, strebendes x 
(Nr. 52, 53), 

lim f(®), 

T>L 
wurde mehrfach hervorgehoben, daß die Veränderliche x den Wert x, nicht annimmt; 
dieser Wert x, brauchte nicht einmal zum Definitionsbereich der Funktion zu ge- 
hören; wenn er aber dazu gehörte, wurde der Wert f({x,) bei der Bildung dieses Grenz- 
wertes nicht berücksichtigt. 

Ganz besonders wichtig ist nun der Fall, daß 


lim f(2) = (x) () 
2>L 
gilt. Man sagt, die Funktion f(x) seiin x = x, (oder im Punkt x = x,) stetig, wenn die 
Beziehung (1) erfüllt ist; ist sie aber nicht erfüllt, so sagt man, die Funktion sei dort 
(in x = x,) unstelig.*) 

Genau dann, wenn f(x) in x, stetig ist, ist es bei der Berechnung des Grenzwertes 
von f(x) für gegen x, strebendes x gleichgültig, ob dabei die Veränderliche den Wert x, 
annimmt oder nicht. 

Man kann die Stetigkeit einer Funktion auch anders definieren. Den Übergang 
vom Wert x, zu einem anderen Wert « kann man sich auch so vorstellen, daß dem 
Wert x, der Zuwachs Az, = x — x, erteilt wird.?) Der neue Wert der Funktion 
y=f(x) = f(x, + Ax,) unterscheidet sich von dem alten Wert %y, = f(x) um den 
Zuwachs 


Ay = x) — MX) = MHro + AR) — Ko). 


Die Funktion fix) ist nun im Punkt x, genau dann stetig, wenn ihr Zuwachs Ay, in 
diesem Punkt gemeinsam mit dem Zuwachs Ax, der unabhängigen Veränderlichen gegen 
OÖ strebt. Mit anderen Worten: Eine stetige Funktion ist dadurch charakterisiert, daß 
einem unendlich kleinen Zuwachs des Arguments ein unendlich kleiner Zuwachs der 
Funktion entspricht. 

Die grundlegende Definition (1) können wir auch in der ‚‚s-ö-Sprache‘“ ausdrücken 
(Nr. 52); und zwar läßt sich die Stetigkeit der Funktion f(x) im Punkt x, folgender- 
maßen formulieren: Zu beliebig vorgegebenem e > 0 läßt sich eine Zahl 6 > 0 finden 
derart, daß die Ungleichung 


le — | < 6 
die Ungleichung n 
ie) — Mao) <e 


*) Bekanntlich stellt man sich Funktionen anschaulich als Kurven vor. Eine Funktion ist dann, 
anschaulich gesprochen, stetig, wenn ihre Kurve stetig, d. h. ohne Unterbrechung, verläuft. 
Im Fall einer Unstetigkeit zeigt die Kurve eine Unterbrechung. In Wirklichkeit muß jedoch 
der Begriff einer stetigen Kurve streng eingeführt werden, und der einfachste Weg dahin 
führt über den Begriff der Stetigkeit einer Funktion. 

*) In der Analysis bezeichnet‘ man den Zuwachs einer Größe x, y,t,.... mit Ax, Ay, At, ... Diese 
Bezeichnung ist als ein einziges Symbol aufzufassen; A darf nicht von z, 9, t, ... getrennt 
werden. 
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zur Folge hat. Diese Ungleichung muß also in einer hinreichend kleinen Umgebung 
(&, — 6,% + 6) des Punktes x, erfüllt sein. 

Schließlich kann man die Stetigkeit in der ‚Sprache der Folgen‘ auch in folgender 
Weise ausdrücken: 

Für jede gegen x, konvergierende Folge von Werten x aus 7, 1, Xgs «++, Inı «.., KON- 
vergiert die entsprechende Folge der Funktionswerte f(x,), f(X2), -.., f(2n), ... gegen 


!(Xo)- 


Bemerkung. Der Punkt x = x,, welcher Häufungspunkt des Definitionsbereichs 
X der Funktion f(x) ist, möge nun selbst nicht dem Bereich 7 angehören, so daß also 


f(x) in diesem Punkt nicht definiert ist. Wenn nun der endliche Grenzwert lim f(x) 
ir 


existiert, so braucht man die Definition der Funktion nur dadurch zu erweitern, daß 
man f(x,) gleich diesem Grenzwert setzt, um eine auch in dem Punkt x = x, stetige 
Funktion zu erhalten. Das wollen wir von jetzt ab in solchen Fällen so handhaben. 
Wenn dagegen der erwähnte Grenzwert nicht existiert, so sagt man, obwohl die 
Funktion in x, nicht definiert ist, sie seiin diesem Punkt unstetig. Sie hat dort stetseine 
Unstetigkeit, welchen Wert man ihr für x = x, auch zusätzlich zuschreibt. 


Gewöhnlich werden wir im folgenden Funktionen betrachten, die in einem offenen, 
halboffenen oder abgeschlossenen Intervall 2 definiert sind; seine sämtlichen Punkte 
sind also Häufungspunkte, so daß man die Fragen nach der Stetigkeit für jeden seiner 
Punkte stellen kann. Zur Vereinfachung der Redeweise wollen wir vereinbaren, eine 
Funktion im Intervall 2% stetig zu nennen, wenn sie in jedem einzelnen Punkt des 
Intervalls stetig ist. Für die Endpunkte des Intervalls vgl. Nr. 69. 


67. Das Rechnen mit stetigen Funktionen. Bevor wir Beispiele stetiger Funktionen 
angeben, leiten wir folgenden einfachen Satz her, der es ermöglicht, die Anzahl der 
Beispiele zu vermehren. 


Satz. Sind die beiden Funktionen f(x) und g(x) in ein und demselben Intervall £ 
definiert und beide im Punkt x, stetig, so sind auch die Funktionen 


f(x) 
(2) + o(@), a) ge); 7(&) 


in diesem Punkt stetig, die letzte natürlich unter der Bedingung g(x,) = 0. 


Dies folgt unmittelbar aus dem Satz über den Grenzwert der Summe, der Differenz, 
des Produktes und des Quotienten zweier Funktionen (vgl. Nr. 55). 

Wir gehen hier nur auf den Quotienten zweier Funktionen näher ein. Die Stetigkeit 
der Funktionen f(x) und g(x) im Punkt x, ist gleichbedeutend mit der Gültigkeit der 
Beziehungen 


oT, 


lim f(x) = f(x) und lim g(e) = g(z,). 


Hieraus erhält man aber nach dem Satz über den Grenzwert des Quotienten (da der 
Grenzwert des Nenners von O0 verschieden ist) 


2,92)  g(@o)’ 


L 


das bedeutet aber gerade, daB = im Punkt x, stetig ist. 
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68. Beispiele stetiger Funktionen. 

1. Ganze und gebrochene rationale Funktionen. Die Funktion f(x) = z ist offenbar im 
ganzen Intervall (—oo, oo) stetig: Für x, > x, gilt die Beziehung f(z,) =. >% 
— f(x,). Ebenso ergibt sich leicht, daß die Konstante eine stetige Funktion ist. 

Hieraus folgt nach dem Satz aus Nr. 67 die Stetigkeit jedes Ausdrucks 


ar” = ad: LT - Ke++.X 
Me 0 zZ 
m-mal 


als Produkt stetiger Funktionen und dann auch jedes Polynoms (jeder ganzen ratio- 
nalen Funktion) ag&* + a,2""7+ --- + a,.ı% + a, als Summe stetiger Funktionen. 
In allen diesen Fällen sind diese Funktionen im ganzen Intervall (—oo, oo) stetig. 

Offenbar ist schließlich auch der Quotient zweier Polynome (eine gebrochene ratio- 
nale Funktion) 


Age? + ac" +. + 0,C% + Ay 
Doc" + ba IH 0 + O1 + Om 
für alle x-Werte, für die der Nenner ungleich 0 ist, stetig. 
2. Die Exponentialfunktion. Wir beweisen jetzt die Stetigkeit der Exponential- 


funktion a? für jeden Wert x = x,, mit anderen Worten, wir beweisen, daß 


Im a? = a" 
x->To 


gilt. (Dabei genügt es, sich auf den Falla > 1 zu beschränken.) 
Wir haben in Nr. 54, Beispiel 6, gesehen, daß 2 a” = 1 ist. Da man per defini- 


tionem a® = 1 setzt, bringt diese Beziehung 0 die Stetigkeit der Exponential- 
funktion im Punkt x = 0 zum Ausdruck. Wegen a? — a”: = a’s(a?"”* — 1) folgt 
hieraus, da für x — x, offenbar x — x, — 0 gilt, a°"* — 1, also in der Tat a? — a”, 


3. Die Hyperbelfunktionen. Ihre Stetigkeit folgt nach dem Satz aus Nr. 67 un- 
mittelbar aus der soeben bewiesenen Stetigkeit der Exponentialfunktion, weil sie 
rational durch die Funktion e* ausgedrückt werden können. 


4. Die trigonometrischen Funktionen. Wir betrachten zunächst die Funktion sin x. 
Sie ist für jedes x = x, stetig, d. h., es gilt 


lim sinz = sinx,. 


a2 
Um das zu beweisen, bemerken wir, daß Pen der in Nr. 54, Formel (9), für0 <x 
< n bewiesenen Ungleichung sin x < x leicht folgt, daß die Ungleichung 
|sinz]| s |x| 
für alle x-Werte gilt (für |x]| > 7 > 1 folgt sie aus |sin x] < 1). Nun ist aber 


—% 2 CH % 
eier up 


und 


sınz — sınz, = 2sin 
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also 
sinz — sinz,| = 2- |sin -—® | m 
<2.|sin IE Bu 
u = 2 
und schließlich 
Isınz — sinz| S |e — xl (2) 


für alle Werte x und z,. 
Ist ein beliebiges e > 0 vorgegeben, so setzen wir ö = g; für |e — x,| < ö gilt 


sınz —sinz,| <e, 


womit die Stetigkeit von sin x bewiesen ist. Analog beweist man auch die Stetigkeit 
der Funktion cos x für jedes «. 
Hieraus ergibt sich nach dem Satz aus Nr. 67 sofort die Stetigkeit der Funktionen 


sın x 1 COS x 
tan 2 = —, seet= ——, cotr= ——, cosect = ——. 
coOSx COS X sın c sin x 


Eine Ausnahme bilden für die ersten beiden die Werte der Form (2k + 1) > für die 


cos x gleich 0 wird, und für die letzten beiden die Werte der Form kr, für die sin x 
gleich O wird. 


69. Einseitige Stetigkeit. Klassifikation der Unstetigkeitsstellen. Oben haben wir mit 
Hilfe der Beziehung (1) den Begriff der Stetigkeit einer Funktion f(x) im Punkt x, 
definiert. Bei der Berechnung des Grenzwertes (1) konnte sich x sowohl von rechts 
als auch von links dem Punkt x, nähern. Wir definieren jetzt den Begriff der ein- 
seitigen Stetigkeit bzw. der einseitigen Unstetigkeit einer Funktion in einem ge- 
gebenen Punkt. 

Man sagt, die Funktion f(x) sei im Punkt x, von rechts (bzw. von links) stetig, wenn 
die Limesbeziehungen | 


f%0 +0) = lim f(x) = f(x) 
I>7r,+0 
bzw.. 5 | (3) 
fit — 0) = lim fe) = fen) 
7°>7,—0 
erfüllt sind. Ist jedoch eine dieser Beziehungen nicht erfüllt, so hat die Funktion f(x) 
in dem Punkt x, von rechts (bzw. von links) eine Unstetigkeit. 

Bezüglich des linken (bzw. rechten) als endlich angenommenen Endpunktes des 
abgeschlossenen Intervalls 2, in dem die Funktion definiert ist, kann man offenbar 
auch nur von der rechtsseitigen (bzw. linksseitigen) Stetigkeit oder Unstetigkeit 
sprechen. Ist aber x, ein innerer. Punkt des Intervalls 2, d. h., stimmt x, mit keinem 
der Endpunkte überein, so ist die Gleichung (1), welche die Stetigkeit von f(x) in x, 
im gewöhnlichen Sinne zum Ausdruck bringt, genau dann erfüllt, wenn gleichzeitig 
beide Gleichungen (3) gelten. Mit anderen Worten, die Stetigkeit einer Funktion im 
Punkt x, ist gleichbedeutend mit ihrer gleichzeitigen Stetigkeit von rechts und von 
links in diesem Punkt. 
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Wir wollen jetzt die Stetigkeit und die Unstetigkeit einer Funktion f(x) im Punkt 
x, näher untersuchen. Dabei beschränken wir uns auf die rechtsseitige Stetigkeit bzw. 
Unstetigkeit. Wir setzen voraus, f(x) seiin einem Intervall [x,, %0 + R], h > 0, rechts 
von diesem Punkt definiert; alsdann sind folgende Bedingungen für die Stetigkeit 
notwendig und hinreichend: Erstens muß für von rechts gegen x, strebendes x der 
endliche Grenzwert f(x, + 0) der Funktion f(x) vorhanden sein, und zweitens muß 
dieser Grenzwert gleich dem Wert f(x,) der Funktion im Punkt x, sein. 

Daher kann man sich leicht klar darüber werden, unter welchen Bedingungen die 
Funktion f(x) im Punkt x, eine rechtsseitige Unstetigkeit hat. Es kann z. B. vor- 
kommen, daß zwar ein endlicher Grenzwert f(x, + 0) existiert, aber nicht gleich dem 
Wert f(x,) ist; eine solche Unstetigkeit heißt gewöhnliche Unstetigkeit oder Unstetig- 
keit erster Art.!) Es kann aber auch vorkommen, daß der Grenzwert f(x, + 0) un- 
endlich ist oder überhaupt nicht existiert; dann spricht man von einer Unstetigkeit 
zweiter Art. 

In Nr. 70 geben wir einige Beispiele dieser Unstetigkeiten an. 


Bemerkung. Wenn die Funktion f(x) im Punkt z= % nicht definiert ist (vgl. 
die Bemerkung in Nr. 66), so kann man sie nur dann zu einer in diesem Punkt stetigen 
Funktion machen, wenn die beiden Grenzwerte f(x, + 0) und f(x, — 0) existieren, 
endlich sind und übereinstimmen. Man spricht dann von einer hebbaren Unstetigkeit. 

Ist einer dieser Grenzwerte unendlich oder nicht vorhanden, so liegt eine Unstetig- 
keit zweiter Art (von der entsprechenden Seite) vor. 


70. Beispiele unstetiger Funktionen. 


1. Wir betrachten die Funktion y = E(x) = [x] (vgl. Abb. 8, S. 99). Ist x, keine ganze Zahl 
und E(x,) = m, also m <a, <m- 1, so gilt auch für alle Werte von x in dem Intervall 
(m, m + 1) die Beziehung E(x) = m, so daß die Stetigkeit der Funktion im Punkt x, unmittel- 
bar klar ist. 

Anders ist es, wenn x, gleich einer ganzen Zahl m ist. Von rechts ist E(x) dort stetig, weil 
rechts von x = m, nämlich für Werte von x in [m, m + 1), die Beziehung E(x) = m gilt, so daß 
auch Z(m + 0) = m = E(m) ist. Dagegen ist links von x = m,d.h. für Werte von zin [m — 1, 
m) offenbar Ex) = m — 1; hieraus folgt E(m — 0) = m — 1; also ist E(m — 0) = E(m); da- 
her hat £(x) im Punkt x = m eine linksseitige gewöhnliche Unstetigkeit, es liegt eine Sprung- 
stelle vor. 


2. Wir betrachten jetzt die schon in Nr. 46 untersuchte Funktion 
an __ 
een 


>00 22 --1 
n 


(ihre graphische Darstellung zeigt Abb. 28). Sie hat in den Punkten x = +1 sowohl von rechts 
als auch von links eine gewöhnliche Sprungstelle; es ist nämlich 


{+)=0, (-1-09)=fl1+0)=1, (-1+0)=- /1-0)=- — 
3. Für die für x = 0 definierte Funktion 


a) = 


ist der Punkt x = 0 eine Unstetigkeitsstelle zweiter Art, und zwar von beiden Seiten, da in 
diesem Punkt die Funktionen sowohl von rechts als auch von links oo wird: 


; 1 
/{+-0) — lim a = 00, f— —0) = lim — = —o 
x>+0% a 


‘) In diesem Fall sagt man auch, die Funktion f(x) habe im Punkt x, eine Sprungstelle; die 
Größe des Sprunges ist gleich f(x, + 0) — f(x,). 
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Abb. 28 


4. Die in Nr. 54, Beispiel 9, für x = 0 betrachtete Funktion 
f(x) = sin 3 
x 
hat im Punkt x = O eine Unstetigkeit zweiter Art, und zwar eine beiderseitige; ob x von rechts 


bzw. von links gegen 0 strebt, in keinem Fall existiert ein Grenzwert. 


5. Betrachten wir dagegen für x + 0 die Funktion 
Hz) = x - sin = 
x 


(vgl. Nr. 54, Beispiel 10), für die, wie wir wissen, der Grenzwert 


lim f(x) = 0 
zo 


existiert, so sehen wir, daß wir sie durch die zusätzliche Definition /{0) = 0 zu einer auch in 
x = 0 stetigen Funktion machen können. Vgl. dazu die Bemerkung in Nr. 66. 


6. Wir definieren durch 


fi(@)all®(a>1), fax) = aretan — 


für x + 0 zwei Funktionen und setzen überdies f,(0) = /,(0) = 0. 
Für die erste von ihnen gilt 


fı(+0) = lim al? = lima?= ©, f(—0) = lim all = lim ®=0, 
+0 2->00 >—0 z>—00 


so daß im Punkt x = 0 von rechts eine Unstetigkeit zweiter Art und von links Stetigkeit vor- 
liegt. Für die zweite ist 

fs(+0) = lim acrtan e = lim arctan 2 = 2, f.(—0) = La 
| z>+0 C  2->0 2 2 


im Punkt x = 0 liegt eine beiderseitige Sprungstelle vor. Man vergleiche dazu Abb. 29 und 30 
7. Wir betrachten noch die Dirichletsche Funktion (Nr. 46): 


x(z2) =1, wenn x rational, 
x(z2) = 0, wenn x irrational ist. 


Da sich in beliebiger Nähe eines rationalen Punktes irrationale Punkte befinden und um- 
gekehrt, existiert, wie auch immer x, in dem Intervall (—oo, oo) gewählt sein möge, der Grenz- 
wert von x(z) für <— x, nicht; somit liegt in jedem Punkt eine (beiderseitige) Unstetigkeit: 
zweiter Art vor. 
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Na] = 


y=arctan = 


"Abb. 30 


8. Wir definieren schließlich die Funktion f(x) in dem Intervall [0, 1] folgendermaßen: Ist x 
Fr > | 
rational und’gleich dem unkürzbaren Bruch 2, so sei f(x) = — ; für irrationales x setzen wir 


f(x) = 0.) Wir behaupten, daß diese Funktion in jedem rationalen Punkt gewöhnliche Un- 
stetigkeiten hat, in jedem irrationalen Punkt jedoch stetig ist. 
Es sei x, ein beliebiger Punkt in dem betrachteten Intervall. Wenn wir eine beliebige Zahl 


€ > 0 vorgeben, so existieren nur endlich viele natürliche Zahlen g, die nicht größer als 2 sind; 
. ee € ‚ 

das bedeutet, daß sich in dem Intervall nur endlich viele rationale Punkte nn befinden, für 

die f = — e = e gilt, Daher kann man um den Punkt x, eine Umgebung (x, — ö, 2, + ö) 


derart beschreiben, daß darin keiner dieser Punkte liegt (mit eventueller Ausnahme des 
Punktes x, selbst). Ist dann |x — x] < ö(& = x,), so gilt dort sowohl für rationales als auch 
für irrationales x die Beziehung |/(x)| < e. Somit existiert für jeden Punkt x, 


fo +)= fo -)=0. 
Ist x, irrational, so ist auch /(z,) = 0, d. h., in diesem Punkt ist die Funktion stetig; ist aber 
x, rational, so ist /(x,) = 0, und es liegt eine beiderseitige (gewöhnliche) Unstetigkeit vor. An 


diesem Beispiel erkennt man die vielfältigen, zum Teil völlig unanschaulichen Möglichkeiten, 
die in der abstrakten Definition der Stetigkeit stecken. 


1) Diese. Funktion wurde von BERNHARD RIEMANN (1826—-1866, deutscher Mathematiker) un- 
tersucht. 
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11. Stetigkeit und Unstetigkeit der monotonen Funktionen. Wir betrachten eine in 
einem Intervall 2 wenigstens im erweiterten Sinne (Nr. 57) monoton wachsende 
(bzw. fallende) Funktion /(x). Das Intervall 7 kann dabei endlich oder auch un- 


endlich, abgeschlossen oder auch halboffen bzw. offen sein. Über eine solche Funktion 
gilt folgender Satz: 


1. Eine monoton wachsende (bzw. abnehmende) Funktion f(x) kann in X höchstens 
Unstetigkeiten erster Art, d.h. Sprünge, haben. 


Wir wählen einen beliebigen Punkt x aus X, der aber nicht der linke Endpunkt 
sein soll. Auf den links von x liegenden Teil von 2 wenden wir den Satz aus Nr. 57 
über den Grenzwert einer monotonen Funktion an. Da für x < x,nach Voraussetzung 
fix) Ss f(x,) gilt, existiert der endliche Grenzwert 


0 — 0) = lim fa) < m). 


Stimmt er mit dem Wert f(x,) überein, so ist /(x) in x, von links stetig; anderenfalls 
liegt ein Sprung vor. 
Analog überzeugen wir uns davon, daß in jedem Punkt x, aus X, der nicht der 
rechte Endpunkt ist, f(x) entweder von rechts stetig ist oder eine Sprungstelle hat. 
Mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes läßt sich leicht ein Kriterium für die Stetig- 
keit einer monotonen Funktion herleiten, das für die Anwendungen nützlich ist: 


2. Sind die Werte einer in einem Intervall X monoton wachsenden (bzw. fallenden) 
Funktion f(x) in einem Intervall Y enthalten und füllen sie es lückenlos aus, so daß also 


jeder Wert yaus U von f{x) mindestens einmal angenommen wird, so ist diese Funktion 
in X sietig.!) 


Beweis. In irgendeinem Punkt x, aus 2 möge f(x) eine Unstetigkeit besitzen, 
beispielsweise von links; wie wir gesehen haben, könnte es sich dabei nur um einen 
Sprung handeln. Es existiert also der Grenzwert f(x, — 0), und dieser Wert ist 
kleiner als f(x,). Wegen x <x, ist f(x) < f(x, — 0), und für > x, ist offenbar 
f(x) = f(x,). Daher kann f(x) keine Werte y annehmen, die zwischen den Zahlen 
f(x, — 0) und /(x,) liegen und dem Intervall l/ angehören. Das widerspricht aber der 
Voraussetzung des Satzes. Somit kann f(x) keine Unstetigkeit besitzen. 


In Nr. 72 geben wir eine Reihe von Beispielen für die Anwendung dieses äußerst 
nützlichen Satzes. 


72. Die Stetigkeit der elementaren Funktionen. Für einige elementare Funktionen 
haben wir die Stetigkeit schon in Nr. 68 bewiesen. Unter Benutzung des Satzes 2 aus 
Nr. 71 läßt sich die Stetigkeit von a* oder sin x leicht auf andere Art zeigen. 

Die Funktion y = a” (a > 1) wächst im Intervall 2° = (—oo, oo) monoton. Ihre 
Werte sind positiv und füllen das ganze Intervall // = (0, oo) aus, wie aus der Exi- 
stenz der Funktion x = log, y für jedes y > 0 folgt (vgl. Nr. 20). Daher ist die Ex- 
ponentialfunktion für jedes x, stetig. 


Analog folgt die Stetigkeit von y = sinx für jedes x, etwa aus 7 = 7% ıR 


= 92’ 27 ’ 
aus der Monotonie von sin x in diesem Intervall und der Tatsache, daß diese Funk-: 
tion dabei jeden Wert zwischen —1 und +1 annimmt. (Das läßt sich geometrisch 


1) Die hier formulierte Bedingung, daß die Funktionswerte das Intervall Y ausfüllen, ist für 
die Stetigkeit einer monotonen Funktion hinreichend; später (Nr. 82) werden wir uns davon 
überzeugen, daß sie auch notwendig ist. 


10 Fichtenholz I 
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leicht einsehen.) Das gilt auch für jedes Intervall der Form 
ir — 2 kr. + 5 (k=0, +1, +2,...). 


Es sei darauf hingewiesen, daß wir uns im Grunde bei der Einführung der trigono- 
metrischen Funktionen auf Schulkenntnisse stützen. - 

Interessanter sind für uns jedoch neue Resultate, die sich aus der Anwendung des 
erwähnten Satzes ebenso leicht ergeben. Wir setzen also die in Nr. 68 begonnene 
Aufzählung der elementaren Funktionen fort. 


5. Die Logarithmusfunktion y = log, x (a >0,a #1). Füra > 1, worauf wir uns 
beschränken wollen, wächst sie für x aus 2 = (0, oo). Dabei nimmt sie offenbar jeden 
Wert y aus Y = (—, oo) an, nämlich für x = a®. Also ist sie stetig. 

6. Die Potenzfunktion y= x" (u=0) wächst für wachsendes 0 <x< x, falls 
u > ist, und fällt für » < 0. Dabei nimmt sie jeden positiven Wert y an, nämlich 
für x = y!!#. Also sie ist stetig.!) 


7. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen: 
y=arcsıinz, y=arccosx, y=arcanx, y= arccotr. 


Die ersten beiden sind stetig in [—1, 1], die letzten beiden in (—oo, 00); den Beweis 
überlassen wir dem Leser. 

Zusammenfassend können wir also sagen, daß die elementaren Funktionen in allen 
Punkten ihres Definitionsbereichs — in ihren natürlichen Definitionsbereichen — 
stetig sind. 


73. Verkettung stetiger Funktionen. Umfassendere Klassen stetiger Funktionen 
können durch Verkettung von Funktionen (vgl. Nr. 51), deren Stetigkeit schon be- 
kannt ist,.erhalten werden. 

Dabei ist folgender Satz grundlegend: 


Satz. Die Funktion g(y) sei im Intervall Y definiert, die Funktion f(x) im Inter- 
vall X ; dabei sollen die Werte von f(x) nicht außerhalb von UY liegen, wenn x das Inter- 
voll X durchläuft. Ist f(x) im Punkt x, aus X und o(y) in dem entsprechenden Punkt 
Yy = !(%) aus U stetig, so ist auch die zusammengesetzte Funktion olfz)) in x, stetig. 


Beweis. Es sei & > 0 vorgegeben. Da p(y) in y = y, stetig ist, gibt es zu diesem e 
ein o > 0 derart, daß aus |y — y,| < o die Beziehung |g(y) — a(yo)| < e folgt. 

Da andererseits f(x) in x = x, stetig ist, gibt es zu diesem o ein ö6 > 0 derart, daß 
aus | — X] < 6 die Beziehung |f(z) — (x)| = |f{x) — Yo] < o folgt. Auf Grund der 
Wahl von o folgt hieraus also für |e — x,| < 6 


rirte)) — Pla) = rlfe)) — Flie))| < e- 
Damit ist in der e-ö-Sprache die Stetigkeit von ol/z)) in x, bewiesen. 
1) Im Fall # > 0 kann man den Wert 0 zum Variationsbereich von x hinzunehmen, ebenso 
dann zum Wertebereich %; für « < O0 muß man den Wert O ausschließen. Ist ferner it eine 
ganze Zahl +n oder ein Bruch + 2 mit ungeradem Nenner, so kann man die Potenzfunktion 


auch für x < 0 betrachten. Die Stetigkeit für diese Werte läßt sich ganz analog beweisen. 
(Vgl. die Bemerkung auf S. 100). 
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Stellt man beispielsweise die Potenzfunktion x# (x > 0) als zusammengesetzte 
Funktion in der Form 


gB — erlnz 


dar, also durch Verkettung der Logarithmus- und der Exponentialfunktion, so er- 
gibt sich ihre Stetigkeit aus der Stetigkeit der letztgenannten Funktionen. 


«4. Lösung einer Funktionalgleichung. Zur Erleichterung der Darlegungen der nächsten 
-Nummern befassen wir uns jetzt mit folgender Aufgabe, die auch für sich von Interesse ist!): 
Man bestimme alle im Intervall (— co, oo) stetigen Funktionen f(x), die für beliebige x und y der 
Bedingung | 


Ke+y)=lMa) + My) (A) 
genügen. 

Die Gleichung (A) ist das einfachste Beispiel einer sogenannten Funktionalgleichung, welche 
also für eine gesuchte Funktion eine gewisse Eigenschaft zum Ausdruck bringt, die diese Funk- 
tion zu bestimmen gestattet. Wir sollen also alle stetigen Lösungen von (A) ermitteln. 

Man sieht leicht, daß die lineare Funktion 


fx) = cx (c = const) (a) 
der Gleichung 


le ty)=cr + cy 
genügt. Die Frage besteht also weiter darin, ob dies (für beliebige c) die einzigen stetigen Lösun- 
gen von (A) sind. 

Um zu zeigen, daß dies wirklich der Fall ist, nehmen wir an, wir hätten eine stetige Funktion 
f(x) gefunden, welche die Gleichung (A) befriedigt, und zeigen, daß sie notwendigerweise die 
Gestalt (a) hat. 

Zunächst läßt sich durch Induktion die Beziehung (A) leicht auf den Fall von n Summanden 
verallgemeinern: 


fe +y+.+)=-Me)+fy) ++ f@). (4) 


Nimmt man sie nämlich für irgendein n > 2 als gültig an, so folgt für n + 1 Summanden 


Katyt+t+2+W)=fMetryr ta) + Mu) 


Venssntsenmturätse, nn” a 
n n 


= (fa) +) +++ F@a)1 + fu). 
Setzt man in (4J)nunz=y= -- = 2, so folgt 


Ina) = nf(e). (5) 


1 ne 1 1 R ER: 
Ersetzt man x durch — x, so ergibt sich / (> ) —: — f(x), also, wenn x = mz für natürliches 
m gesetzt wird, “ 2 2 


(m) =. (6) 
N N 
Aus (A) erhalten wir ferner für x = y = 0 
(0) = 2/0), (7) 


t) Über die Bedeutung von Funktionalgleichungen in der Mathematik und den Anwendungen 
vgl. der fortgeschrittene Leser etwa J. AczEL, Vorlesungen über Funktionalgleichungen und 
ihre Anwendungen, Berlin bzw. Basel/Stuttgart 1961. — Anm.d. Red. 
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also f(0) = 0. Setzt man jetzt y= —x und berücksichtigt (7), so findet man f(—x) = — f(x), 
so daß f(x) mit x das Vorzeichen wechselt. Nun folgt aus (5) 


Mn) = —fnz) = —nf«) (8) 
und allgemein aus (6) 
(22) = -% 1) (9 
N N 


Die Beziehungen (5) bis (9) lassen sich in der Form 


firx) = rf(e) 
zusammenfassen, die für jedes reelle x und jedes rationale r gilt. Setzt man hierin x = 1 und 
bezeichnet /(1) mit c, so ergibt sich 
fir) = er. 
Damit haben wir die Gestalt der Funktion f wenigstens für rationale Argumente bestimmt. 
Dabei wurde lediglich die Bedingung (A), aber noch nicht die vorausgesetzte Stetigkeit von f 
benutzt. 
Es sei nun o ein ?rraiionaler Argumentwert. Dann wählen wir eine gegen o konvergierende 
Folge rationaler Zahlen | 
EUR SARRSER 
beispielsweise die Folge der die Zahl o approximierenden endlichen Dezimalbrüche. Nach dem 
Obigen ist 
fr) = (cr, (n = 1,2,3, u) 
Gehen wir für n — oo zur Grenze über, so erhalten wir rechts co, links, da f stetig sein sollte, 


lim /{r„) = /(e), 
also in der Tat 

Ko) =. 
Somit hat die gesuchte Funktion für alle reellen Argumente die Gestalt (a). Diese Formel liefert 
also die allgemeinste Lösung der Gleichung (A) in der Klasse der stetigen Funktionen. 


75. Charakterisierung der Exponential-, der Logarithmus- und der Potenzfunktion durch 
Funktionalgleichungen. 


1. Ist 
a)=a” (a>0), (b) 
so gilt für alle reellen x und y die Beziehung 
fe+y)= IR) /W), (B) 


entsprechend der wohlbekannten Potenzregel 
art) — atad. 


Es zeigt sich, daß in der Klasse der stetigen Funktionen die Bedingung (B) die Exponential- 
funktion vollständig charakterisiert. Genauer: | 

Die einzige in (— oo, 06) definierte und dort stetige Funktion, die der Bedingung (B) genügt, ist 
[abgesehen von der Funktion f(x) = 0] die Exponentialfunktion. 

Mit anderen Worten: Die Formel (b) liefert (mit der erwähnten Ausnahme) die allgemeinste 
Lösung der Funktionalgleichung (B) in der Klasse der stetigen Funktionen. 

Zum Beweis betrachten wir eine von f(x) = 0 verschiedene, überall definierte und stetige 
Funktion f(x), für die (B) erfüllt ist. . - 

Es gibt also ein x, mit /(z,) # 0. Setzen wir in (B) für y den Wert x, — x, so folgt 


Kx) Ko — x) = Mao) #0. 
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Also ist f(x) für jedes x von O verschieden. Für x = y = = folgt aus (B) die Beziehung 


= [1(5)l- 


und es zeigt sich, daß f(x) überall positiv ist. Daher können wir (B) logarithmieren (etwa zur 
Basis e): 
nietry=iafe) +infy. 
Setzt man 
= In fe), 
so ist p als mittelbare Funktion stetig (Nr. 73) und genügt offenbar der Bedingung 
plz +yY) = yle) + pl), 
deren allgemeine Lösung nach dem Vorhergehenden durch 
o(x) =Infix) =cz (c= const) 
geliefert wird. Hieraus folgt f{x) — e? = (e‘)* = a?, was zu beweisen war. 
2. Ist 


fx) = log, (a>0,a #1), (ec) 
so gilt für alle positiven x und y 
Kay) = fa) + IWW). (C) 


Das entspricht der Regel für die Logarithmierung eines Produkts: 

log, xy = log, + log, y. 
Diese Beziehung reicht — zusammen mit der Stetigkeit — zur Charakterisierung der Logarith- 
musfunktion aus: 

Die einzige im Intervall (0, oo) definierte und dort stetige Funktion, die der Bedingung (C) 
genügt, ist neben der Funktion f(x) = 0 die Logarithmusfunktion, so daß die allgemeinste Lösung 
der Funktionalgleichung (C) die Funktion (c) ist. 

Zum Beweis betrachten wir eine für x > 0 stetige Funktion, die (C) genügt. Wir führen durch 
x = e, also £ = Inz, eine im Intervall (—oo, oo) variierende Variable & ein. Ferner setzen wir 

p(E) = flet), also f(x) = g(In x). Die nach Nr. 73 stetige Funktion p(&) genügt der Bedingung 
[vgl. (O)] 
pl + n) = Het") = f{efe”) = (ei) + Fler) = PlE) + Pn): 


also einer Bedingung von Typ (A). Somit ist 9(&) = c&, also f{x) =cInxz, Wegen f(x) #0 
ist c = 0 ausgeschlossen; also kann man a = et/° setzen und 


f(x) = log, & 
schreiben. Damit ist alles bewiesen. 
3. Für 
(x) = x# (d) 
gilt offenbar die Funktionalgleichung 
fzy) = f«) Iy) (D) 


für alle positiven x und y, denn es ist (2y)* = x"y#. Diese Beziehung charakterisiert (zusam- 
men mit der Stetigkeit) die Potenzfunktion: 

Die einzige von f(x) = 0 verschiedene, in (0, 00) definierte und dort stetige Funktion, die der 
Beziehung (D) genügt, ist die Potenzfunktion. 

Ist nämlich f(x) eine für & > 0 stetige Funktion, die (D) Be so machen wir dieselbe 
Substitution x = e? wie oben. Dann folgt für o(£) 


plE + n) = Het") = fe7e”) = f(e‘) f{e”) = Y(E) pn); 
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also eine Beziehung vom Typ (B). Wir wissen aber, daß, vom trivialen Fall abgesehen, 
p(d)= a (a> 0) 

ist. Daraus folgt 
f{x) = alnz = zu 

mit u = Ina, was zu beweisen war. 


76. Funktionalgleichungen der trigoenometrischen Funktionen und der Hyperbeliunktionen- 
4. Ist 
f(x) = cosax bzw. f(x) = coshar (a =0), (e) 
so gilt für reelle beliebige x, % 
y+s) + My —-») = 2a) My). (E) 


Das folgt sofort aus den Additionstheoremen 


cos (y+ x) = cosxcosy Fsinzsiny, 


cosh (y + x) = cosh x cosh y + sinh x sinh y 


(vgl. Nr. 48, Funktionenklasse 6). Die Funktionalgleichung (E) genügt (zusammen mit der 
Stetigkeit) zur vollständigen Charakterisierung der beiden Kosinusfunktionen: 

Die einzigen in (—%0, 00) definierten und dort stetigen Funktionen, die der Funktionalglev- 
chung (E) genügen, sind der trigonometrische und der hyperbolische Kosinus (e) [außer der Funk- 
tion f{x) = 0]. 

Es sei also f(x) stetig für alle x und genüge (E). Wir setzen x = 0 und nehmen für y einen 
Wert, für den f(y) = 0 ist; dann folgt 


X) =1. (10) 
Für y = 0 ergibt sich 
f-:2) = fa), (11) 


also ist f(x) eine gerade Funktion. 

Da die stetige Funktion f(x) für x = 0 positiv ist, gibt es eine positive Zahl c derart, daß f(x) 
im ganzen Intervall [0, c] positiv ist. Die folgenden Überlegungen verlaufen auf zwei verschie- 
denen Wegen, je nachdem, ob («) f(c) S 1 oder (ß) f(c) > 1 ist. Wir beginnen mit dem Fall (x). 


Wegen 0 < f(c) s 1 gibtesein O6 mit 0 SQ < = derart, daß 
f(e) = cos 9 (12) 
ist. Nun schreiben wir (E) in der Form 
fKy +2) = 2a) Ky) — My — ®) 
und setzen nacheinander 
t=c, y=6c; z=c, yJ=2ec; x=c, y=dec; 
usw. Unter Berücksichtigung von (10) und (12) erhalten wir 
f{2c) = 2co®9 — 1 = cos29, 
f(3c) = 2 cos 6 - cos 20 — cosO = cos 36, 
f(4c) = 2 c0s 0 - cos 30 — cos 20 —= cos 40, 


usw. Durch Induktion folgt für jedes natürliche m 


{mc) = cos md. (13) 
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1 | 
Setzt manin(E)nunz=y= — c, so erhält man, wieder unter Berücksichtigung von (10) 
und (12), 2 


[ = )| 2 (0) — fe) _1-+cos6 _ E +0]; 
2 2 


2 2 


da f(x) zwischen 0 und c und cos x zwischen O und 0 positiv ist, kann man auf beiden Seiten die 
Wurzel ziehen und erhält 


Ebenso findet man aus (E) für = y= - C 


1 1 | 
(zw 0) = 0005. 0 MT 2,35 (14) 


Durch Wiederholung des Verfahrens, durch das wir von (12) zu (13) gelangten, kommen wir 
von (14) zu 


Für positive x-Werte der Form = ist also 


flex) = cos ®r. (15) 


Nun kann man aber jede positive Zahl als Limes von Zahlen dieser Form erhalten (als endlichen 
oder unendlichen ‚‚Dualbruch‘), so daß man durch Grenzübergang [unter Berücksichtigung 
der Stetigkeit von /(x) und cos x] die Gültigkeit der Formel (15) für alle x > 0 nachgewiesen 


hat. Für x < 0 folgt sie aus (11) und für x = 0 aus (10). Ersetzt man in (15) x durch Z und 
setzt — = 4, so ergibt sich schließlich j 
fx) = cos ar. 
Im Fall (8) gilt /(c) > 1. Dann gibt es ein 9 mit 
f{c) = cosh ®. 


Durch Wiederholung der Überlegungen erhält man unter Berücksichtigung der bekannten 
Formeln für den hyperbolischen Kosinus 
H{x) = cosh ar (a>0). 


Für a = 0 ergibt sich in beiden Fällen f(x) = 1. 
Die Funktionalgleichungen (A) bis (E) wurden zuerst von CAUcHY untersucht, der auch die 
stetigen Lösungen fand. 


77. Berechnung von Grenzwerten mit Hilfe der Stetigkeit von Funktionen. Die Stetig- 
keit von Funktionen wird vielfach zur Berechnung von Grenzwerten benutzt.?) 
Wir wollen nun einige Beispiele dieser Art behandeln. 


1) Tatsächlich haben wir das ebenfalls schon getan. Beispielsweise haben wir in Nr. 56, Bei- 


spiel 3, die Stetigkeit von Yx für x = 1 nachgewiesen und sie benutzt, und in Beispiel 5 (b) 
haben wir dasselbe für cos zin x = 0 durchgeführt. 
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1. Für jedes reelle x gilt 
n 
'im (142) = er. 
Nn—00 N 


In der Tat kann man den betrachteten Ausdruck (wenn x + 0 vorausgesetzt wird) in der Form 


+37 


darstellen. Da — gegen 0 strebt, konvergiert die diskrete Veränderliche in der eckigen Klammer 
n 


gegen e [vgl. Nr. 54, Formel (13)]; dann hat auf Grund der Stetigkeit der Potenzfunktion (hier 
ist x konstant) der ganze Ausdruck den Grenzwert e*®. 


2. Man bestimme den Grenzwert 
% 
im Ve Fern -2 (0-0), 
>09 
wobei @,, @g5 «.., @, gegebene konstante Zahlen sind. 
Wir benutzen die Identität 


yk—_ gi 


y-z2= 


Bet I me ee 
und setzen hierin y = Y(x + a,)--(z= + a,) und 2 = x. Dann läßt sich der betrachtete Aus- 
druck in der Gestalt 


(x + a) (8 + a,) — af 


Andy + 40 + Apr 
(a + + a) + + N 
x ar 


(er 2)-04+%))" EREREN 


darstellen. Für x — oo strebt der unter der Wurzel stehende Ausdruck gegen 1; folglich hat die 


k 
Wurzel selbst den Grenzwert Y1 = 1, da die Wurzel als Spezialfall der Potenzfunktion stetig 
ist. Da das im Nenner stehende Polynom (k — 1)-ten Grades ebenfalls eine stetige Funktion ist, 
strebt der Nenner gegen k, und der Grenzwert des Bruches wird 


4 +4 tr -b a, 
k 3 


3. Wir wenden uns wieder dem Satz aus Nr. 33, Beispiel 13, zu. Es sei @, > 0, und es gelte 
@„ —> a; wir beschränken uns auf 0 <a < x. Nun wenden wir den erwähnten Satz auf die 
Folge {In«a,} an. 

Wegen Ina, — Ina (da die Logarithmusfunktion stetig ist) gilt 


Ina, + a — Ina, er 


- Ina. 
Nn 


lim In Ya, - -- a, — lim 


Da die Exponentialfunktion stetig ist, ergibt sich 


n RN 
Ya, 0, Ze Var...an — eins — a. 


Mit Hilfe der Grenzwerte aus Nr. 54, Beispiel 1 und 2, läßt sich dieses Resultat auch auf die 
Fällea = 0 und a = oo erweitern. 
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Somit erhalten wir folgende Fassung des erwähnten Satzes: 


Wenn eine positive diskrete Veränderliche a, einen (endlichen oder unendlichen) Grenzwert hat, 
so hat die diskrete Veränderliche | 


n 
b, = VaıQg° an 
denselben Grenzwert. 
4. Wenn wir diesen Satz auf die Folge 
Q, da An Anıı 
9 u TI 
0, 4 An-ı 


anwenden, so erhalten wir die interessante Folgerung 
n 
._ 4 
lim Ya, = lim Ei 
n 


unter der einzigen Voraussetzung, daß der zweite dieser Grenzwerte existiert. 
Als Beispiel bestimmen wir den Grenzwert 


In! 


lim _— . 
n 
n! 
Wenn wir a, == — setzen, erhalten wir 
N 


A n31 IR (n - 1)! ‚n! 1 


ee ne (Gin 


= 2: = > 
Ay (n + 1)"t nn ( ii .) e 
n 
Somit ist der gesuchte Grenzwert gleich nn. 
e 


5. Wir bestimmen eine Reihe wichtiger Grenzwerte, die wir im folgenden Kapitel 
benutzen werden: 


(2) lım log, (1 + 0) — log, © (9) ; 


a—0 & 
al 0 
m in be) 
. d+or—1 _ TAU 
(ec) un | x —=M, 0 j 
Es gilt i 
ut — log, (1 + oJ". 


Da der auf der rechten Seite unter dem Logarithmus stehende Ausdruck für « —0 
gegen e strebt [Nr. 54, Formel (13)], strebt (infolge der Stetigkeit der Logarithmus- 
funktion) ihr Logarithmus gegen log, e, w38 zu beweisen war. 

Als Spezialfall der soeben bewiesenen Formel vermerken wir noch den Fall, daß es 
sich um den natürlichen Logarithmus (a = e) handelt: 


im mit) _ 1. 


«0 x 
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In der Einfachheit dieser Beziehung liegt im Grunde der Vorteil, den das System der 
natürlichen Logarithmen bietet. 
Wir wenden uns jetzt der Formel (b) zu und setzen a — 1 = ß; für x —0 gilt 
dann auf Grund der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch 8 — 0. 
Ferner gilt «x = log, (1 + f), so daß sich unter Benutzung der schon bewiesenen 
Ergebnisse die Beziehung 
ER ee I") 41 —_n 
ag ra A ec Bar re 


ergibt, die zu beweisen war. 
Wenn wir insbesondere x = — (n =1,2,3,...) setzen, so erhalten wir die inter- 
n 


essante Formel 


lim „(Ya - ı) —=Ina (©-0). 


Schließlich setzen wir zum Beweis der Formel (c) 
11+o—1=B. 


Für & — 0 gilt (auf Grund der Stetigkeit der Potenzfunktion) auch $# — 0. Wenn wir 
die Beziehung (1 + a)" = 1 + ß logarithmieren, erhalten wir 


uln(!+o)=In(1+ P). 


Mit Hilfe dieser Beziehung formen wir den Ausdruck folgendermaßen um: 


d+oPr-1_ß__B  hl+ta) 
& x In(i+Bß) & 
Nach dem Bewiesenen streben die beiden Quotienten 
ß In(1+) 
ni) und : 


gegen 1, so daß das Produkt den Grenzwert u hat, was zu beweisen war. 
Der in Nr. 56, Beispiel 3, betrachtete Grenzwert ergibt sich hieraus als Spezialfall 
für ur. 


8. Potenz-Exponentialausdrücke. Wir betrachten jetzt den Potenz-Exponential- 
ausdruck u”, wobei u > O0 und v Funktionen von ein und derselben Veränderlichen x 
ın dem Variationsbereich X sind, der den Häufungspunkt x, hat; insbesondere kön- 
nen das zwei Folgen {w,} und {v,} sein. 
Es mögen die endlichen Grenzwerte 
imu=a und limv=b 
d->T CL 
existieren, wobei a > 0 ist. Es ist der Grenzwert des Ausdrucks u® zu bestimmen. 
Wir stellen den Ausdruck in der Form 


ur > erinu 
dar. Die Funktionen v und In x haben die Grenzwerte 


imvo=b, lIiminv=Ina 
i>L a 


(hier wird die Stetigkeit der Logarithmusfunktion benutzt), so daß 


limvlnsv=blna 
IL 


ist. Hieraus folgt auf Grund der Stetigkeit der Exponentialfunktion schließlich 


mut = emt=n9, 
IX 
Den Grenzwert des Ausdrucks u” kann man immer in den Fällen bestimmen, in 
denen der (endliche oder unendliche) Grenzwert c des Produkts v» In v bekannt ist. 
Für endliches c ist der gesuchte Grenzwert offenbar e‘; ist jedoch c = — oo oder oo, so 
wird dieser Grenzwert 0 bzw. oo (Nr. 54, Beispiel 1). 
Die Bestimmung des Grenzwertes c = lim {v In u} ist bei gegebenen Grenzwerten 
a und b immer möglich, mit Ausnahme der Fälle, in denen dieses Produkt (für 
x —x,) ein unbestimmter Ausdruck der Form oo -0 ist. Man kann sich leicht über- 
legen, daß die Ausnahmefälle folgenden Kombinationen der Werte @ und b ent- 
sprechen: 


a=1, b=+w, 
a=ß0, b=0, 
a=x, db=0. 


In diesen Fällen sagt man, der Ausdruck u? sei ein unbestimmiter Ausdruck der 
Form 1%, 0°, 00°.1) Um hier die Frage nach dem Grenzwert des Ausdrucks u’ zu be- 
antworten, genügt es nicht, die Grenzwerte der Funktionen u und v zu kennen, son- 
dern man muß außerdem die Vorschrift berücksichtigen, nach der die Variablen selbst 
gegen ihre Grenzwerte streben. 


n 
Die diskrete Veränderliche [1 + Er liefert für n — oo [bzw. der allgemeinere Ausdruck 
n 


(1 + a)YU« für & — 0] ein Beispiel für einen unbestimmten Ausdruck der Form 1%, Der Grenz- 


wert ist in beiden Fällen e. In Nr. 77, Beispiel 4, haben wir die diskrete Veränderliche = 
n 


ı\ı/n | 
= & betrachtet, die einen 'unbestimmten Ausdruck der Form 0® liefert. Schließlich er- 
ie | 


gibt die in Nr. 52, Beispiel 10, untersuchte Variable Yn einen unbestimmten Ausdruck der 


Form 0°, 
Wir geben nun noch einige Beispiele für die Auswertung unbestimmter Ausdrücke anderer 


Form an. 


79. Beispiele. 
1. Man bestimme 


lim (In 2)? (00°). 
2-—>C00o 


Wenn wir den gegebenen Ausdruck mit y bezeichnen, erhalten wir (vgl. Nr. 54, Beispiel 2 
und 5) 

Ian In (In x) _ In (In x) ‚Inx = (2). 

In x x 


sodaß y—e’ = 1 gilt. 


1) Zu diesen Symbolen könnte man das in der Fußnote auf 8. 61 Gesagte wiederholen. 
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2. Man bestimme 
lim „sin? (0°). 
z—0 
Hier ist (vgl. Nr. 54, Beispiel 7 und5)Iny=sinz-Inr = 
y>1. 
3. Jetzt kann man das Beispiel1 aus Nr. 76 folgendermaßen verallgemeinern: Strebt x, 
gegen x (x endlich), so ist 


lim ( + =); — e® (1%). 


no 


sin x 


-zInz—0, also wieder 


Zum Beweis genügt es, diesen Ausdruck in der Form 


(+3j"7 
n 


darzustellen; die Basis strebt hier gegen e, der Exponent gegen z. 
4. Hierauf kann man das folgende Beispiel zurückführen: 
n 
lim (o0s Z + Asin r — ei2 (1), 
n—09 N N 


Setzen wir den Ausdruck in der Klammer gleich 1 + u so erhalten wir 


n 
. x 
sin — 1— cos — 
.% ER n n 
u =n-|eos——1+/sn—|=4r- _- 1 —>/ 
n n x x 
N N 


usw. 
5. Analog läßt sich das Beispiel 


für a,b > 0 erledigen. Hier setzen wir 


un ER era), 


so daß sich auf Grund einer speziellen Folgerung aus Nr. 77, Beispiel 5 (b), 
2, > (Ina + Ind) = In ab 


ergibt; der gesuchte Grenzwert ist tatsächlich gleich elnYab — Yab. 


6. Schließlich betrachten wir noch den Grenzwert 


1 BR. - 1 
5 eur pe i X en, 7 x er 1 
lim (cos x)’ — im | [1 — 2sin —) Zinn] tn eo 2 — — (1%). 
5 2 2 


z—0 z—0 


Der Leser sieht, daß man im Fall eines unbestimmten Ausdrucks der Form 1% zweck- 
mäßigerweise immer auf die Exponentialform zurückgreift. 

Wie schon gesagt, werden allemeine Methoden zur Auswertung unbestimmter Ausdrücke 
aller Formen in Kapitel IV (84) angegeben. 
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S5. Eigenschaften der stetigen Funktionen 


80. Der erste Zwischenwertsatz. Wir befassen uns jetzt mit der Untersuchung einiger 
grundlegender Eigenschaften von Funktionen, die in einem Intervall stetig sind. 
Diese Eigenschaften sind nicht nur an sich interessant, sondern liefern auch die 
Grundlage verschiedener Überlegungen, die wir später noch anzustellen haben. 


Wir beginnen mit folgendem einfachen Satz, den man BoLZAno und CAucHY ver- 
dankt. 


Erster Satzvon BoLzano-CAaucHy. Die Funktion f(x) sei im abgeschlossenen 
Intervall [a, b] definiert und stetig und habe in den Endpunkten Werte verschiedenen 
Vorzeichens. Dann gibt es einen Punkt c zwischen a und b, in dem die Funktion den 
Wert 0 annimmt: 


cd)=0 (a<e<b)., 


Dieser Satz hat eine sehr einfache geometrische Bedeutung: Verläuft eine stetige 
Kurve auf verschiedenen Seiten der x-Achse, so muß sie diese schneiden (Abb. 31). 


Abb. 31 


Erster Beweis. Einen ersten Beweis führen wir nach der Bolzanoschen Methode 
(Nr. 41), durch Intervallschachtelung!). Um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, 
nehmen wir an, es sei f{a) <0, f(b) > 0. Dann halbieren wir das Intervall; der 


Mittelpunkt ist offenbar z = A Es kann. sein, daß f(x) dort den Wert 0 hat; dann 
ist e=- 2 E Ist aber f - = e #0, so muß f(x) in den Endpunkten mindestens 
eines der Intervalle = _ 5 _ ir Ö ‚b| Werte verschiedenen Vorzeichens an- 


nehmen, und zwar den negativen am linken Ende, den positiven am rechten Ende. 
Bezeichnen wir dieses Intervall mit [«a,, 5], so ist also 


f(aı) < 0, (bı) > 0 


1) In der Praxis ist dieses Verfahren zeitraubend und unzweckmäßig. In Kapitel IV, $5, wer- 
den wir bessere Verfahren kennenlernen. — Arm. d. Red. 
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Dieses Intervall halbieren wir weiter. Hat f(x) im Mittelpunkt den Wert 0, so sind 
wir fertig. Sonst bezeichnen wir mit [a,, d,] das (bzw. eines der) Intervall(e), für 
welches 

!(a;) < 0, f(;) > 0 
ist. Diesen Prozeß setzen wir fort. Dann kommen wir entweder nach endlich vielen 
Schritten zu einem Mittelpunkt, in dem f(x) den Wert 0 hat, und der Satz ist bewiesen, 
oder wir erhalten eine unendliche u re Re Nur auf diesen Fall müssen 


wir näher eingehen. Im n-ten Intervall -[a,, d,] (rn = 1, 2,...) gilt 
fa.) <0, fb.)>d, (1) 
und offenbar ist 
b—a 
—a, = . 2 
b, An 9’n ( ) 


Unsere Intervallschachtelung genügt aber dem Intervallschachtelungssatz aus 
Nr. 38; denn nach (2) ist lim (b, — a,) =. Daher existiert ein Punkt c aus [a, b], 
für den 
lim a, = limb, = c 
ist. Nun zeigen wir, daß für dieses c die Funktion f(x) den Wert O0 annimmt. 
Gehen wir hierzu in den Ungleichungen (1) zur Grenze über und benutzen dabei 
die Stetigkeit von f(x) im Punkt x = c, so erhalten wir 


ftc) = lim f{a,) <s0 und f(c) =lmfb,) 0. 
Also ist in der Tat f(c) = 0, und der Satz ist bewiesen. 


Nachstehend geben wir für diesen Satz einen zweiten Beweis, dem ein anderer Ge- 
danke zugrunde liegt. Zunächst erwähnen wir das folgende triviale Lemma. 


Lemma. Ist f(x) ın x = x, stetig und ist f(x.) =F 0, so hat f(x) in allen dem Punkt 
x, hinreichend benachbarten Punkten x dasselbe Vorzeichen wie in %p. 


Das folgt aus der Aussage2 aus Nr. 55, I, wobei der Wert /(x,) die Rolle des 
Grenzwertes A der Funktion übernimmt [das geht, da f(x) stetig ist]. 


Zweiter Beweis. Wir betrachten alle Punkte x = z aus [a, b], in denen f{z) < 0 
ist. Zu ihnen gehören beispielsweise der Punkt a und nach dem Lemma noch weitere, 
zu a benachbarte Punkte. Die Menge {x} ist durch die Zahl 5 nach oben beschränkt. 
Wir können also c = sup {£} setzen (vgl. Nr. 11); wir behaupten, daß f(c) = 0 ist. 

Andernfalls wäre entweder f(c) < 0 oder f(c) > 0. Im ersten Fall wäre sicher c < b; 
denn nach Voraussetzung ist f(b) > 0. Nach dem Lemma gäbe es dann rechts von c 
noch Werte z&, für die f(£) < 0 wäre, und das widerspricht der Definition von c als 
einer oberen Schranke von {&}. Wäre aber f(c) > 0, so wäre (wieder nach dem Lemma) 
auch für Punkte x links von c die Funktion positiv, etwa in (c — 6, c], und dann wäre 
wieder c nicht obere Grenze der Menge {#}. Damit ist der Satz bewiesen. 


Die Forderung, daß ff (2) im abgeschlossenen Intervall [a, b] stetig ist, ist wesentlich: 
Eine Funktion, die in einem Punkt eine Sprungstelle hat, kann von negativen zu po- 
sitiven Werten übergehen, ohne den Wert 0 anzunehmen. Das ist beispielsweise für 


die Funktion f{x) = [x] — u der Fall, die den Wert O0 nicht annimmt, obwohl 
1 
(0) = a fi) = Eur ist. Die Sprungstelle liegt in x = 1. Der Leser möge sich 


dieses Verhalten an einer Skizze veranschaulichen. 
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81. Anwendung auf die Lösung von Gleichungen. Zunächst kann man mit diesem Satz die 
Existenz einer Wurzel beweisen. Beispielsweise hat die Gleichung 


27 = 4r 


offenbar die Lösung x = 4; aber schon der Nachweis, daß auch nur eine einzige weitere Lösung 
existiert, ist schwieriger. Die Funktion f(x) = 2° — 4x hat aber in x = 0 den Wert 1 > 0 und 


1 es 
ine= 5 den Wert /2 — 2< 0; also nimmt sie als stetige Funktion zwischen 0 und — ein- 


mal den Wert O an. 
Ein anderes Beispiel: Wir betrachten eine algebraische Gleichung ungeraden Grades mit 
reellen Koeffizienten, 


# 


Kar) = aa + aa + + Ay = 0. 


Für hinreichend große positive x hat das Polynom das Vorzeichen des Gliedes mit dem höchsten 
Exponenten, d.h. das Vorzeichen von a,, für absolut hinreichend große, aber negative x das 
entgegengesetzte Vorzeichen. Da ein Polynom stetig ist, muß es dazwischen einmal den Wert O0 
annehmen. Also hat jede algebraische Gleichung ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten min- 
destens eine reelle Lösung. 

Der Cauchysche Satz läßt sich aber nicht nur zum Nachweis der Existenz, sondern auch zur 
angenäherten Berechnung von Lösungen benutzen. Wir zeigen das an einem Beispiel. Es sei 
x) = x — x — 1. Wegen f(1) = —1, f(2) = 13 hat das Polynom eine Nullstelle zwischen 1 
und 2. Teilen wir das Intervall [1, 2] in zehn gleiche Teile durch die Punkte 1,1; 1,2; 1,3; ... 
und rechnen die zugehörigen Werte aus, so-finden wir 


f11)= -0,63..; 12) = —-0,12...; K13) = +0,55, ...; 
Also liegt eine Nullstelle zwischen 1,2 und 1,3. Durch Weiterteilung finden wir 
f1,21) = —0,06 ...; (1,22) = —0,004 ...; f(1,23) = +0,058 ...; 


Also liegt eine Lösung zwischen 1,22 und 1,23; wir kennen sie also schon auf 0,01 genau. 

Im Hinblick auf diese Bemerkungen ist es interessant, die beiden Beweise für den ersten 
Zwischenwertsatz zu vergleichen. Der zweite ist ein reiner Existenzbeweis für eine Lösung von 
f{z) = 0 und sagt nichts darüber aus, wie man sie finden kann. Der erste dagegen liefert ein 
Verfahren zur wirklichen Bestimmung einer Lösung, nämlich die Intervallschachtelung durch 
Halbierung (woraus wir uns der Finfachheit wegen beschränkten). Damit kann man die gesuchte 
Lösung der Gleichung in Intervalle beliebig kleiner Länge einschließen, d.h. sie mit beliebiger 
Genauigkeit berechnen. 


82. Zweiter Zwischenwertsatz. Der in Nr. 80 bewiesene Satz läßt sich folgendermaßen 
verallgemeinern: 


Zweiter Satz von BOLZANO-CAucHY. Die Funktion f(x) sei in einem (offenen 
oder nicht offenen, endlichen oder unendlichen) Intervall definiert und stetig. Nimmt sie 
in zwei Wertenz =a,2x =b(a<b) die Werte 


fa=4, fb)=B (A#+DB) 
an, so gibt es zu jedem O zwischen A und B ein c zwischen d und b derart, daß 


fl)=C (a<ce<b) 
ist.t) 


1) Offenbar ist der erste Zwischenwertsatz ein Spezialfall des zweiten: Haben 4 und B ver- 
schiedene Vorzeichen, so kann man Ü = (0 nehmen. 
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Beweis. Wir nehmen etwa A < B, also A<Ü< Ban. Im Intervall [a, b] be- 
trachten wir die Hilfsfunktion o(x) = f(x) — ©. Sie ist in [e, 5] stetig und hat in den 
Endpunkten Werte verschiedenen Vorzeichens: 


pla)=fa)-C=A—-U<O6, 
ob)=fb)-—C=B-C>0. 


Nach dem ersten Zwischenwertsatz gibt es einc mita <c < b derart, daß o(c) = 0, 
also 


ff)—-—C=0 ode f(dJ)=C 


ist, und das war zu beweisen. 

Wir haben somit eine wichtige Eigenschaft der in einem Intervall stetigen Funk- 
tionen f{x) bewiesen: Beim Übergang von einem Wert zum anderen nimmi eine solche 
Funktion jeden dazwischenliegenden Wert mindestens einmal an. 

Diese Eigenschaft kann man auch folgendermaßen formulieren: Die Werte, die von 
einer in einem Intervall stetigen Funktion f(x) angenommen werden, wenn x ein Intervall 
X durchläuft, füllen ihrerseits ein Intervall U lückenlos aus. 


Beweis. Es seit) m = inf {f{x)}, M = sup {f{x)} und y, eine beliebige Zahl zwi- 
schen m und M, m < y, < M. Dann gibt es Funktionswerte y, = f{x,) und % = /(x,), 
wobei x, und x, zu 2 gehören, derart, daß | 


mSsy<Np<p SM 


gilt; das folgt aus der Definition der oberen bzw. unteren Grenze einer Menge. Dann 
existiert aber nach unserem Satz eine zwischen x, und x, liegende Zahl x,, die offen- 
bar zu 2 gehört, derart, daß f(x,) genau gleich ,,, ist. Daher gehört y, zu Y. 

Somit ist // ein Intervall mit den Endpunkten m und M, die selbst zu // gehören 
können oder auch nicht; vgl. dazu Nr. 84. 

In Nr. 71, Satz 2, haben wir gesehen, daß bei monotonen Funktionen aus dieser 
Eigenschaft die Stetigkeit folgt. Man darf jedoch nicht denken, daß das immer so ist; 
es lassen sich vielmehr leicht Funktionen konstruieren, die jeden Zwischenwert an- 
nehmen, aber nicht stetig sind. Beispielsweise füllen die Werte der Funktion (Nr. 70, 
Beispiel 4) 


(x) = sin — für #0, f0)=0, 


wenn x in einem Intervall variiert, das die Unstetigkeitsstelle x = 0 enthält, das 
Intervall [—1, 1] lückenlos aus. 

83. Die Existenz der Umkehrfunktion. Wir benutzen nun die in Nr. 82 bewiesene 
Eigenschaft der stetigen Funktionen, um unter gewissen Voraussetzungen Existenz 
und Stetigkeit einer eindeutigen Umkehrfunktion nachzuweisen (vgl. Nr. 49). 


Satz. Die Funktion y = f(x) sei in einem Intervall X definiert, monoton?) wachsend 
(bzw. fallend) und stetig. Dann existiert in dem entsprechenden Intervall Y der Werte dieser 
Funktion die eindeutige Umkehrfunktion x. = g(y) und ist ebenfalls monoton wachsend 
(bzw. fallend) und stetig. 


1) Wir erinnern daran, daß wir in Nr. 11 vereinbart hatten, für den Fall, daß die Menge {f(x)} 
nicht nach oben (bzw. unten) beschränkt ist, M = oo (bzw. m = — x) zu setzen. 
2) Monoton im engeren Sinne (das ist hier wesentlich!). 
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Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall einer wachsenden Funktion. Oben 
haben wir gesehen, daß die Werte der stetigen Funktion f(x) ein Intervall % lücken- 
los ausfüllen, so daß zu jedem y, aus /.mindestens ein x, aus X existiert derart, daß 


f(z0) = Yo 


ist. Da f(x) monoton ist, kann es nur einen einzigen solchen Wert geben: Für x, > x, 
bzw. 2, <2o ist Mxı) > f{xo) bzw. f(x) < f(xo). 

Wenn wir diesen Wert x, dem beliebig gewählten 4, aus 2/ zuordnen, so erhalten 
wir die eindeutige Funktion 


:=g(y), 


die Umkehrfunktion von y = ffx). 
Man sieht leicht, daß diese Funktion g(y) ebenso wie f{x) monoton wächst. Es sei 


y<y’ ud !=gWy), a" =gly"). 


Dann ist nach Definition von g(y) gleichzeitig 


y=f@) und y"=fle@”). 


Wäre x’ > x”, so wäre, da f(x) wächst, y’ > y’’, entgegen der Voraussetzung. Es kann 
auch nicht x’ = x’’ sein, denn dann wäre y’ —= y”’, was ebenfalls der Voraussetzung 
widerspricht. Daher ist nur x’ < x’’ möglich, so daß tatsächlich g(y) wächst. 

Um schließlich noch die Stetigkeit von x = g(y) zu beweisen, genügt es, den Satz 2 
aus Nr. 71 heranzuziehen, dessen Voraussetzungen erfüllt sind. Die Funktion ist 
monoton, und ihre Werte füllen offenbar das Intervall 2 lückenlos aus.!) 

Alle Behauptungen des Satzes sind geometrisch einleuchtend und aus Abb. 32 
sofort ablesbar. 


Abb. 32 


Mit Hilfe dieses Satzes kann man eine Reihe schon bekannter Resultate von neuem 
herleiten. Wendet man ihn auf die Funktion x" (n eine natürliche Zahl) in 2 =[V, 


oo) an, so findet man Existenz und Stetigkeit der (arithmetischen) Wurzel x = Yv 
für y aus Y = [0, oo). Geht man von y = a® in 2 = (—-00, oo) aus, so ergibt sich 
Existenz und Stetigkeit von x = log,y in Y = (0, oo). Betrachtet man schließlich 


1) Wie man auch x aus X wählen mag, man braucht nury = fix) zu setzen, damit für dieses y 
die Funktion g(y) diesen Wert x annimmt. 


11 Fichtenholz I 
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ee 7 
22 
man sich von der Existenz und Stetigkeit von x = aresiny in Yı = [—1,1] bzw. 
x = arctanyin Y, = (-%, oo). 

Dabei wird vorausgesetzt, daß die Stetigkeit von x", a”, sin x, tan x schon bewiesen 
ist, und zwar ohne Berufung auf die Existenz der Umkehrfunktion, da man sonst 
einem Zirkelschluß verfiele. Solche Beweise gaben wir in Nr. 68; dagegen sind die 
Überlegungen aus Nr. 72 hier offenbar ungeeignet. 


y=sinein 2, = -3- =) bzw. y=tanrin 2, = | ‚ so überzeugt 


Wir wollen noch ein solches Beispiel betrachten. Für x aus Z = (—oo, oo) sei 
y=x-—esinz, 0<e<il. (3) 
Man zeigt leicht, daß diese Funktion streng monoton wächst. Ist nämlich x” > x’ und sind y', 
y" die zugehörigen y-Werte, so ist 
y"’ —y = (e”’ — x’) — e(sinx” — sin’). 
Nun ist aber nach (2) aus Nr. 68 


Isin x” — sine’) sa” — r’, 


und hieraus folgt 
y” er y > 0, also y" > y’. 
Wendet man den Satz auf diesen Fall an, so überzeugt man sich davon, daß auch x eine ein- 
deutige Funktion von y ist, usw. 
Dieses Beispiel ist deshalb interessant, weil es mit einem Problem der theoretischen Astro- 
nomie zusammenhängt. Die Gleichung 
E=M-+esinE (38) 


ist die berühmte Keplersche Gleichung!), welche die mittlere Anomalie M eines Planeten mit 
seiner exzentrischen Anomalie Z verknüpft (e ist die Exzentrizität der Planetenbahn). Wir 
haben somit bewiesen, daß für jeden Wert der mittleren Anomalie die Keplersche Gleichung 
tatsächlich den Wert der exzentrischen Anomalie eindeutig bestimmt. 


84. Der Satz über Beschränktheit einer Funktion. Ist /(x) für alle x eines endlichen 
Intervalls definiert [nimmt f(x) also endliche Werte an], so folgt daraus keineswegs 


die Beschränktheit der Funktion, d.h. die Beschränktheit der Menge {f{x)} der 
Funktionswerte. Beispielsweise sei 


1 
ia)=— für O<aesiW, 
0) =0. 


Diese Funktion nimmt nur endlichejWerte an, ist aber nicht beschränkt; denn bei 
Annäherung von x an 0 werden die Funktionswerte beliebig groß. Übrigens ist f(x) 
im halboffenen Intervall (0, 1] stetig, aber in x = 0 unstetig. 

Anders ist es bei Funktionen, die in einem abgeschlossenen Intervall stetig sind. 


Erster Satz von WEIERSTRASs. Ist f(x) im abgeschlossenen Intervall [a, b] defi- 


niert und stetig, so ist [(x) beschränkt, d. h., es gibt konstante endliche Zahlen m und M 
derart, daß 


msfia)SM fü asesb 
ist. 


I) JOHANNES KEPLER, 1571—1630, deutscher Naturforscher und Astronom. 


85. Größter und kleinster Wert einer Funktion 163 


Den Beweis führen wir indirekt. Es sei also f(x) in [a, 5] nicht beschränkt. Dann 
gäbe es zu jedem natürlichen » in [a, b]ein x = x, derart, daß 


fe) Sn (4) 


wäre. Nach dem Satz von BoLZANo-WEIERSTRASsS (Nr. 41) könnte man aus der Folge 
{x„} eine Teilfolge {x,,} auswählen, die gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert: 


%, >% (ürk-> oo), 

wobei offenbar a < x, < b wäre. Da f(x) in x, stetig ist, würde dann auch 
F&n,) > Fo) 

gelten. Das kann aber nicht sein; denn aus (4) folgt 


F&n.)| > ©. 


Mit diesem Widerspruch ist der Satz bewiesen. 


85. Größter und kleinster Wert einer Funktion. Wir wissen, daß eine unendliche 
Menge von Zahlen, selbst wenn sie beschränkt ist, kein größtes (bzw. kleinstes) Ele- 
ment zu enthalten braucht. Ist eine Funktion f(x) in einem Intervall von x-Werten 
definiert, so braucht die Menge {f(x)} ihrer Werte, selbst wenn sie beschränkt ist, 
kein größtes (bzw. kleinstes) Element zu enthalten. In diesem Fall wird die obere (bzw. 
untere) Grenze der Werte der Funktion f(x) in diesem Intervall nicht als Funktions- 
wert angenommen. Das gilt beispielsweise für 


fa)=x— le] 
(vgl. Abb. 33). Variiert x in einem beliebigen Intervall [0, 5], 5 = 1, so ist die obere 


Grenze der Funktionswerte gleich 1, aber dieser Wert ist kein Funktionswert, so daß 
es keinen größten Funktionswert gibt. 


Y 


: Abb. 33 
Ö 7 2 3 4X 


Der Leser sieht natürlich den Zusammenhang zwischen dieser Tatsache und der 
Unstetigkeit von f(x) für natürliche Werte von x. Dagegen gilt für stetige Funktionen 
in einem abgeschlossenen Intervall: 


Zweiter Satz von WEIERSTRAss. Isteine Funktion f{x) in einem abgeschlossenen 
Intervall [a, b] definiert und dort stetig, so nimmt sie in diesem Intervall die obere und 
die untere Grenze ihrer Funktionswerte als Funktionswert an. 

Mit anderen Worten: Im Intervall [a, b] gibt es Punkte x = x, und x = x, derart, 
daß die Werte f{x,) bzw. f(x.) größter bzw. kleinster Wert von f(x) sind. 


Erster Beweis. Wir setzen M = sup {f{x)}; nach dem vorigen Satz ist M end- 
lich. Wäre nun stets f(x) < M, würde also M nicht als Funktionswert angenommen, 
so könnte man die Hilfsfunktion 


1 
pe) = Ma) 


164 II. Funktionen einer Veränderlichen 


betrachten, deren Nenner also nicht verschwinden würde; (x) wäre stetig und nach 
dem vorhergehenden Satz beschränkt: p(x) < u(u> 0). Hieraus ergäbe sich aber 


1 
M=-—; 
f«) = z 


sodaß M — 2.2 < M ebenfalls eine obere Schranke für alle Werte von f(x) In [a, 5] 


wäre, entgegen der Definition von M als oberer Grenze. Dieser Widerspruch beweist 
den Satz: In [a, 5] gibt es ein x, derart, daß f(x,) = M der größte aller möglichen 
Werte von f(x) in [a, 5] ist. Analog beweist man die Behauptung bezüglich des klein- 
sten Funktionswertes. 


Zweiter Beweis. Man kann auch hier von dem Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS 
(Nr. 41) ausgehen. Wir beschränken uns wieder auf den Beweis der Behauptung über 
den größten Wert. Ist wie eben M = sup {(x)}, so läßt sich auf Grund der Definition 
der oberen Grenze (Nr. 11) zu jedem n ein x, aus [e, 5] finden derart, daß 


1 
f(%.) >M-— n (ö) 


ist. Dann läßt sich aus der Folge {x,} eine Teilfolge {x,,} auswählen, die gegen einen 
Wert x, aus [a, b] konvergiert und für die auf Grund der Stetigkeit von f(x) auch 


(&n,) > f(%) 5 
gilt. Nach (5) ist 
N 


also nach Grenzübergang f{x,) Z M. Nun kann aber f(x,) nicht größer sein als die 
obere Grenze M der Menge der Funktionswerte. Also ist f(x,) = M, was zu beweisen 
war. 


Beide Beweise sind reine Existenzbeweise. Sie liefern kein Verfahren zur Berech- 
nung etwa des Wertes x = x,. Später, in Kapitel IV, $ 1, werden wir, allerdings unter 
schärferen Voraussetzungen bezüglich der Funktion, Methoden zur Bestimmung der 
Werte der unabhängigen Veränderlichen kennenlernen, für welche die Funktion 
einen größten bzw. kleinsten Wert annimmt. 

Variiert x in einem Intervall X und ist die Funktion f(x) dort definiert und be- 
schränkt, so versteht man unter der Schwankung » von f(x) in diesem Intervall die 
Differenz 


M — m. 


Man kann die Schwankung »® auch als obere Grenze der Menge aller Differenzen 
f&”’) — f(x’) definieren, wenn x’ und x’ " unabhängig voneinander beliebige Werte 
aus 7 en 

= sup: {f{@”) — Fa@)} 
ae’, aus 
Handelt es sich um eine in einem abgeschlossenen endlichen Intervall [a, 5] stetige 
Funktion f(x), so folgt aus dem bewiesenen Satz, daß die Schwankung einfach die 
Differenz zwischen dem größten und dem kleinsten Funktionswert i in diesem Intervall ist. 

In diesem Fall ist das Intervall Y der Funktionswerte das abgeschlossene Inter- 

vall [, M] und die Schwankung seine Länge. 


86. Die gleichmäßige Stetigkeit 165 


86. Die gleichmäßige Stetigkeit. Ist eine Funktion /(x) in einem (abgeschlossenen, 
halboffenen oder offenen) Intervall X definiert und in einem Punkt x, aus X stetig, 
so ist 


lim /(z) = f(x.) 


TI 

oder (in der e-ö-Sprache; vgl. Nr. 66): Zu jedem e > O gibt es ein ö > O derart, daß aus 
| ae %o! = Ö 

die Beziehung 


Ma) — Ho) < e 
folgt. 

Wir nehmen nun an, f(x) seiim ganzen Intervall X, d. h. in jedem Punkt x, dieses 
Intervalls stetig. Dann gibt es für jeden einzelnen Punkt x, aus 2 zu gegebenem & 
ein ö, das das oben Verlangte leistet. Variiert x, in 2, so wird sich die Zahl ö im all- 
gemeinen selbst bei gleichbleibendem e ändern. Ein einziger Blick auf Abb. 34 genügt, 
um sich davon zu überzeugen, daß ein ö, welchesin einem Abschnitt ausreicht, in dem 
sich die Funktion langsam ändert (wo also die Kurve allmählich ansteigt), für einen 
anderen Abschnitt, in dem sich die Funktion schnell ändert (die Kurve steil ansteigt), 
viel zu groß ist. Mit anderen Worten, ö hängt im allgemeinen nicht nur von e, sondern 
auch von x, ab. 
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Wenn es sich um endlich viele Werte x, (bei ein und demselben e) handeln würde, 
so könnte man aus den endlich vielen Zahlen 6, die diesem e für die einzelnen x, ent- 
sprechen, die kleinste auswählen, und diese wäre offenbar für alle betrachteten Punkte 
x, gleichzeitig geeignet. 

So kann man aber in bezug auf die unendliche Menge der Werte x, im Intervall 7 
nicht schließen. Bei konstantem e entspricht dieser Menge {x,} eine unendliche Menge 
von Zahlen ö, unter denen es auch beliebig kleine geben kann. Somit entsteht in 
bezug auf eine in einem Intervall 2 stetige Funktion f(x) die Frage, ob es zu gegebe- 
nem e& ein festes ö gibt, derart, daß für alle Punkte x, von 7 aus |@ — x,| < ö die 
Beziehung |f(x) — f(x,)| < e folgt. 

Wenn zu jedem e > 0 ein ö > 0 gefunden werden kann derart, daß aus 


[x — Xu] < Ö 
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die Beziehung 
If) — Fro)| <e 


folgt, wie auch immer x und x, in 2 gewählt sein mögen, so nennt man f(x) in 2 
gleichmäßig stetig. 

In diesem Fall hängt also ö nur von e ab und nicht vor der Wahl von x,; diese Zahl ö 
ist für alle x, gleichzeitig geeignet. 

Die gleichmäßige Stetigkeit bedeutet, daß in allen Teilen des Intervalls ein und 
derselbe Grad der Nachbarschaft zweier Argumentwerte ausreicht, um einen ge- 
gebenem Grad der Nachbarschaft der entsprechenden Funktionswerte zu erreichen. 

Man kann an einem Beispiel zeigen, daß die Stetigkeit einer Funktion in allen 
Punkten eines Intervalls nicht mit Notwendigkeit ihre gleichmäßige Stetigkeit in 


RE ud 
diesem Intervall nach sich zieht. Es sei beispielsweise (x) = sin = für0O<ıs a 
Te 
Der Variationsbereich von x ist also das halboffene Intervall (0 = ‚ und in jedem 
Te 


seiner Punkte ist f(x) stetig. Wir setzen nun %, = Tree; 
natürliche Zahl). Dann ist (Zn +1) 


f(x.) = sin (2n + 1) > — +1, fe) = sinne = 0; 


= — (n: eine 
NTE 


also |f({x) — f(x,)| = 1, unabhängig davon, daß |x — x,| mit wach- 


1 
nn +1)r 
sendem » beliebig klein gemacht werden kann. Hier gibt es zu e = 1 kein ö, welches 


für alle x, in [0, = gleichzeitig geeignet wäre, obwohl auf Grund der Stetigkeit für 


jedes x, ein solches ö = öl(e, X,) existiert. 

Es ist nun äußerst bemerkenswert, daß in einem abgeschlossenen Intervall [«, 5] 
der eben geschilderte Sachverhalt nicht vorliegen kann, wie aus folgendem Satz von 
G. CAnTor!) hervorgeht. 


87. Der Satz von Cantor. Ist f(x) im abgeschlossenen Intervall [a, b] definiert und stetig, 
so ist f(x) dort gleichmäßig stetig. 


Den Beweis führen wir indirekt. Es gebe also zu einem bestimmten e > 0 kein 
ö>0 mit den in der Definition der gleichmäßigen Stetigkeit verlangten Eigen- 
schaften. Dann gäbe es bei jeder Wahl einer Zahl ö > 0 in [e, 5] zwei Werte x; und x’ 
derart, daß zwar 


2’ — | < 6, 
. fa) - oo) e 
ware. 


Nun wählen wir eine gegen 0 strebende Folge {6,} positiver Zahlen ö,. Dann gäbe 
es also zu jedem ö, Werte xz{®) und xz{") aus [a, b] (die die Rolle von x, bzw. x’ spielen) 
derart, daß fürn = 1, 2,3, .... zwar 


|.) Fe a < Ön > 


aber 


aber 
Ham) — Ha”) > e 


1) GEORG CANTor. 1845 — 1918, deutscher Mathematiker. 
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wäre. Nach dem Satz von BoLZANO-WEIERSTRASsS (Nr. 41) könnte man aus der be- 
schränkten Folge {x(®} eine Teilfolge auswählen, die gegen einen bestimmten Punkt 
x, aus [a, b] konvergiert. Um die Bezeichnungen nicht weiter zu komplizieren, wollen 
wir annehmen, schon die Folge {z(®} konvergiere gegen x;,. 

Aus [x 9 — 29] < 6, und 5, —0 folgt |x® — x{®| —0; daher würde auch die 
Folge {x{")} gegen x, konvergieren. Aus der Stetigkeit von f(x) in x, würde dann 


29) > fx) und fx”) — f(x), 
also 


Kam) — Hay) > 0 

folgen. Das widerspricht aber der Annahme, daß für alle n 
a9) — Ka) Se 

sein sollte. Damit ist der Satz bewiesen. 


Daraus ergibt sich unmittelbar eine Folgerung, die uns später von Nutzen sein 
wird. 


Folgerung. Die Funktion f(x) sei im abgeschlossenen Intervall [a,b] definiert 
und stetig. Dann gibt es zu vorgegebenem e > 0 ein 6 > 0 mit folgender Eigenschaft: 
Zerlegt man das Intervall in beliebiger Weise in Teilintervalle, deren Längen kleiner als 
ö sind, so ist in jedem dieser Teilintervalle die Schwankung von f(x) kleiner als e. 


Nimmt man nämlich bei gegebenem e für ö die in der Definition der gleichmäßigen 
Stetigkeit vorkommende Zahl, so ist in jedem Teilintervall, dessen Länge kleiner als 
ö ist, die Differenz je zweier Funktionswerte dem absoluten Betrag nach kleiner als e. 
Insbesondere gilt das für den größten und den kleinsten Funktionswert, deren Diffe- 
renz nach der Definition in Nr. 85 gleich der Schwankung der Funktion in diesem 
Teilintervall ist. 


88. Der Heinet)-Borel-Lebesguesche Überdeckungssatz. Wir beweisen jetzt einen 
interessanten Hilfssatz, der ebenso wie der Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS für 
viele scharfsinnige Überlegungen nützlich ist; er stammt von E. BoREL?2). 

Wir betrachten neben dem Intervall [a, 5] noch ein beliebiges System 2 offener 
Intervalle o, das endlich viele oder auch unendlich viele solcher Intervalle o enthalten 
kann. Wir sagen, das System Z& sei eine Überdeckung des Intervalls [a,b] (oder dieses 
Intervall werde von & überdeckt), wenn zu jedem Punkt x aus [«, b] ein Intervall o 
aus & gefunden werden kann, das diesen Punkt x enthält. Diese Redeweise erleich- 
tert sowohl Formulierung als auch Beweis unseres Satzes. 


Überdeckungssatz. Wird ein abgeschlossenes Intervall [a,b] von einem un- 
endlichen System 2 = {co} offener Intervalle überdeckt, so kann man aus & ein endliches 
Teilsystem 


Zr = {01 Ogyor.z On} 


aussondern, das zur Überdeckung von [a, b] ausreicht. 


1) EpuvArD HEINE, 1821 —1881, deutscher Mathematiker. 
2) EMıLE Boret, 1871—1956, französischer Mathematiker. 
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Erster Beweis [indirekt, unter Benutzung der Bolzanoschen Methode (Nr. 41)]. 
Wir nehmen an, das Intervall [«e, b] könne nicht von endlich vielen o aus 2 über- 
deckt werden. Dann halbieren wir [a,b]. Mindestens eine Hälfte kann dann nicht von. 
endlich vielen o überdeckt werden (denn würden o,; 03, ..., 0) aus £ zur Überdeckung 
der einen Hälfte und 0,41, On+3 +: -, On 2u8 & zur Überdeckung der anderen ausreichen, 
so könnte man aus ihnen das endliche System 2&* bilden, welches ganz [a, b] über- 
decken würde). Mit [a,, 5] bezeichnen wir diese Hälfte (oder eine der beiden, wenn 
beide Hälften nicht von endlich vielen o überdeckt werden können). Auf [a,, b,] kön- 
nen wir dieselbe Überlegung anwenden und durch Halbierung zu einem Intervall 
[a,, b5] gelangen, das ebenfalls nicht von einem endlichen System von Intervallen o 
überdeckt wird, usw. 

Führen wir diesen Prozeß unbeschränkt weiter fort, so erhalten wir eine unendliche 
Intervallschachtelung {[a,, 5,]}, n = 1, 2,3, ...; jedes dieser Intervalle ist eine Hälfte 
des vorhergehenden. Sie sind sämtlich so beschaffen, daß keines von ihnen von endlich 
vielen Intervallen o aus & überdeckt wird. Nach dem Intervallschachtelungssatz 
der Nr. 38 existiert ein allen Intervallen [a,, b„] gemeinsamer Punkt c, gegen den 
die Intervallendpunkte «a, und b, streben. 

Dieser Punkt c liegt, wie jeder Punkt aus [a, b], in einem der Intervalle o, sagen 
wirino, = (6, ß) mit a <c<< . Die diskreten Veränderlichen «a, und b,, die gegen c 
streben, liegen aber von einem bestimmten n an selbst zwischen & und ß (vgl. Nr. 26, 
Satz 1), so daß das durch sie definierte Intervall [a,, d„] ganz von dem einzigen Inter- 
vall o, überdeckt wird, entgegen der Definition der Intervalle [a,, d,]. Mit diesem 
Widerspruch ist der Satz bewiesen. 


Nun führen wir einen zweiten Beweis an, der auf einer von H. LEBESGUE!) stam- 
menden Idee beruht. | 


Zweiter Beweis. Wir betrachten die Punkte x* aus [a, b] mit der Eigenschaft, daß 
das Intervall [a, x<*] von endlich vielen Intervallen o überdeckt werden kann. Solche 
Punkte x* gibt es: Da beispielsweise a in einem der o liegt, sind auch alle zu a hin- 
reichend benachbarten Punkte in diesem o enthalten, gehören also zu der Menge {x*}. 

Unsere Aufgabe besteht darin, zu beweisen, daß auch b zu der Menge der x* gehört. 

Da für alle «* 


A) 
gilt, existiert nach Nr. 11 auch 
sup {a} =c=<sb. 


Wie jeder Punkt aus [a,b] gehört c einem u =.(a,ß) an, «<c< ß. Nach einer 
Eigenschaft der oberen Grenze existiert ein xf derart, daß x < xt < c ist. Das Inter- 
vall fa, x5] läßt sich von endlich vielen Intervallen o überdecken (nach Definition der 
x*). Fügt man das einzige Intervall o, hinzu, so läßt sich auch das ganze Intervall 
[a, c] mit endlich vielen Intervallen o überdecken. Also ist c einer der Punkte x*. 

Nun ist aber klar, daß c nicht kleiner als b sein kann, denn sonst gäbe es zwischen c 
und f einen weiteren Punkt x*, entgegen der Definition von c als oberer Grenze aller 
x*. Also ist b = c; somit ist b einer der Punkte x*, d. h., [a, 5] ist durch endlich viele o 
überdeckbar, was zu beweisen war. . 


B emerkung. Für die Gültigkeit des Satzes ist die Voraussetzung, daß das Grund- 
intervall [a, 5] abgeschlossen ist, ebenso wichtig wie die Annahme, daß die über- 


!) HEnRı LEBESGUE, 1875— 1941, französischer Mathematiker. 
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deckenden Intervalle o des Systems X .offen sind. Beispielsweise überdeckt das 
System der offenen Intervalle 


1 3\ (1 3\ (1 3 1 3 
2’ 2)’ \a’ 4)’ gs’ gpren In’ Oonp 


das Intervall (0, 1], aber man kann daraus kein endliches System aussondern, das 
diese Eigenschaft hätte. Analog überdeckt das System der abgeschlossenen Inter- 


valle R 
1 1 3 3 7 2n — 1 2-1 
0 3 | B rl 75) ..., I — ... und 1, 2] 


das Intervall [0, 2], aber auch hier gibt es kein endliches, dieses Intervall ebenfalls 
überdeckendes System. 


89. Weitere Beweise der grundlegenden Sätze. Wir zeigen jetzt, wie der Überdeckungs- 
satz zum Beweis der Sätze von BOLZANO-CAUCHY, WEIERSTRASS und CANTOoR be- 
nutzt werden kann. 


1. Erster Zwischenwertsatz (Nr. 80). Wir beweisen ihn diesmal indirekt. Alle Vor- 
aussetzungen des Satzes seien erfüllt, aber in keinem Punkt sei f(x) = 0. Dann könnte 
man nach dem Hilfssatz aus Nr. 80 jeden Punkt x’ aus [a,b] mit einer Umgebung 
0’ = (x’ — 6’, x’ + ö’) versehen, innerhalb derer f(x) das Vorzeichen beibehält.t) 

Das unendliche System 2 = {o’} dieser Umgebungen überdeckt somit das ganze 
vorgegebene Intervall [a, b]. Dann leistet dasselbenach dem Überdeckungssatz schon 
ein endliches System dieser Umgebungen, das wir mit &* bezeichnen. 


Abb. 35 


Der linke Endpunkt a des Intervalls gehört einer der Umgebungen aus diesem 
System &* an, sagen wir der Umgebung o, = (£ı — 61, %ı + 61). Ihr rechter End- 
punkt x, + 6, gehört einer Umgebung 0, = (&, — 63, %g + 65) aus Z* an, x, + da Ist 
seinerseits in einer Umgebung 0, = (2; — 6,5, %; + d,) aus &* enthalten, usw. (vgl. 
Abb. 35). Nach endlich vielen Schritten nach rechts kommen wir zu einer Umgebung 
On = (&n — Öns in + 6.) aus &*, die den rechten Endpunkt b des gegebenen Inter- 
valls enthält. Enthält &* noch weitere Intervalle außer 


01; 03, 03, .. On; (6) 


so kann man sie offenbar weglassen. 

In o, behält f(x) das Vorzeichen von f{a) bei. Aber in o, behält f(x) ebenfalls das 
Vorzeichen bei, das natürlich mit dem von f{a) übereinstimmen muß, da sich o, und o, 
überlappen. Das gilt natürlich für o, und die folgenden Umgebungen ebenso, so daß 
es auch für o, gilt. Daher hätte f(b) dasselbe Vorzeichen wie f(a), und das widerspricht 
unserer Voraussetzung. 


1) d.h. im Durchschnitt (gemeinsamen Teil) dieser Umgebung und des Intervalls [e, 5], in dem x. 
variieren darf. 
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2. Satz von der Beschränktheit einer stetigen Funktion (Nr. 84). Da f(x) in jedem 
Punkt x’ von [a,b] stetig ist, kann man zu vorgegebenem e > 0 diesen Punkt in 
eine so kleine Umgebung o’ = (x’ — 6’, x’ + 6’) einschließen, daß für Punkte x aus 
dieser Umgebung 


Fa) - Fa) <e oder Re) —-e<f@)<f@)te 


gilt. Somit ist f(x) innerhalb dieser Umgebung beschränkt, nach unten durch f(x’) — e, 
nach oben durch f(x’) + e. 

Auch hier kann man natürlich auf das unendliche System 2 der Umgebungen mit 
dieser Eigenschaft den Überdeckungssatz anwenden. Man kann also aus & endlich 
viele Umgebungen (6) auswählen, die ebenfalls ganz [a, b] überdecken. Ist 


m sfa)SsM, in o, 
mSs/r)sSM, in o,, 


m, Zf(x) SM, in %, 


so nehme man für m das Minimum der Zahlen m,, ms, ..., m,, für M das Maximum 
der Zahlen M,, M,, ..., M„; dann ist offenbar m <s f{x) S M in ganz [a, b], was zu 
beweisen war, 


3. Satz von der gleichmäßigen Sietigkeit (Nr. 87). Es sei eine Zahl & > 0 gegeben. 
Jeden Punkt x’ aus [a, b] schließen wir in eine Umgebung 0’ = (x’ — 6’, x’ -+ 6’) ein, 
innerhalb derer |f{x) — f(x’)| < > gilt. Ist x, ebenfalls ein Punkt dieser Umgebung, 

€ 


so ist auch |f{x’) — f(x,)| < 5 


If2) — fzo)| <e. 
Nun ziehen wir jede Umgebung o’ auf die Hälfte zusammen, d. h., wir betrachten die 
Umgebung 


5 = Ir ö ER 
u 2° 2,7 


Aus diesen Umgebungen bilden wir ein System &, das das Intervall [a, 5] überdeckt, 
und wenden darauf den Überdeckungssatz an; dann wird [a,b] von endlich vielen 
Intervallen aus 2, 


. Für je zwei Punkte x und x, aus o’ ist also 


2 Ö; Ö; 
0, (z = 9? + ) (? =|1, 2,0.) 


überdeckt. Nun seien ö das Minimum der Zahlen di und x,, x zwei beliebige Punkte 
aus [e, b], für die . 


le — | <6ö (7) 
gilt. Dann muß x, einer der Umgebungen 7; angehören, etwa der Umgebung 

" Ö;, Ö;, 

0, = (2 gt, a *) 


Öjn: 
so daß |, — x; <Zist, 
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Wegen ös < ist nach (7) auch |xr — x,| < n also [x — x;| < d,, d.h., der 


Punkt & und erst recht der Punkt x, liegen in der ursprünglichen Umgebung 
(2, — (ip Ti, + 6), aus der wir 5; durch Kontraktion erhalten haben. Dann ist aber 


fe) — Fro)l < e- 


Da ö nicht von der Lage von x, abhing, ist die gleichmäßige Stetigkeit von f(x) in 
[a, b] bewiesen. 


Wie aus diesen Überlegungen ersichtlich ist, läßt sich der Überdeckungssatz mit 
Erfolg dort anwenden, wo eine „lokale“ Eigenschaft, die mit der Umgebung eines 
einzelnen Punktes verknüpft ist, für ein ganzes Intervall nachgewiesen werden soll. 
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$1. Die Ableitung und ihre Berechnung 


90. Berechnung der Geschwindigkeit eines sich bewegenden Punktes. Zuerst betrach- 
ten wir als spezielles Beispiel den freien Fall eines schweren Massenpunktes (der 
Einfachheit halber im Vakuum, um nicht den Luftwiderstand berücksichtigen 
zu müssen). 

Ist seit Beginn des Falles eine Zeit t verstrichen, so ist nach dieser Zeit ein Weg s 
zurückgelegt, der sich durch die bekannte Formel 


s-2t% (1) 


ausdrücken läßt, wobei g die Erdbeschleunigung ist. Hiervon ausgehend soll die Ge- 
schwindigkeit v des Punktes in einem gegebenen Zeitpunkt i bestimmt werden, zu 
dem sich der Punkt am Ort M befindet (Abb. 36). 


u 
As f) 


Abb. 36 


Wir erteilen der Veränderlichen t den Zuwachs (das Inkrement) At und betrachten 
den Zeitpunkt t + At, zu dem sich der Punkt in M, befinde.!) Den Zuwachs MM, 
des Weges im Zeitintervall At bezeichnen wir mit 4s. 

Wenn wir in (1) die Größe £ durch t + At ersetzen, so erhalten wir für den neuen 
Wert des Weges den Ausdruck 


s+4s= (1 + 40), 


1) Wir weisen nochmals darauf hin, daß A kein Faktor ist, sondern das Zeichen für Differenz. — 
Anm. d. Red. 
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und hieraus folgt 
g | 
As 9 (22. At -+ AP). 


Dividieren wir As durch At, so erhalten wir die mittlere Fallgeschwindigkeit des Punk- 
tes auf der Strecke MM;: 
As g 
Um = 7 = gi + 5 . At. 
Wie wir sehen, ändert sich diese Geschwindigkeit mit variierendem At, wobei der 
Zustand des fallenden Punktes im Zeitpunkt t um so besser charakterisiert wird, 
je kleiner das Intervall At ist, das nach diesem Zeitpunkt durchlaufen wird. 

Unter der Geschwindigkeit v des Punktes im Zeitpunkt t versteht man den Grenz- 
wert, gegen den die mittlere Geschwindigkeit v„ im Intervall At strebt, wenn 4t 
selbst gegen 0 strebt. 

In unserem Fall ist offenbar 


o — lim (g EA 41) = ot. 
40 2 

Analog kann man die Geschwindigkeit v auch im allgemeinen Fall einer gerad- 
linigen Bewegung eines Punktes berechnen. Die Lage des Punktes wird durch seinen 
Abstand s von einer Anfangslage O definiert; diesen Abstand nennt man auch den 
zurückgelegten (durchlaufenen) Weg. Die Zeit t wird von einem bestimmten Anfangs- 
zeitpunkt an gerechnet, wobei nicht unbedingt erforderlich ist, daß sich der Punkt 
zu diesem Zeitpunkt in O befindet. Die Bewegung gilt als gegeben, wenn die Be- 
wegungsgleichung s = f{t) bekannt ist, aus der die Lage des Punktes zu einem be- 
liebigen Zeitpunkt bestimmt werden kann; in unserem Beispiel spielt die Gleichung 
(1) diese Rolle. 

Zur Bestimmung der Geschwindigkeit v in einem gegebenen Zeitpunkt t hat man, 
wie oben, zu t den Zuwachs At hinzuzufügen; das entspricht einer Verlängerung 
des Weges s und As. Der Quotient 


As 

At’ 
ein sogenannter Differenzenquotient, drückt die mittlere Geschwindigkeit v,, im Inter- 
vall At aus. Die wirkliche Geschwindigkeit v zum Zeitpunkt i erhält man hieraus 


durch Grenzübergang: 
As 


v = lim v„, = lim — 
10 Arno A 
sofern dieser Grenzwert existiert. | 
Wir betrachten jetzt eine weitere Aufgabe, die zu einer ähnlichen Grenzwert- 


bildung führt. 


91. Die Tangente an eine Kurve. Es sei eine Kurve (K) und auf ihr ein Punkt M ge- 
geben (Abb. 37); wir definieren jetzt den Begriff einer Tangente an die Kurve im 
Punkt M. 

Bereits in der Schule wurde die Tangente an einen Kreis definiert, und zwar als 
Gerade, die mit der Kurve nur einen einzigen Punkt gemeinsam hat. Aber diese 


174 III. Ableitungen und Differentiale 


Definition hat ganz speziellen Charakter, sie trifft nicht das Wesentliche. Wollten 
wir sie z. B. auf die Parabel y = ax? (Abb. 38a) anwenden, so würden im Koordi- 
natenursprung beide Koordinatenachsen unter diese Definition fallen; jedoch ist, 
wie vermutlich dem Leser unmittelbar klar ist, in Wirklichkeit nur die x-Achse im 
Punkt O Tangente an die Parabel. 

Wir definieren nun die Tangente allgemein. Zu diesem Zweck wählen wir auf der 
Kurve (K) außer dem Punkt M noch den Punkt M, und ziehen die Sekante MM, 
(Abb. 37). Wenn sich M, längs der Kurve bewegt, dreht sich die Sekante um M. 


IK) 


M, 


M r Abb.37 


Unter der Tangente an die Kurve (K) im Punkt M verstehen wir die Grenzlage MT 
(wenn eine solche existiert) der Sekante MM,, wenn sich der Punkt M, längs der 
Kurve gegen M bewegt. (Der Sinn dieser Definition besteht darin, daß der Winkel 


<& M,MT beliebig klein wird, sobald die Sehne MM, hinreichend klein ist.) 

Als Beispiel wenden wir diese Definition auf die Parabel y = ax? in einem be- 
liebigen Parabelpunkt M(x, y) an. Da die Tangente durch diesen Punkt geht, braucht 
man, um ihre Lage festlegen zu können, nur noch ihren Richtungskoeffizienten (Stei- 
gungskoeffizienten) zu kennen. Wir stellen uns also jetzt die Aufgabe, den Rich- 
tungskoeffizienten tan & der Tangente im Punkt M zu finden. 

Erteilen wir der Abszisse x den Zuwachs Ar, so kommen wir von dem Punkt M 
der Kurve zum Punkt M, mit der Abszisse x + Ax und der Ordinate 


y+Ay=a-(x + Ar)? 


(Abb. 38a). Den Richtungskoeffizienten tan der Sekante MM, erhält man aus 
dem rechtwinkligen Dreieck A MNM,. Darin ist die Kathete MN gleich dem Zu- 
wachs Ax der Abszisse; die Kathete NM, ist offenbar gleich dem entsprechenden 
Zuwachs der Ordinate, Ay = a(2x - Ax + (Ax)?), so daß 


A 
tan p= 7 = un + a Aa 


Abb. 38 
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ist, Um den Richtungskoeffizienten der Tangente zu erhalten, muß man, wie man 
leicht sieht, hier für Ax —0 zur Grenze übergehen. Somit kommt man zu dem Er- 
gebnis 


tan = lim (2ax + a: Ar) = 2ar. 
420 


Übrigens folgt hieraus ein bequemes Verfahren zur Konstruktion der Tangente 


an eine Parabel. Aus dem A MPT (Abb. 38b) ergibt sich für die Strecke TP, die 
sogenannte Sublangente, 


FD a U —— Ct 


so daß 7’ der Mittelpunkt der Strecke OP ist. Um also die Tangente an die Parabel 
im Punkt M zu erhalten, ‚braucht man die Strecke OP nur zu halbieren und den 
Mittelpunkt mit dem Punkt M zu verbinden. 

Im Fall einer beliebigen Kurve mit der Gleichung y = f(x) erhält man den 
Richtungskoeffizienten der Tangente in ähnlicher Weise. Dem Zuwachs Ax der Ab- 


szisse entspricht der Zuwachs Ay der Ordinate, und der Quotient 2 liefert den 


Richtungskoeffizienten der Sekante, tan 9. Den Richtungskoeffizienten der Tangente 
erhält man hieraus durch Grenzübergang für Ax —0: 
tan = lim tan 9 = lim a 
120 40 Ar 


falls dieser Grenzwert existiert. 


92. Definition der Ableitung. Wenn wir die Operationen vergleichen, die wir bei der 
Lösung der oben betrachteten grundlegenden Aufgaben benutzt haben, so sehen 
wir leicht, daß in beiden Fällen — von der unterschiedlichen Deutung der. Ver- 
änderlichen abgesehen — im Grunde dasselbe gemacht wurde: Der Zuwachs der 
Funktion wurde durch den Zuwachs der unabhängigen Veränderlichen dividiert; 
alsdann wurde der Grenzwert dieses Differenzenguotienten berechnet. Auf diese 
Weise kommen wir zu dem Grundbegriff der Differentialrechnung, dem Begriff 
der Ableitung. 

Die Funktion y = f(x) sei in dem Intervall X definiert. Ausgehend von einem 
Wert «= x, der unabhängigen Veränderlichen erteilen wir diesem den Zuwachs 
Az 0, der jedoch nicht aus dem Intervall 2 herausführen darf, so daß auch der 
neue Wert x, + Ax in diesem Intervall liegt. Dann wird der Funktionswert y = f(x) 
durch den neuen Wert y + Ay = f(x, + Ax) ersetzt, d. h., man erhält den Zuwachs 


Ay = Aflxo) = Mo + Ar) — (Ro). 

Den Grenzwert des Quotienten des Zuwachses Ay der Funktion y und des ent- 
sprechenden Zuwachses Ax der unabhängigen Veränderlichen x für gegen 0 stre- 
bendes x, also 

4x0 AX J2—0 Ax 


nennt man die Ableitung der Funktion y = f(x) nach der unabhängigen Veränderlichen 
x bei gegebenem Wert (oder in dem gegebenen Punkt) x = x%.. 
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Somit ist die Ableitung, wenn sie existiert, für einen gegebenen Wert x = x, eine 
bestimmte Zahl!); wenn die Ableitung im ganzen Intervall 2° existiert, d.h. für 
jeden Wert x des Intervalls, dann ist sie eine Funktion von x. 

In Nr. 96 werden wir sehen, daß aus der Existenz der Ableitung die Stetigkeit 
der Funktion folgt. 

Unter Benutzung des soeben eingeführten Begriffs kann man das ın Nr. 90 über 
die Geschwindigkeit eines sich bewegenden Punktes Gesagte folgendermaßen for- 
mulieren: Die Geschwindigkeit v ist die Ableitung des zurückgelegten Weges s nach der 
Zeit t. 

Faßt man das Wort „Geschwindigkeit“ in allgemeinerem Sinne auf, so könnte man 
die Ableitung immer als eine Art „Geschwindigkeit“ behandeln. Ist nämlich „ eine 
Funktion der unabhängigen Veränderlichen x, so kann man die Frage stellen, wie 
schnell sich die Veränderliche y im Vergleich zur Veränderlichen x ändert (bei ge- 
gebenem Wert von x). Zieht der Zuwachs Az, zu x addiert, den Zuwachs Ay von y 
nach sich, so erhält man in Analogie zu Nr. 90 für die mittlere Geschwindigkeit der 
Änderung von y bezüglich x, wenn sich x zum Az ändert, die Beziehung 


Unter der Geschwindigkeit der Änderung von y für ein gegebenes x versteht man 
natürlich den Grenzwert dieses Quotienten für gegen 0 strebendes Ar: 


i . Ay 
VY=lImY,.=lm —, 
42-0 ö 420 Ax 


d. h. wieder die Ableitung von y nach «. 

In Nr. 91 haben wir eine durch die Gleichung y = f(x) gegebene Kurve betrachtet 
und das Problem gelöst, in einem gegebenen Punkt an die Kurve eine Tangente zu 
ziehen. Jetzt können wir das damalige Resultat folgendermaßen formulieren: 

Der Richtungskoeffizient tan & der Tangente ist die Ableitung der Ordinate y nach 
der Abszisse x. 

Diese geometrische Deutung der Ableitung ist oft sehr nützlich. 

Wir führen als Ergänzung noch einige weitere Beispiele an, die die Bedeutung des 
Begriffs der Ableitung zeigen. 

Wenn die Geschwindigkeit v einer Bewegung nicht konstant ist und sich mit der 
Zeit t ändert, v = fft), so führt man die Beschleunigung als Geschwindigkeit der 
Geschwindigkeitsänderung ein. Entspricht nämlich dem Zuwachs At der Zeit t der 
Geschwindigkeitszuwachs Av, so gibt der Quotient 


Av 

At 

die mittlere Beschleunigung im Zeitintervall At an, und der Grenzwert a, sofern er 
existiert, die Beschleunigung der Bewegung in einem gegebenen Zeitmoment: 


Am >= 


.  M 
a = lim a„ = lim —. 
At->0 ao At 


Somit ist die Beschleunigung die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit.2) 


!) Wir beschränken uns zunächst auf den Fall, daß der oben erwähnte Grenzwert endlich ist 
(vgl. Nr. 101). | 
*) Der Buchstabe a ist die Abkürzung für das französische Wort aceeleration — Beschleunigung. 
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Wir wenden uns jetzt der Wärmelehre zu und führen mit Hilfe der Ableitung 
den Begriff der Wärmekapazität eines Körpers bei gegebener Temperatur ein. 

Wir bezeichnen die hierbei auftretenden physikalischen Größen folgendermaßen: 
0 sei die Temperatur (in Grad Celsius), W die Wärmekapazität, die dem Körper zuge- 
führt werden muß, um ihn von 0°C auf 6°C zu erwärmen. Offenbar ist W eine Funktion 
von 6, also W = /(9). Erteilen wir 6 den Zuwachs 49, so erhält W den Zuwachs AW. 
Die mittlere Wärmekapazität ist, wenn man von 6°C auf (0 + 46)°C erwärmt, 


AW 
mg‘ 


Da sich aber im allgemeinen bei einer Änderung von 49 diese mittlere Wärme- 
kapazität ändert, können wir sie nicht als Wärmekapazität bei gegebener Temperatur 
0 nehmen. Um diese zu erhalten, muß man zum Grenzwert übergehen: 
c = lim c„ = lim mu 
Am a0 A6 ' 


Somit kann man sagen, die Wärmekapazität eines Körpers ist die Ableitung der 
Wärmemenge nach der Temperatur. | 

Schließlich betrachten wir noch ein Beispiel aus der Elektrizitätslehre: Wir er- 
arbeiten uns den Begriff der Stromstärke eines Wechselstroms in einem gegebenen 
Moment, | 

Wir bezeichnen mit t die Zeit, von einem Anfangsmoment an gerechnet, und mit 
Q die Elektrizitätsmenge, die in dieser Zeit durch den Querschnitt des Leiters fließt. 
Offenbar ist Q eine Funktion von t, also Q = f(t). Wenn wir die vorigen Überlegun- 
gen wiederholen, finden wir: Die mittlere Stromstärke in dem Zeitintervall At ist 


4Q 
I = um 
"4 
die Stromstärke in einem gegebenen Moment ist dann der Grenzwert 
I = lim I, = lim ee, 
40 40 At 


d. h., die Stromstärke ist die Ableitung der strömenden (fließenden) Elektrizitätsmenge 
nach der Zeit. | 

Alle diese Anwendungen des Begriffs der Ableitung (deren Anzahl sich leicht ver- 
größern ließe) lassen mit hinreichender Deutlichkeit erkennen, daß dieser Begriff 
wesentlich mit den Grundbegriffen ganz verschiedener Wissensgebiete zusammenhängt. 

Das Berechnen von Ableitungen sowie die Untersuchung und Benutzung ihrer 
Eigenschaften bilden den Hauptgegenstand der Differentialrechnung. 

Zur Bezeichnung der Ableitung gibt es verschiedene Symbole: 


dy df(z,) 
Em oder Ep 


f 


y' oder f(x) (nach LAGRANGE), 
Dy oder Df(xz,) (nach CAvcaY). 


(nach LeIsnız)!), 


1) Wir betrachten hier die Leibnizschen Bezeichnungen als Ganzes, als einheitliche Symbole; 
später (Nr. 104) werden wir sehen, daß man sie auch als Brüche auffassen kann. (GOTTFRIED 
Wiırnuerm Leisnız, 1646—1716, deutscher Mathematiker.) 
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Wir werden vorzugsweise die einfachen Lagrangeschen Bezeichnungen benutzen. 
Verwendet man die funktionelle Bezeichnung (die zweite Spalte), so bedeutet der 
Buchstabe x, in den Klammern den Wert der unabhängigen Veränderlichen, für den 
die Ableitung gebildet wird.!) Schließlich bemerken wir noch, daß in den Fällen, 
in denen nicht ohne weiteres klar ist, nach welcher Veränderlichen die Ableitung zu 
bilden ist (bezüglich welcher „die Geschwindigkeit der Änderung der Funktion“ ver- 
glichen werden soll), diese Veränderliche als unterer Index angegeben wird. Dann 
läßt man den oberen Strich aber meistens fort: 


Ya Ix(&0), DxY, Dif(®o)- 


Dabei hat natürlich der Index x nichts zu tun mit dem speziellen Wert x, der un- 
abhängigen Veränderlichen, für den die Ableitung zu berechnen ist. 
In gewissem Sinn kann man sagen, daß die Symbole 


d „ 
Fre f oder f,, Dfoder D,f 


als Ganzes Bezeichnungen für die funktionale Abhängigkeit der Ableitung von der 
unabhängigen Veränderlichen sind, also gewissermaßen ‚„Funktionszeichen“, ähnlich 
wie etwa f oder p die funktionale Abhängigkeit der abhängigen Variablen von der 
unabhängigen zum Ausdruck bringen. | 

Wir schreiben jetzt unter Benutzung der soeben für die Ableitungen eingeführten 
Symbole einige der oben erhaltenen Resultate noch einmal an. Für die Geschwindig- 
keit einer Bewegung hatten wir 

ds 


= — oder — 
® dt (2 i> 


für die Beschleunigung 


Det oder a = 
er ze 


erhalten. Analog kann man für den Richtungskoeffizienten der Tangente an die 
Kurve y = ffx) 
dy 

tana = Fr 
oder 

tana = y, 
schreiben, usw. 
93. Beispiele für die Berechnung der Ableitung. Als Beispiele berechnen wir die Ab- 
leitung einiger elementarer Funktionen. 


1. Zuerst geben wir folgendes offensichtliche Resultat an: Ist y = c = const, so ist 
Ay = 0, wie auch immer Ax beschaffen ist, so daß y’ = 0 ist; ist y= x, so ist Ay = Ak, 
also y’ =1. 


1) Die exakte, jedoch etwas umständlichere Schreibweise für an ist 2 oder 
T L=%o 


de) . — Anm.d. Red. 
de 


% 
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2. Esseijetzty = x" (neinenatürliche Zahl). Wir erteilen x den Zuwachs Az;!) dann 
ergibt sich für den neuen Wert y: Ä 


y+Ay= (x + 4x)" 


— gi 3 nar-1 , Ax + = — yn-2 p (4x)? + ... -- (Az)", 
also 
_ n(n — 1) 
Ay = nX" 1.4x -+ Ze . (Ax)? + +... 
und 
Ay ea: n-li n(n ww 1) -2 n-1 
7: = NK Foo -Ax + «+... + (Ar) . 


Weil für Ar — 0 alle Summanden, außer dem ersten, gegen 0 streben, ist 


. Ay 
'= lim — = ner, 
? 420 4X 


1. 1 
; =, t = —, 
3. Ist y —; 80 is y-+ Ay 27% also 
1 1 —Ax Ay 1 
YET ET er) "a er) 
Hieraus folgt 
‚_ 1m 4% 1 
u Yraee- 


Dabei muß natürlich x #0 und« + Az #0 vorausgesetzt werden. 
4. Wir betrachten die Funktion y = Yx (für x > 0). Es gilt mit 4x > 0 


y+4y=Yx+ 4x, 

| A 
Ay = Ya + de Ya ee 
M__ AM 
Az  Yae+ Aa + Ye’ 


da die Wurzel stetig ist, erhalten wir hieraus 


Alle diese Resultate sind Spezialfälle des folgenden Ergebnisses. 


1) Wird die Ableitung für einen beliebigen Wert des Arguments berechnet, so bezeichnet man 
diesen gewöhnlich mit demselben Buchstaben 'wie das Argument (ohne irgendeinen Index). 


12* 
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5. Die Potenzfunktion y = x" (wobei'n eine beliebige reelle Zahl ist). Der Werte- 
bereich von x hängt von vu ab; er wurde in Nr. 48, 2, angegeben. Es gilt (für > O und 
x -+Ax>0) 


( En =) 1 
Ay BERATER | x 
Az Ax u | Ax 


Wenn wir den in Nr. 77, Beispiel 5(c), berechneten Grenzwert benutzen, so erhalten 
wir | 


Ay 


"= lim — = ua 
2 A2—O Ax e 
Insbesondere gilt: 
1. _ 1 
ty=-r!, so Ist A 


1 
2Yz 
6. Die Exponentialfunktion y= a” (a > 0; —oo <x< oo). Hier ist 


Ay artd — a? r adr — 1 
Az: Ax Ax 


Wenn wir den in Nr. 77, Beispiel 5(b), berechneten Grenzwert benutzen, so finden wir 


1 
ist y= Yx = zU2, so ist y = =: g-ıl2 — 


. Ay 
y' = lim — = a”.Ina. 
2 Ar AX 
Insbesondere gilt: 
Ist y = e*, so’ ist'auch y’ = ef. = 


Die Wachstumsgeschwindigkeit der Exponentialfunktion (für a > 1) ist also dem 
Wert der Funktion selbst proportional: Je größer der Funktionswert ist, desto 
schneller wächst die Funktion für das entsprechende Argument. Dadurch wird das 
Wachstum der Exponentialfunktion charakterisiert. | 


7. Die Logarithmusfunktion y = log, T (0 < a=#=1;0 <x< oo). In diesem Fall 


1st 
de 
102 (14) 
Ax j 
x 


Ay _ log, (x + Ax) — log, x 


\ 1 
Ax Ax x 


Wenn wir den in Nr. 77, Beispiel 5(a), berechneten Grenzwert benutzen, so folgt 


. Ay‘ log,e' 
Yy' sure lim eh —— Bar. 
12-0 4x ı 
Li, i Fa; 5 y b f 


»).Ist «> 1, so erhält man für x —= 0 leicht auf direktem Wege den Wert der Ableitung: y’ = 0. 
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Insbesondere erhält man für den natürlichen Logarithmus das einfache Ergeb- 
nis: 


Für y = In ist y’ --. 


Das liefert ein weiteres (wenn auch im Grunde kein neues) Argument für die Bevor- 
zugung des natürlichen Logarithmus bei theoretischen Untersuchungen. 

Die Tatsache, daß die Geschwindigkeit des Anwachsens der Logarithmusfunktion 
(für a > 1) dem Wert des Arguments umgekehrt porportional ist und für unbe- 
schränkt wachsendes Argument von positiven Werten her gegen 0 strebt, stimmt mit 
dem in Nr. 65 (S. 137) Gesagten überein. 


8. Die trigonometrischen Funktionen. Es sei y = sin x; dann ist 


, Ax 
Ay_ sin@+4Ae) sine ° 2 ’ ER... 
Az Ax 4x u 2, 
2 t 
Wenn wir die Stetigkeit der Funktion cosx und den in Nr. 54, Formel 8, herge- 
leiteten Grenzwert lim red benutzen, erhalten wir 
“—0 
. Ay 
'’—=- lim — = cos. 
, io 4X 


Analog finden wir: 
Ist y = cosz, so ist y = —sin?. 
Im Fally = tan gilt 
sin(«+ 4a) sinz 
Ay tan(x + Ar) — tanz cos(e+4Ar) cost 


— A 


Ax Ax Ax 
_ sin (x + Az). cos — cos (x + Ar) - sin 
u Ax-cosx-cos (x + Az) 
ind 1 _ 
Am cos®-cos(® + Ar) 


Hieraus folgt wie oben 


„„ä 
y' — lim I —— — sec? x. 
Ar Ar  cos“r 
Analog gilt: 
Ist y= eotz, soistty = —— — —cosec? x. 
J : 3 sin? x 


1) Diese Formel verdankt ihre Einfachheit der Tatsache, daß der ‚Winkel im Bogenmaß ge- 
messen wird. Würden wir x in Grad messen, so wäre der Grenzwert des Quotienten aus dem 


Sinus und dem Winkel nicht gleich 1, sondern, wie man leicht sieht, gleich a und es 


wäre (sin x’) = = COS X. 
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94. Die Ableitung der inversen Funktion. Bevor wir die Ableitungen der Umkehr- 
funktionen der trigonometrischen Funktionen berechnen, beweisen wir folgenden 


allgemeinen Satz. 
Satz. Die Funktion f(x) genüge den Voraussetzungen des Satzes aus Nr. 85 über die 


Existenz der inversen Funktion; ferner habe f(x) im Punkt x, eine endliche und von O 
verschiedene Ableitung f'(x,). Dann existiert auch für die inverse Funktion g(y) in dem 


1 
entsprechenden Punkt y, = f(x.) die Ableitung, und sie ist gleich Fa)” 


Beweis. Wir geben dem Wert y = y, einen beliebigen Zuwachs Ay; dann erhält 
die Funktion x = g(y) den entsprechenden Zuwachs Ax. Da die Funktion f(x) ein- 
deutig ist, folgt aus Ay #0 auch Ax #0. Dann ist 


dx _1 
Ay Ay 
Ax 


Strebt jetzt Ay irgendwie gegen 0, so strebt infolge der Stetigkeit von x = g(y) auch 
der Zuwachs Ax gegen 0. Dann strebt aber der Nenner der rechten Seite dieser Glei- 
chung gegen den Grenzwert f’(x,) #0; daher existiert auch der Grenzwert der 


linken Seite, der gleich dem reziproken Wert En ist. Das ist dann die Ableitung 


g’(yo). Fo) 
Somit haben wir die einfache Formel 
u 
Ye 


Abb. 39 


Ihre geometrische Bedeutung läßt sich leicht erklären. Bekanntlich ist y, der 
Tangens des Winkels «, den die Tangente an die Kurve der Funktion y = f(x) mit 
der x-Achse bildet. Die inverse Funktion x = g(y) wird aber durch dieselbe Kurve 
dargestellt, jedoch wird die unabhängige Veränderliche auf der y-Achse abgetragen. 
Daher ist die Ableitung x, gleich dem Tangens des Winkels ß, den dieselbe Tangente 
mit der y-Achse bildet (Abb. 39). Somit reduziert sich diese Formel auf die bekannte 
Beziehung 


a ey 


welche die Tangenswerte zweier Winkel «x und ß miteinander verknüpft, deren 


Summe gleich Z ist. 
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Wir betrachten jetzt als Beispiely = a*. Die inverse Funktion hierfür ist x = log, y. 
Wegen y, = a? - Ina (vgl. Nr. 93, 6) ist nach unserer Formel 


in Übereinstimmung mit Nr. 83, 7. 

Wir berechnen nun die Ableitungen der Umkehrfunktionen der trigonometrischen 
Funktionen; der Bequemlichkeit halber vertauschen wir die Veränderlichen x und y 
und schreiben die oben bewiesene Formel in der Gestalt 


are 
9. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen. Wir betrachten die 
Funktion y = aresinz (—1 <x< 1), wobei -- <y< > ist. Sie ist die inverse 


Funktion von x = sin y, die für diese y-Werte die positive Ableitung x, = cos y hat. 
In diesem Fall existiert auch die Ableitung y,, und nach unserer Formel ist 


die Wurzel ist positiv zu nehmen, weil cos y > 0 ist. 
Wir haben die Werte x = +1 ausgeschlossen, weil für die entsprechenden Werte 


y=H+ z die Ableitung x, = cos y gleich 0 ist. 


Die Funktion y = arctan x (—oo <x << oo) ist dieinverse Funktion vonx—=tany. 
Nach unserer Formel ist 


Analog erhält man 


1 

für y = arccos x die Ableitung y’ = Ber] (-1<r<I1), 
— x 
1 

für y = arccot x die Ableitung y’ = ı1r2 (-—o <r<o). 


95. Formeln für Ableitungen. Wir stellen jetzt alle bewiesenen Formeln zusammen: 


1. y=c y=0 
2: y=% yzl 
3. ya y = warn! 
1 „041 
rs ya 
En 


184 III. Ableitungen und Differentiale 


4. y= a" y =a”’-Ina 
— ee? y = e® 
log, € 
5 y=109% y' =s 
er 
l ZNE. 
y=Inz re 
6. y-sint y' = 008% 
y= 008% y = —sınz 
8 t RER PAEEREER. VE 
! Een Im cos? 
1 
rE m De 
9. y= cotx y = —cosec“ x ner 
1 
10. —= arcsinx ge 
; 2 yı - 
1 
11. — &1CCOS X y-- 
1— x 
12 — arctan x SEHR. 
x 4 Y 1+22 
13 —= arccot x #— . 
: y= y= Ile 


96. Eine Formel für den Zuwachs der Funktion. Wir beweisen hier zwei einfache 
Aussagen, die wir im folgenden oft anwenden werden. 

Die Funktion y = f(x) sei im ‘Intervall 2° definiert. Ausgehend von einem be- 
stimmten Wert x = x, in diesem Intervall bezeichnen wir mit 4x0 einen be- 
liebigen Zuwachs von x, für den nur die Einschränkung gemacht wird, daß der 
Punkt x, + Ax ebenfalls im Intervall X liegt. Dann ist 

Ay = Aflao) = fra + Az) — I) 
der entsprechende Zuwachs der Funktion. 


1. Hat y = f(x) im Punkt x, die (endliche) Ableitung y, = f'(x,)> so kann man den 
Zuwachs der Funktion in der Form 


Aflzo) = Fix) Ar + a Ar (2) 
oder kürzer, 
Ay=y,-Ac-+a-4x (2a) 


darstellen, wobei die Größe & von Ax abhängt und mit Ax gegen 0 strebt. 
Da nach Definition’der Ableitung für Ax — 0 die Beziehung 


Ar I: 
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gilt, folgt, daß 


gegen O geht. Wenn wir hieraus Ay bestimmen, so erhalten wir die Formel (2a). 
Da die Größe & - Ax (für Ar —0) von höherer Ordnung unendlich klein wird als 


Ax, kann man unter Benutzung der in Nr. 60 eingeführten Bezeichnungen diese 
Formeln auf die Gestalt 


Aflze) = Flo) - Au + 0(Ax) (3) 


bzw. 
Ay = yz- Ax + 0(Ax) (32) 


bringen. 


Bemerkung. Bisher haben wir Ax>0 angenommen; die Größe & war für Ax =0 
nicht definiert. Als wir davon sprachen, daß «& für Ax — 0 gegen 0 strebt, setzten wir 
(wie üblich) voraus, daß Az in beliebiger Weise gegen 0 strebt, jedoch den Wert O nicht 
annimmt. Wir setzen jetzt « = 0 für Ax = 0; dann gilt natürlich Formel (2) auch 
für Ax = 0. Außerdem kann man die Beziehung «x —0 für Ac — 0 auch in einem 
weiteren Sinne als früher auffassen, indem man zuläßt, daß Ax auch den Wert 0 
annimmt, wenn Ar gegen 0 strebt. 

Aus den bewiesenen Formeln folgt unmittelbar: 


2. Wenn eine Funk.ion y = f(x) im Punkt x, eine (endliche) Ableitung hat, so ist sie 
in diesem Punkt notwendigerweise stetig. 

In der Tat wird aus (2a) klar, daß die Beziehung Ax — 0 auch Ay — 0 nach sich 
zieht. 


97. Einlachste Regeln zur Berechnung der Ableitungen. In den vorhergehenden 
Nummern 'haben wir die Ableitungen für elementare Funktionen berechnet. Hier 
und in Nr. 98 geben wir eine Reihe von einfachen Regeln an, mit deren Hilfe man die 
Ableitungen beliebiger Funktionen berechnen kann, die man aus elementaren Funk- 
tionen mit Hilfe endlich vieler arithmetischer Operationen und durch Verkettung 
(Nr. 51) erhalten kann. 


I. Die Funktion u = g(x) habe (in einem bestimmten Punkt x) die Ableitung uw. Wir 
beweisen, daß auch die Funktion y = cu (c = const) dort eine Ableitung hat, und be- 
rechnen sie. 

Wenn die unabhängige Veränderliche x um Ax wächst, so wächst die Funktion « 
um Au, d. h., sie geht aus dem Ausgangswert « in den Wert u + Au über. Der neue 
Funktionswert y wird y + Ay = c(u + Au). 

Hieraus erhält man Ay = c - Au und 


Somit existiert die Ableitung, und es ist 
y=(cou'’=c-Ww. 


Diese Formel bringt folgende Regel zum Ausdruck: Ein konstanter Faktor kann vor 
das Differentiationszeichen gezogen werden. 
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II. Die Funktionen u = p(x), v = p(x) mögen (in einem bestimmten Punkt) die Ab- 
leitungen uw’ und v’ haben. Wir beweisen, daß dann die Funktion y= u v (in dem- 
selben Punkt) ebenfalls eine Ableitung hat, und berechnen ste. 

Wir erteilen x den Zuwachs Az; dann erhalten w, v und y die Zuwächse Au, Av bzw. 
Ay. Die neuen Werte u + Av, v + Avund y + Ay sind durch die Beziehung 


y+4y=(W-—- Au) ++ 4A) 


miteinander verknüpft. Hieraus folgt 


Ay Au , M 
Ay= Auf Av, 7 Dee 
und 
ai, 


Arm AR 400 Ar 420 AX 
so daß die Ableitung y’ existiert; es gilt 
y=-(utv'=-wWrv. 
Dieses Resultat kann man leicht (nach derselben Methode) auf beliebig viele Sum- 
manden verallgemeinern. 


III. Unter denselben Voraussetzungen bezüglich der Funktionen u, v beweisen wir, 
daß die Funktion y = u - v ebenfalls eine Ableitung hat, und berechnen sie. 

Dem Zuwachs Ax entsprechen, wie auch oben, die Zuwächse Au, Av und Ay; dabei 
isty+Ay=(u-+ Au)- (v-+ Av), so daß 


Ay = Au-v+-u-Av+ Au- Av 


und 
Ay Au Av , Au 
Karren © 
ist. Weil für Az — 0 nach Nr. 96, 2, auch Av — 0 gilt, ist 
. Ay . Au Av 
lım — = lim —.. -Iim — = uw. .y’ 
ie DE nm Ai vr. = RENTE 


d. h., es existiert die Ableitung x’, und es ist 
yY=(uw-v)’ =uw.v+u-v. 
Ist y = U-v.w und existieren u’, v’, w', so ist 
y' = [(w) - w]' = (w)' -w + (u) -w = u’vw + uvw + uvw. 
Man kann sich leicht überlegen, daß für den Fall von » Faktoren die Regel 
[uvw ---s] = uvw .--s + uvw..-Ss + uvw +. S + ++. 4 Uvw +. Ss’ (4) 
n (n Summanden) 


gilt. Das beweisen wir durch Induktion. Wir nehmen an, die Formel (4) gelte für 
irgendein n, und beweisen, daß sie auch für n + 1 gilt: 


[uvw --- st] = [(uvw --- 8) - 6 = (uvw --- s)' -t + (uvw +5) -E; 


n-+1 N 
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wenn die Ableitung (uvw --- s)' nach (4) entwickelt wird, erhalten wir die Formel 
[uvw --- st] = uvw..- st + uw.» st + --- + vw. - st + uvw.-- st, 


die zu (4) analog ist. Weil diese Formel (4) für n = 2 (und 3) richtig war, ist somit 
bewiesen, daß sie für beliebiges natürliches » gilt. 


IV. Wenn schließlich u, v denselben Bedingungen genügen und außerdem v von 0 


. L) pe . . D) . U + ” 
verschieden ist, so können wir beweisen, daß die Funktion y = — eine Ableitung hat, 
und diese werden wir berechnen. 2 

In denselben Bezeichnungen wie oben haben wir 


u + Au 

A — | —m 

yray v4 Av 

also 
Au Av 
—:VvV—-U 

PP OR eich na Ay _4Ax Ax 
v(v + Av) dx  v-w-+%A) 


Wenn hier Ax gegen 0 strebt (wobei auch gleichzeitig Av — 0 gilt), können wir uns 
von der Existenz der Ableitung y’ und der Gültigkeit der Formel 


eu u\ wW-v— u-v 
v v? 


überzeugen. 


98. Die Ableitung mittelbarer Funktionen (Kettenregel). Jetzt können wir eine für 
die Praxis äußerst wichtige Ableitungsregel herleiten, mit deren Hilfe man die Ab- 
leitung mittelbarer Funktionen berechnen kann, wenn die Ableitungen der einzelnen. 
Funktionen bekannt sind. 

V. Die Funktion u = o(x) habe in einem Punkt x, die Ableitung u, = 9'(%); die 
Funktion y = f{u) habe in dem enisprechenden Punkt u = (x) die Ableitung 
Yu= Fu). Dann hat die mittelbare Funktion y = flpk«)) in dem Punkt x, ebenfalls 
eine Ableitung, und sie ist gleich dem Produkt der Ableitungen der Funktionen f{u) und 
Y), 

Hez))] = Fulplzo)) - Po) ') 


oder kürzer 
Yr = Yu‘ Ur: 


Zum Beweiserteilen wir x, einen beliebigen Zuwachs Ax; es sei Au der entsprechende 
Zuwachs der Funktion u = o(x) und schließlich Ay der Zuwachs der Funktion 
y = f{u), der von dem Zuwachs Au hervorgerufen wird. Wir benutzen die Beziehung 
(2a), die wir, wenn x durch ersetzt wird, in der Form 


Ay = y-Au+ «- Au 


1) Wir weisen darauf hin, daß das Symbol /„(p(x,)) die Ableitung der Funktion (u) nach ihrem 
Argument % (und nicht nach x) für den Wert u, = 9(x,) dieses Arguments bedeutet. 
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schreiben können (& hängt von Au ab und strebt mit Au gegen 0). Wenn wir diese 
Beziehung jetzt gliedweise durch Ax dividieren, erhalten wir 
= ABER RR 
Au ea a 
Wenn Ax gegen 0 strebt, so wird auch Au gegen O streben (Nr. 96, Satz 2); dann 


strebt aber auch, wie wir wissen, die von Au abhängige Größe & gegen 0. Folglich 
existiert 


h Ay — lım ze — yy*U 
a Ae 2“ iz Ar au 


und das ist gerade die gesuchte Ableitung z,. 


Bemerkung. Hier zeigt sich, wie nützlich die Bemerkung in Nr. 96 bezüglich der 
Größe « für Ax = 0 ist: Solange Ax der Zuwachs der unabhängigen Veränderlichen 
war, konnten wir Ax als von 0 verschieden voraussetzen; wird aber Ax durch den 
Zuwachs der Funktion u = o(x) ersetzt, so dürfen wir sogar für Ax = 0 nicht mehr 
Au = 0 annehmen. 

99. Beispiele.!) Zunächst bringen wir einige Beispiele für die Anwendung der Regeln I bis IV. 

1. Wir betrachten das Polynom 

YA + aa 1 4 + Aug? + A, + 0 
Nach der Regel II und dann nach I erhalten wir 
y’ = (ager)” + (aa) ++ + (an28°)’ + (au-1%)’ + (an) 
= ale) + ala) + ale)” + ale)” + (ar). 
Wenn wir die Formeln 1, 2, 3 aus Nr. 95 benutzen, erhalten wir schließlich 
y’ = nal + (n — 1) a2? + ++. + 20,5% 4 Quo: 
2. Nun sei y = (22? — 5x + 1) - e?. Nach Regel III gilt 
y’ = (2a? — du +1Y .e® + (222 — 50 + 1)- (ee). 
Analog zum vorigen Beispiel und mit Hilfe der Formel 4 aus Nr. 95 finden wir 
y’ = (4x Be (22° — 52 + 1)-e®= (2? — x — 4): e?. 
ax +b 


3. Jetzt betrachten wir y= ———, Nach Regel IV ist 
+1 
y (tb +1) - (ar +b)@® +1y 
| (=? + 1)2 
_ ax? +1) — (ar +b)-2 —a®—2br a 
(02 +1) + 
4. Wir berechnen noch einmal die Ableitung der Funktion y = tan x, und zwar ausgehend 
von tane = —, Wenn wir die Regel IV (und die Formeln 6, 7 aus Nr. 95) benutzen, 
erhalten wir 08 # 
> (sin x)’ -cosx —sinz-(cosz)” co?xr+sinz 1 


cos? x cos? x cos? x 
(vgl. Nr. 95, Formel 8). 


!) Mit x, y, u, v werden Veränderliche bezeichnet, mit anderen Buchstaben konstante Größen. 
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B. Zur Berechnung der Ableitung von y = = sin + cosz 
COST — sinz 
gel IV und dann die Regeln II und III (sowie die Formeln 6, 7 aus Nr. 95): 


benutzen wir zuerst die Re- 


yo (2 sin& + c08 2) (x cosxz — sinz) — (zsinz + cos) (x cosx — sin ©)’ 
er ae eh N ee DEE TREE LO ER TTe er 


(x cos x — sin x)? 


2 cosz- (x cosxz — sinz) — (zsinx + c0sx)- (—-xsin«) 
(x cosxz — sin x)? 
22 
(x cos x — sin x)? 


Wir berechneten die Ableitungen des Zählers und des Nenners, ohne die einzelnen Schritte 
anzugeben. Durch Übung muß man dahin kommen, die Ableitungen gleich hinzuschreiben. 


Wir geben jetzt einige Beispiele für die Berechnung der Ableitungen mittelbarer Funktionen 
an. 


6. Es seiim IntervallO< 2 < mnuny = Insinz,d.h.y = In v, wobei v = sin x positiv ist. 


Nach Regel V ist y, = Y, * %,. In der Ableitung y, = (Inu), = 23 (Formel 5). muß sin x für 
genommen werden. Somit ist % 


1 
- (sin »)” = = = 00% (Formel 6). 
x sin & 


Y., >= 


7: y= Yı + x, d.h. y = Yu mitv= 1 + x; nach Regel V ist 
Ze ae m 
2y1 +22 Yı+z 


8. y= er, d.h.y=e*mittuv=?r; 


Yz (Formel 3; Beispiel 1). 


y, == et. (a2) = 2x: er (V;4 und 3). 


Natürlich braucht man die mittelbaren Funktionen im einzelnen nicht hinzuschreiben. 


9. y=sinar; 
Y, > 008 0X - (ax) = a - cosax (V; 7,1, 2). 
10.y=@®+2+1"; 
yanatzt lt ++) 
= nr +)? +2 + Dr (V; 3, Beispiel 1). 
11. y — 28in?; 


y, = 2in® .1n 2 - (sin x)’ = In 2. cos - 2sin? (V; 4, 6). 


12. y = arctan E 
x 


u — (2) =; x 2 ar (V; 12,3). 
14 (-) x 4x x 
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Die Ableitungen von Funktionen, die durch mehrere Verkettungen entstanden sind, erhält 
man durch sukzessive Anwendung der Regel V: 


13.49 = Vz x; dann ist 


Y = dt : (ton > ). (V; 3) 


= —— mel; ) (V; 8) 
2 £ 


sin! — j 
14. y=e *;dann ist 


sinsl . 1 
y„=e *°. (sin? —) (V; 4) 
Fin 
sin . 1 nd 
— e 200 (in) (V; 3) 
% 
nat 
un 7.2 sin ze (z) (V; 6) 
x z\e]J, 
i 2 sin? 
= ——.sn—.e V N (V; 3) 
a x 


Wir geben noch einige weitere Beispiele für die Anwendung aller Regeln an. 


& _ e-7 
15. y = sinh z = —_—, 


e? 4- ee? 
= cosh x. 


y = —le), - (e9),]- 


Ist umgekehrt y = cosh z, so ist y’ = sinh x. Schließlich erhält man leicht, wie in Beispiel 4: 


Ist enger soist Yy—=— i 
cosh x cosh? & 
Ist y=cothz, sit Y=- Ze, 
sinh? x 


16. y= In (z + Ya? + 1); 
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Dasselbe Resultat kann man auch durch andere Überlegungen erhalten. Wir sahen in Nr. 49, 


Beispiel 4, daß die Funktion y = In (z + Ya? ı 1) die Umkehrfunktion von x = sinh y ist; 
daher ist (vgl. Nr. 94; das obige Beispiel 15; Nr. 48, 6) 


1 i 1 1 
Ya = — = —— ne —, 
x 


17. y = ——— 
a? Ya? + a? 
i- Vz? + a? — en. 
Yx? + a2 _ 1 
(Vz + @)° "era 


1 2 
18.4 = = ae a (-1<xrz<I1); 
Meet nee A 
2 + ( Ir ) (1 — 22)2 1+28 
1— 
1 bb — 
19. y = — OLE er (wir setzen b— ac > 0 voraus); 
Yb—-ac Yar+b+Yb-— ac 
a a 
v-—_| et ____la4b |___41 
Yb — ac Yaz +b — Yb— ac Yaz +b + Yb — ac (x + c) Yax + b 
20.y = arctan ah (hier setzen wir ac — b > 0 voraus); 
Yac — b ac — b 
IPIUFREE: UERERNEIR: "EERIENERE: VRHIRERESSORHREREEENEE: SAHDENNE 
Yac — b en VYace —b 2Yax+b (2x +c)Yax +b 
ac —b. 
EEE NE um a>0; |<; -—-<x<-—); 
a? — b2 a+bsinz 2 2 
ae 1 1 
Va? — b2 1 asinxz -+-b\? 
V \a-+bsinz 
ac0osx-(a-+-bsinxz) — (asinz -+b)-bcosz _ 1 
(a +bsin x)? a+bsinz- 
N | TE 
2. y— 1 I] te sinz 5 a?» COS X el < Bl;sina +5); 
YB — a2 a-+bsinz | b 
FE 1 a cos x + Yb? — a?sinx - _bcos® _ 1 
"oe. b+asinz— Y® —-acoz Wrbdsinz a+bsinz 


23. Zur Übung untersuchen wir noch die Ableitung des Exponentialausdrucks y = u” 
(u > 0), wobei « und v Funktionen von x sind, die in einem gegebenen Punkt die Ableitung w’ 
bzw. v’ haben. 

Wir logarithmieren die Beziehung y = u” und erhalten 


Iny=v-Inu. (5) 
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Somit kann man den Ausdruck für y in der Form 
Yy = e’lnu 
schreiben; hieraus ist schon klar, daß die Ableitung y’ existiert. Sie ist am einfachsten zu be- 


rechnen, indem man beide Seiten von (5) nach x ableitet. Dabei benutzen wir die Regeln V und 
III (und beachten dabei, daß u, v und y Funktionen von z sind). Wir erhalten 


IR AU EIFEEIN 
U 


Y 


hieraus folgt y’ = y = + v’In «) oder, wenn wir den Ausdruck für y einsetzen, 


y’ = u’ vr + v’ In .) . (6) 


Diese Formel wurde zuerst von LEINBIZ und JoH. BERNOULLI!) hergeleitet. 
Ist z.B. y = zsin?, so gilt 

y,— zeine sin X 

x 


24. Unter der Voraussetzung, daß die Funktion f(x) eine Ableitung f’(x) hat, bestimme man 
die Ableitungen der Funktionen 


(a) sin f(x), (b) ef®, (ce) In f(x) 
nach x und der Funktionen 


(d) Asint), de) Het),  (E) Zn?) 


+ sa. ine). 


\ 


nach t. 
Lösungen. 
.f 2). f r@) 
(a) cosf{x)- (x), (b) e f(&),  (e) ’ 
I) 


(d) f’(sint) » cost (e) f(et) - et, (f) (ln). — ; 


Hinsichtlich der letzten drei Beispiele (d), (e), (f) machen wir den Leser darauf aufmerksam, 
daß das Symbol f(...) die Ableitung nach dem Argument x bezeichnet, von dem die Funktion 
f(x) abhängt; dabei hängen natürlich die Werte dieses Argumentsx = sin t, e!,Ininoch vontab. 
Siehe Fußnote auf S. 137. 


25. Eine Funktion f(x), die in einem bezüglich des Nullpunktes symmetrischen Intervall 
definiert ist, heißt gerade, wenn f(—x) = f(x) ist, und ungerade, wenn f(—x) = —f(x) ist. Bei- 
spiele für gerade Funktionen sind die geraden Potenzen x?, x*, ... oder die Funktionen cos z, 
cosh x, für ungerade Funktionen die ungeraden Potenzen z, 2°, ... oder sin x, sinh x. 

Man beweise, daß die Ableitung einer geraden Funktion (wenn :sie existiert) eine ungerade 
Funktion und die Ableitung einer ungeraden Funktion eine gerade Funktion ist. 


26. Man berechne die Ableitung der Funktion 
=In/e für >0. 
Für x > 0 ist offenbar y’ = nn Diese Formel gilt auch für x < 0, denn berechnen wir die 
e | 


Ableitung der Funktion y = In |x| = In (—x) (x < 0) nach der Kettenregel, so erhalten wir 
auch in diesem Fall | 


jonh 


nd 
re 
—T T 


!) JoHAnN BERNOULLI, 1667 — 1748, Schweizer Mathematiker. 


27. Wir betrachten die Kurve 
y= ax (m>0,2>0). 
Der Richtungskoeffizient der Tangente in einem beliebigen Punkt (x, y) ist (Nr. 91, Nr. 92): 
tana = y’ = masm-, 


- Abb. 40 ist ersichtlich, daß für die Strecke TP (die sogenannte Subtangente) die Be- 
ziehung 


gilt. Hiernach kann man auch leicht die Tangente konstruieren (das ist eine Verallgemeinerung 
des Ergebnisses aus Nr. 91). 


Abb. 40 


28. Für die Kurve 


y=a-cosh — (a >0) 
a 


(Ketienlinie) erhalten wir 


sa 
taına=y’ =sinh—. 
a 


Wir bestimmen hierfür (für x > 0) 


1 1 1 a 
CO re 
Y 


a q 


so daß y- cos& = a ist. Wenn wir vom Fußpunkt D der Ordinate y = DM (Abb. 41) das Lot 


DS auf die Tangente MT fällen, so ist die Strecke DS gleich a. Hieraus ergibt sich wieder eine 
einfache Methode zur Konstruktion der Tangente an die betrachtete Kurve: Um die Ordinate 


DM als Durchmesser schlagen wir einen Halbkreis, und von D aus schlagen wir einen Kreis mit 
dem Radius a; wir erhalten den Schnittpunkt $. Die Gerade MS$ ist dann die Tangente. 


29. Ein Massenpunkt schwinge auf einer Achse um eine Mittellage nach dem Gesetz 
s= Asin (wi + 0) (A>0,08>0). 


Man nennt dies eine harmonische Schwingung; A ist ihre Amplitude, w die Frequenz und « die 
Anfangsphase. 

Wenn wir die Ableitung des Weges s nach der Zeit t bilden, erhalten wir die Geschwindigkeit 
der Bewegung: 


v = Awcos(wt + a). 
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Die größte Geschwindigkeit +Aw wird für 8 = 0 erreicht, d.h., wenn der Punkt durch die 
Mittellage geht. Hat dagegen der Punkt den größten Abstand von dieser Mittellage (s = +4), 
so istv = (. 

Die Ableitung von v nach , 


a= — Aw? sin (wt + 0), 
liefert die Beschleunigung des Punktes; offenbar ist 
a= —ws. 


Ist m die Masse des sich bewegenden Punktes, so ergibt sich nach dem Newtonschen Gesetz für 
die Kraft F, unter deren Einwirkung die harmonische Schwingung ausgeführt wird, 


F= —mwSs. 


Wie man sieht, ist sie immer zur Mittellage hin gerichtet (weil sie ein zu s entgegengesetztes 
Vorzeichen hat) und proportional der Entfernung des Punktes von dieser Mittellage. 


30. Eine Bewegung, die nach dem Gesetz 
s—= Aetk sin wi (A, k,o > 0) 


verläuft, heißt gedämpfte Schwingung, weil das Vorhandensein des Faktors e-*! den Punkt 
zwingt, im Verlauf der Schwingung um die Mittellage die Amplitude zu verkleinern, bis er dort 
ganz zur Ruhe kommt: 


lims=0. 
{>00 


In diesem Fall ist 
v= 9, —= Acrtl(o cos wt — k sin wi) 
und 
a=uy—= — Actl(w? sinwt + 2wk cos wi — k? sin wi). 


Wenn wir in der Klammer das Glied k? sin wt addieren und subtrahieren, erhalten wir nach 
trivialen Umformungen 


a= — Aerkif(o? + k?) sin wt + 2k(w cos wt — ksin wt)] = —(w2 + k?) s — 2kv. 
Für die Kraft, unter deren Einwirkung die Bewegung vor sich geht, ergibt sich 
F= —(w? + k2) ms — 2kmv. 


Wir sehen, daß sie sich aus zwei Kräften zusammensetzt: aus einer Kraft, die proportional dem 
Abstand des Punktes von der Mittellage ist und in Richtung dieser Mittellage wirkt (wie im 
‚ Fall der harmonischen Schwingung), und aus einer die Bewegung hemmenden Kraft, die der 
Geschwindigkeit proportional und ihr engegengesetzt gerichtet ist. 


100. Einseitige Ableitungen. Wir wollen uns zum Schluß eine Übersicht über eine 
Reihe von Sonderfällen verschaffen, die bei Ableitungen vorkommen können. 
Zunächst führen wir den Begriff der einseitigen Ableitung ein. Wenn der betrach- 
tete x-Wert einer der Endpunkte des Intervalls X ist, in dem die Funktion y = f(x) 
definiert ist, so muß man sich bei der Berechnung des Grenzwertes des Quotienten 
2 auf solche Ax beschränken, die (beim linken Endpunkt) von rechts her bzw. 
(beim rechten Endpunkt) von links her gegen 0 streben. In diesem Fall spricht man 
von der einseitigen (rechtsseitigen bzw. linksseitigen) Ableitung. In den entsprechen- 
den Punkten hat die Kurve der Funktion nur eine einseitige Tangente (Halb- 
tangente). 
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Es kann vorkommen, daß auch für innere Punkte x nur einseitige Grenzwerte 
AU u 
des Quotienten T (für de — -+0 oder Ae— —0) existieren, die nicht überein- 


stimmen; auch diese nennt man einseitige Ableitungen. In den entsprechenden 
Punkten der Kurve der Funktion existieren dann nur einseitige Tangenten, die 
einen (nicht gestreckten) Winkel bilden; der Punkt ist eine Ecke (Abb. 42). 


7 


| Abb. 42 
0 ” x 


Als Beispiel betrachten wir die Funktion y = f(x) = |x|. Ausgehend von dem Wert x = 0 
erhalten wir 
Ay = (0 + Aa) — K0) = de) = |del. 
Ist Ax > 0, so ist 


Ay= 4x, lim Ay _ ’ 
470 AX 
Ist aber Ax < 0, so ıst 
.. Ay 
Ay= —Ax, lim — = -1. 
120 Ax 


In der graphischen Darstellung ist der Koordinatenursprung ein Eckpunkt der Kurve, die aus 
den Winkelhalbierenden des ersten und zweiten Quadranten besteht. 


101. Unendliche Ableitungen. Strebt der Quotient ı für dx —0 gegen oo (bzw. 


— 00), so wird diese uneigentliche Zahl ebenfalls Ableitung genannt (und wie üblich 
bezeichnet). Analog führt man den Begriff der einseitigen unendlichen Ableitung ein. 
Die geometrische Deutung der Ableitung als Richtungskoeffizient der Tangente gilt 
auch in diesem Fall, nur daß hier die Tangente parallel zur y-Achse verläuft (Abb. 
43a, b, c,d). 

In Abb. 43a und b ist diese Ableitung gleich oo bzw. —oo (beide einseitigen Ab- 
leitungen stimmen dem Vorzeichen nach überein), in Abb. 43c und d unterscheiden 
sich die einseitigen Ableitungen durch das Vorzeichen. 


\ A | Abb. 43 
a) b) c) a) x 


Y 
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Es sei beispielsweise 
fı(@) = al; 
für & = 0 ergibt die Formel (3) aus Nr. 95 
hie) = Za He, 
sie gilt jedoch nicht für x = 0. In diesem Punkt berechnen wir die Ableitung, indem wir un- 
mittelbar von ihrer Definition ausgehen; wir bilden den Differenzenquotienten 


Eee © > — 
5 — 


Ax Ax (Ax)2l3’ 


offenbar strebt er für Ax — 0 gegen oo. Analog überzeugen wir uns davon, daß für die Funktion 
f(x) = x2l® in x = 0 die linksseitige Ableitung gleich — oo, die rechtsseitige gleich oo wird. 


Wenn man den erweiterten Begriff der Ableitung benutzt, kann man den Satz aus 
Nr. 94 über die Ableitung der Umkehrfunktion durch die Aussage ergänzen, daß 
auch dann, wenn f’(x,) gleich 0 bzw. +00 ist, die Ableitung g’(x,) der inversen Funk- 


tion existiert und gleich +00 bzw. 0 ist; so hat z. B. die Funktion sin x für = +5 
die Ableitung cos (+5 = (0), und für die inverse Funktion arcsin y existiert für 
y= +1 eine unendliche Ableitung (nämlich oo). 


102. Weitere bemerkenswerte Beispiele. 


1. Beispiele dafür, daß die Ableitung nicht existiert. Schon die Funktion y = |x| hatim Punkt 
x = 0 (vgl. Nr. 100) keine gewöhnliche zweiseitige Ableitung. Interessanter ist jedoch das Bei- 
spiel der Funktion 


10-0, Ho)=a-sin— (ürz+0), 


die in x = 0 stetig ist (Nr. 70, Beispiel 5), aber in diesem Punkt nicht einmal einseitige Ablei- 
tungen hat. In der Tat strebt der Quotient 


f0 + 4a) — f0) fd) _ . 1 
Ax 4x Ax 


für Ax — +0 nicht gegen einen Grenzwert. 

Aus der graphischen Darstellung dieser Funktion (Abb. 24, S. 121) kann man leicht sehen, 
daß die vom Ursprung O ausgehende Sekante OM, keine Grenzlage einnimmt, wenn M, gegen O 
strebt, so daß also im Ursprung keine Tangente (nicht einmal eine Halbtangente) an die Kurve 
existiert. 

Später (in Band II) werden wir bemerkenswerte Beispiele von Funktionen kennenlernen, 
die für alle Argumentwerte stetig sind, aber für keinen dieser Werte eine Ableitung besitzen. 


2. Beispiele für Unstetigkeiten der Ableitung. Wenn für eine gegebene Funktion y = f(x) in 
jedem Punkt eines Intervalls 2 eine endliche Ableitung 4’ = f’(x) existiert, so ist diese Ab- 
leitung ihrerseits in 7 eine Funktion von x. In den zahlreichen Beispielen, die wir bisher kennen- 
gelernt haben, war diese Funktion selbst stetig. Das braucht jedoch nicht so zu sein. Wir be- 
trachten als Beispiel die Funktion 


f0)=0, x) = x - in fürz +0). 
x 
Für x # 0 kann man die Ableitung in der üblichen Weise berechnen: 


41 
f(x) = 2 - sin z — Co0S — 
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Do 


dieses Resultat gilt aber nicht für x = 0. In diesem Fall gehen wir direkt auf die Definition der 
Ableitung zurück und erhalten | 


Ax 


= lim Ar: N —=(. 
420 A 


dz—0 en 
Hieraus ersieht man, daß f(x) für x — 0 nicht gegen einen Grenzwert strebt, so daß die Funk- 
tion /’(x) in x = 0 unstetig ist. 

Das gleiche gilt auch für jede Funktion 


ü f0)=0, fx) = x*. sin — für +0), 


sobald 2 > & > 1 ist. 

In diesen Beispielen sind die Unstetigkeiten der Ableitungen von zweiter Art. Das ist kein 
Zufall: Später (Nr. 113) werden wir sehen, daß Ableitungen keine Unstetigkeiten erster Art, 
d.h. Sprünge, haben können. Hierzu steht nicht im Widerspruch, daß die Ableitung von 
y = |e| für negative x gleich —1, für positive x dagegen gleich +1 ist (in x = 0 existiert y’ ja 
gar nicht!). 


S2. Das Differential 


103. Definition des Differentials. Die Funktion y = f(x) sei in einem Intervall X de- 
finiert und in dem Punkt x, stetig. Dann entspricht dem Zuwachs Ax des Arguments 
der Zuwachs 


Ay = Afl&,) = ro + Ax) — Hz) 


der Funktion, der mit Ax unendlich klein wird. Von großer Wichtigkeit ist die Frage, 
ob zu Ay eine zu Ax proportionale unendlich kleine Größe A - Ax (A = const) existiert 
derart, daß die Differenz zwischen Ay und A - Ax von höherer Ordnung unendlich klein 
wird als Ax, d. h. die Frage, ob Ay in der Gestalt 


Ay = A-Ax + 0(Ax) (1) 


dargestellt werden kann. 

Für A = 0 folgt aus dem Vorliegen von Gleichung (1), daß die unendlich kleine 
Größe A - Ax der unendlich kleinen Größe Ay äquivalent ist, d.h. der Hauptteil von 
Ay ist, wenn Ar als unendlich kleine Grundgröße gewählt wird (Nr. 62, 63). Ist Glei- 
chung (1) erfüllt, so nennt man die Funktion y = f(x) [für den gegebenen Wert (in 
dem Punkt) x = x,] differenzierbar und den Ausdruck A - Az selbst das Differential 
der Funktion; man bezeichnet das Differential mit dy oder mit d/(x,).!) (Dabei wird 
in Klammern auf den Ausgangswert x, hingewiesen.) 

Wir wiederholen noch einmal, daß das Differential einer Funktion durch zwei 
Eigenschaften charakterisiert wird: a) Es ist eine lineare (homogene) Funktion des 
Zuwachses Ax des Arguments; b) es unterscheidet sich vom Zuwachs der Funktion 
um eine Größe, die für Ax — 0 von höherer Ordnung als Ax unendlich klein wird. 


Betrachten wir einige Beispiele. 


1. Der Flächeninhalt Q eines Kreises mit dem Radius r wird durch die Formel 
Q = nr? gegeben. Vergrößert man den Radius r um Ar, so ist der entsprechende Zu- 
wachs 4Q der Größe @ der Flächeninhalt des Kreisringes, der zwischen den konzen- 


1) Das Symbol d/ als einheitliches Ganzes dient zur Bezeichnung einer funktionalen Abhängig- 
keit. 
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trischen Kreisen mit den Radien r und r + Ar liegt. Der Relation 
AQ = x(r + Ar)? — zr? = 2rr - Ar + n(Ar)? 


entnimmt man sofort, daß der Hauptteil von AQ bei Ar — 0 die Größe 2rr - Ar ist; 
das ist genau das Differential dQ. Geometrisch bedeutet es den Flächeninhalt des 
Rechtecks (sozusagen des „gestreckten“ Ringes), dessen Grundlinie gleich der 
Länge des Kreisumfangs 2rr und dessen Höhe gleich Ar ist. 


2. Analog erhält man für das Volumen V = Far einer Kugel mit dem Radius r 


bei einer Vergrößerung des Radius um Ar den Zuwachs 
| 4 
AV = r(r + Ar)? — Sm — Arr?. Ar + Arr - (Ar)? + 2a r(Ar)?, 


dessen Hauptteil für Ar — 0 offenbar dV = 4nr? - Ar ist. Dies ist das Volumen eines 
Zylinders, dessen Grundfläche gleich der Kugeloberfläche, also 4xr?, und dessen 
Höhe gleich Ar ist; es entspricht dem Volumen der „plattgewalzten‘“ Schicht zwi- 
schen den beiden konzentrischen Kugelflächen mit den Radien r und r + Ar. 


‚3. Zum u betrachten wir den freien Fall eines Massepunktes gemäß dem 


Gesetz s= n Im Zeitintervall At von t bis # + 4t durchläuft der Punkt den Weg 
2 2 
A HI _E-, At 4 —(4ı)?. 


Für At —0 ist ds = gt - At sein Hauptteil. Berücksichtigen wir, daß die Geschwin- 
digkeit im Zeitpunkt t gleich v = gt ist (Nr. 90), so sehen wir, daß sich das Differential 
des Weges (das annähernd für den Zuwachs des Weges gesetzt werden kann) als der 
Weg eines Punktes ergibt, welcher sich während des ganzen Zeitintervalls At mit 
eben dieser Geschwindigkeit bewegt. 


104. Zusammenhang zwischen der Existenz des Differentials und der Existenz der Ab- 
leitung. Nunmehr können wir folgende Aussage leicht beweisen: 


Eine Funktion y = f(x) hat genau dann im Punkt x, ein Differential, wenn sie in 
diesem Punkt eine endliche Ableitung y’ = f'(x,) besitzt. Ist diese Bedingung erfüllt, so 
gilt Gleichung (1) mit einer Konstanten A, die gleich dieser Ableitung ist: 


Ay = y,Ax + o(Ax). (1a) 
Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Ist nämlich (1) erfüllt, so folgt daraus 

Ay o(Ax) 

Ax MT Ax 


so daß wir für Ax — 0 tatsächlich 


. Ay 
A pam ] — 
ım 2: Yr 


erhalten. 
Daß die Bedingung auch hinreichend ist, folgt sofort aus Nr. 96, Satz 1 [vgl. dort 
Formel (3a)]. 
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Also gilt für das Differential einer Funktion y — f(x) stets 
dy = y,- Ax.) (2) 


Wir weisen hier nochmals darauf hin, daß. wir unter Az in diesem Ausdruck einen 
beliebigen Zuwachs der unabhängigen Veränderlichen verstehen, d.h. eine belie- 
bige Zahl (die oft als von x unabhängig angesehen werden kann). Dabei braucht Az 
keineswegs als unendlich klein angenommen zu werden. Gilt jedoch Ax — 0, so wird 
auch das Differential dy unendlich klein und ist tatsächlich (für y, # 0) der Haupt- 
teil des unendlich kleinen Zuwachses Ay der Funktion. Das berechtigt zu der Nähe- 
rungsgleichung 


Ay N dy, (3) 


die um so genauer gilt, je kleiner Az ist. Für lineare Funktionen gilt exakt Ay = dy. 
Wir werden auf die Näherungsgleichung (3) in Nr. 107 zurückkommen. 


Abb. 44 


0 Tr x x+t4x X 


Um das Differential dy und seinen Zusammenhang mit dem Zuwachs Ay der 
Funktion y = f(x) geometrisch zu deuten, betrachten wir die graphische Darstellung 
dieser Funktion (Abb. 44). Durch den Wert x des Arguments und den Wert y der 
Funktion wird der Punkt M der Kurve bestimmt. Wir ziehen in diesem Kurvenpunkt 
die Tangente MT. Wie wir bereits in Nr. 92 gesehen haben, ist ihr Richtungskoeffi- 
zient tan a gleich der Ableitung y,. Erteilt man der Abszisse x den Zuwachs Az, so er- 
hält die Kurvenordinate y den Zuwachs Ay = NM. Gleichzeitig erfährt die Ordi- 
nate der Tangente den Zuwachs NK. Betrachten wir NK als Kathete des recht- 
winkligen Dreiecks MNK, so finden wir 


NK = MN .tana =y,-Ax=dy. 


Während also Ay der Zuwachs der Ordinate der Kurve ist, stellt dy den entspre- 
chenden Zuwachs der Ordinate der Tangente dar. 

Zum Schluß wollen wir noch auf die unabhängige Veränderliche x selbst eingehen. 
Unter ihrem Differential versteht man den Zuwachs Az, d. h., man setzt 


dt = Ar. (4) 


Identifiziert man das Differential der unabhängigen Veränderlichen x mit dem Diffe- 
rential der Funktion y = x (hierin liegt ebenfalls eine besondere Art der Überein- 


1) Man prüft leicht nach, daß das Differential in den Beispielen von Nr. 103 tatsächlich so ge- 
bildet wurde. Es ist nämlich Q = nr, Q = 2rr, dQ = 2rr - Ar, usw. 
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kunft), dann läßt sich Formel (4) sogar beweisen, indem man sich auf (2) stützt: 
de=x, Ax=1-Ar= Ar. 


Unter Berücksichtigung der Übereinkunft (4) können wir jetzt Formel (2) um- 
schreiben und das Differential in der Form 


dy = y,-dı (5) 
definieren, wie man es auch gewöhnlich tut. Hieraus erhält man 
dy 


‚so daß dieser Ausdruck, den wir früher als ein einziges Symbol angesehen haben, jetzt 
auch als Bruch behandelt werden kann. 

Die Tatsache, daß hier auf der linken Seite eine wohldefinierte Zahl steht, rechts 
dagegen der Quotient zweier „unbestimmter‘‘ Zahlen dy und dx (dx = At ist näm- 
lich willkürlich), darf uns nicht verwirren. Die Zahlen dx und dy ändern sich pro- 
portional, und die Ableitung y, ist der Proportionalitätsfaktor. 

Der Begriff des Differentials und auch die Bezeichnung ‚Differential‘“!) selbst 
stammen von LEIBNIZ, der jedoch diesen Begriff nicht genau definiert hat. Neben 
den Differentialen betrachtete LEIBNIZ auch Differentialguotienten, d. h. Quotienten 
zweier Differentiale, welche unserer Ableitung äquivalent sind. Jedoch war gerade 
das Differential bei LeiBn1z der ursprüngliche Begriff. Seit CAvcHY, der mit seiner 
Theorie der Grenzwerte die gesamte Analysis begründete und als erster die Ab- 
leitung als Grenzwert definierte, begann man üblicherweise von der Ableitung aus- 
zugehen und den Begriff des Differentials auf der Basis der Ableitung aufzubauen.) 


105. Grundlegende Formeln und Regeln für die Bildung von Differentialen. Da sich 
das Differential dy nur um den Faktor dx von der Ableitung y, unterscheidet, läßt 
sich aus der Tabelle der Ableitungen für die elementaren Funktionen (Nr. 95) sofort 
eine Tabelle der Differentiale aufstellen: 


l. y=c dy = 0 
2. y=x# dy = ux#ide 
1 dx 
y-7 ee 
_ de 
y = Ve dy = — 
Y 2 Vz 
3. y=a’” dy = a’lnadı 
y= e* dy = e”de 


!) Von dem lateinischen Wort differentia = Differenz. 

) Nachdem sich somit die Existenz der „‚Ableitung‘‘ und die Existenz des ‚‚Differentials‘“ als 
praktisch äquivalent erwiesen haben, wird auch die Verwendung der Wörter ‚‚differenzieren“ 
bzw. ‚Differentiation‘‘ sowohl für die Bildung der Ableitung als auch für die Bildung des 
Differentials verständlich. Im Deutschen (und im Russischen) wird kein Unterschied ge- 
macht, während z. B. das Französische zwischen ‚‚derivation‘““ und ‚‚differentiation‘* unter- 
scheidet. 
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4. yalgz — dy- aede 
x 
y=Inx dy = de 
x 
y=sint dy = cosz. dr 
y-= cosXT dy = —sinzdr 
7. y-tanz EIER. DIR. SHBENEL...: 
cos? x 
8. y= ootz dy = — come ade = — 
sin? x 
f dx 
9. y=arcsinx dy = —— 
v1 — «2 
10. % = arccos x dy= — de 
1—ı2 
11. y= arctan x dy = BR 
1i+x 
12. y = arccot x dy = __d_ 
i+x 


Die Regeln zur Bildung von Differentialen lauten: 
I. d(cu) = c-du, 
I. du+v)=dutdr, 
II. d(uv) =u-dv-+v-du, 
IV. ar) -Ferze® 
v v 


Alle diese Regeln ergeben sich direkt aus der entsprechenden Vorschrift für die 
Bildung der Ableitung. Wir beweisen als Beispiel die letzten beiden: 


d(u -v) = (u -v)de= (W-v-+u-v)de 
—=v-(wW.-de)+u-w-de)=v-du+u-d, 


v 
v(u’ »dz) — uw’ -de) v-du— u-dv 
ae" SE" au, 
106. Invarianz des Diiferentials. Die Regel für die Bildung des Differentials einer 
mittelbaren Funktion führt uns auf eine bemerkenswerte und wichtige Eigenschaft 


des Differentials. 
Die Funktionen y = f(x) und x = p(t) seien so beschaffen, daß aus ihnen die 


mittelbare Funktion y = (et) gebildet werden kann. Existieren die Ableitungen 
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y, und x,, so ist nach Regel V aus Nr. 98 auch die Ableitung 


Yı = Ya %ı (7) 


vorhanden. 

Das Differential dy läßt sich, wenn x als unabhängige Variable aufgefaßt wird, 
durch Formel (5) ausdrücken. Wir gehen jetzt zur unabhängigen Veränderlichen t 
iiber. Unter dieser Annahme finden wir einen anderen Ausdruck für das Differential: 


dy = yı-dt. 


Ersetzen wir jedoch die Ableitung y, durch den Ausdruck (7) und beachten, daß x, - di 
das Differential von x als Funktion von t ist, so erhalten wir schließlich ° 


dy=y, ud=y,-de, 


d. h., wir kommen zur ursprünglichen Form des Differentials zurück. 

Wir sehen also, daß das Differential auch dann invarıant bleibt, wenn die ursprüng- 
liche unabhängige Veränderliche durch eine neue ersetzt wird. Wir dürfen stets das 
Differential von y in der Form (5) schreiben, gleichgültig, ob x die unabhängige Ver- 
änderliche ist oder nicht. Der Unterschied besteht nur darin, daß dx nicht einen Zu- 
wachs Ax bezeichnet, wenn ti als unabhängige Veränderliche gewählt wird, sondern 
das Differential von x als Funktion von t. Diese Eigenschaft nennt man die Invarianz 
des Differentials. 

Da sich aus (5) unmittelbar die Formel (6) ergibt, wenn man die Ableitung y, durch 
die Differentiale de und dy ausdrückt, bleibt auch die letzte Formel richtig, gleich- 
gültig, in bezug auf welche unabhängige Veränderliche die betreffenden Differen- 
tiale gebildet wurden (natürlich in beiden Fällen in bezug auf dieselbe). 

Es sei z. B. 


y=1 -8 (-1<e<i1), 


also y, = —_— — Setzen wir jetzt x = sin I (-3 <t< 3) dann ist 
Yı — 22 2 2 
y= Y1— sin?t — cost, und wir erhalten de = cost-dt, dy= —sint.dt. Man 
überzeugt sich leicht, daß die Formel 
_ —sini.d sini 
Ya oost-di cost 


nur ein anderer Ausdruck für die oben errechnete Ableitung ist. Man benutzt das 
zweckmäßigerweise insbesondere in solchen Fällen, bei denen die Abhängigkeit der 
Größen y und x nicht unmittelbar gegeben ist, sondern die beiden Veränderlichen x 
und % von irgendeiner dritten Hilfsveränderlichen (einem sogenannten Parameter) ab- 
hängen, z. B. 


= pl), y=yli). (8) 


Unter der Voraussetzung, daß jede dieser beiden Funktionen eine Ableitung besitzt 
und daß für die erste von ihnen die Umkehrfunktion t = 0(x) existiert, die ebenfalls 
eine Ableitung besitzt (Nr. 83, 94), ist leicht einzusehen, daß dann auch y eine Funk- 
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tion von x ist, nämlich 
y = yld(z)) = fix), (9) 


für welche gleichfalls eine Ableitung existiert. Diese Ableitung kann nach der oben 
angegebenen Regel berechnet werden u 


_d%y yd y) 
Tr = 


ohne daß die direkte Abhängigkeit der Größe y von x benutzt werden muß. 


Ist etwa = sint,y= cost -7 <t< 2) so läßt sich die Ableitung y, wie 


oben bestimmen, ohne daß die Beziehung y = Y1 — x? herangezogen werden muß. 

Sieht man x und y als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes in der Ebene an, 
so ordnen die Gleichungen (8) jedem Wert des Parameters t des Definitionsbereichs 
von p(f) und y(t) einen Punkt zu, welcher bei variierendem t eine Kurve in der Ebene 
beschreibt. Die Gleichungen (8) nennt man die Parametergleichungen dieser Kurve 
(Parameterdarstellung der Funktion). | 

Für den Fall, daß eine Kurve in Parameterdarstellung gegeben ist, ermöglicht 
Formel (10), den Richtungskoeffizienten der Tangente direkt aus den Gleichungen (8) 
aufzustellen, ohne daß man zu der Kurvengleichung (9) übergehen müßte, nämlich 


tan, (11) 

27 
Bemerkung. Daß man die Ableitung durch Differentiale in bezug auf eine be- 
liebige Veränderliche ausdrücken kann, führt insbesondere dazu, daß die Formeln 


dy 1 dy dy du 


dy 


die in der Leibnizschen Symbolik die Differentiationsregeln für die Umkehrfunktion 
und für eine mittelbare Funktion angeben, zu einfachen algebraischen Identitäten 
werden (da hier alle Differentiale in bezug auf ein und dieselbe Veränderliche gebildet 
werden können). j | 

Man darf jedoch nicht glauben, daß damit ein neuer Beweis dieser Formeln ge- 
geben worden sei. Erstens haben wir hier nicht die Existenz der Ableitung auf der 
linken Seite der Gleichungen bewiesen, und zweitens (und das ist die Hauptsache) 
haben wir die Invarianz des Differentials benutzt, welche ihrerseits eine Folgerung 


aus der Regel V ist. ® 


107. Näherungsformeln mit Hilfe von Differentialen. Wir haben in Nr. 104 gesehen, 
daß für Ax —0 das Differential dy einer Funktion y (falls y, + 0 ist) der Haupt- 
teil des unendlich kleinen Zuwachses Ay der Funktion y ist. Somit ist 


Ay rs dy (3) 
oder, ausführlicher, 
Aft,) = Fzo + 4X) — MR) I f(x) - Ar, (3a) 


mit einem Fehler, der von höherer Ordnung als Ax klein wird. Das bedeutet (Nr. 62), daß 
der relative Fehler dieser Gleichung für hinreichend kleines Ax.beliebig klein wird. 
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Betrachten wir ein einfaches Beispiel. Es sei y = «°. Dann ist 
Ay = (x, + Ax)? — x = 325 - Ax + 3% - (Ar)? + (Ae)?, 


und der lineare Teil von Ay ist (wie wir oben allgemein zeigten) tatsächlich das 
Differential dy = 3x2 - Ax = y, - Ax. Wir setzen nun beispielsweise x, = 2,3. Wählen 
wir Ax = 0,1, so erhalten wir 


Ay = 2,4% — 2,3? = 1,657 
und 
dy =3 - 2,3?.0,1 = 1,587, 


so daß beim Ersetzen der ersten Zahl durch die zweite ein Fehler von 0,070 entsteht 
und der relative Fehler größer als 4% ist. Für Az = 0,01 erhalten wir Ay = 0,159391 
und dy = 0,1587, was einen relativen Fehler ergibt, der bereits kleiner ist als 0,5%. 
Für Ax = 0,001 ist der relative Fehler kleiner als 0,05%, usw. 

Das läßt sich schon unmittelbar aus Abb. 44 ablesen, die die geometrische Deu- 
tung des Differentials zeigt. Aus der graphischen Darstellung ist ersichtlich, daß man 
bei einer Verkleinerung von Az tatsächlich mit stets größerer relativer Genauigkeit 
den Zuwachs der Ordinate der Kurve durch den Zuwachs der Ordinate der Tangente 
ersetzen kann. 

Das Ersetzen des Zuwachses Ay der Funktion durch ihr Differential dy hat offenbar 
den Vorteil, daß dy von Az linear abhängt, während Ay gewöhnlich eine komplizier- 
tere Funktion von Ak ist. 

Setzen wir Az = x — x, oder x, + Ax = x, so erhält Gleichung (3a) die Form 


fx) — Mo) ® PX) - (8 — %o) 
Kx) » fx) + Flo) (8 — 20). 


Durch diese Formel wird die Funktion f(x) für solche Werte von x, die nahe bei x, 
liegen, näherungsweise durch eine lineare Funktion ersetzt. Geometrisch entspricht 
dies dem Ersetzen des dem Punkt (x,, f(x,)) benachbarten Teiles der Kurve y = f(x) 
durch ein Stück der Tangente an die Kurve in diesem Punkt: 

y = x) + PX) - (© — %0)) 
(vgl. Abb. 44). Nehmen wir der Einfachheit halber x, = 0 an und beschränken wir 
uns auf kleine Werte von x, so gelangen wir zu der Näherungsformel 


(x) » f(0) + F(0) -®. 


Setzen wir hier für f(x) verschiedene elementare Funktionen ein, so erhalten wir leicht die 
Näherungsformeln 


i+-z)#wl+ ur, 
insbesondere 


HHrzr 14 Ze (1+2>0), 


er 


ewil+z, ın(i+e)wx (1+x2>0), snzwx, taınzwx usw., 
von denen wir einige schon kennen. 
!) In der Tat lautet die Gleichung einer Geraden durch den Punkt (x,, %,) mit dem Richtungs- 


koeffizienten knämlich y=y, + k(& — x,); im Fall der Tagente hat man y, = f(&)» 
k = f’(x,) zu setzen. 
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Es seien hier noch einige weitere Beispiele von Näherungsformeln ei d p i 
geführt, die ebenfalls auf Gleichung (3) beruhen. a 


‚tl. Bezeichnet man die Länge eines an beiden Enden aufgehängten schweren Fadens (Kabel, 


Seil, Riemen) mit 2s, die Spannweite mit 2/ und die Durchhangstrecke mit f (Abb. 45), so kann 
man zur Berechnung von s die (Näherungs-) Formel 


eg Die Größe f wollen wir hier als unabhängige Veränderliche und s als Funktion von f 
ansehen. 


Abb. 45 


Es soll der Zusammenhang zwischen der Änderung As der Länge s und der Änderung 4f der 
Durchhangstrecke f festgestellt werden. Wenn wir As durch ds ersetzen, so erhalten wir 


4 f 
A —— 
SAY 37 f 
und daraus 
301 
A mn g Gem A . 
iz ı, E) 


Ist z. B. die Änderung der Länge eines Kabels bei einer Änderung der Temperatur oder der 


Belastung zu berücksichtigen, so läßt sich hieraus die Anderung der Durchhangstrecke an- 
genähert vorherbestimmen. 


Abb. 46 


2. Bekanntlich wirkt ein Kreisstrom (Abb. 46) auf die Einheit der sogenannten ‚‚magne- 
tischen Ladung“, die sich auf seiner Achse im Abstand x vom Mittelpunkt O befindet, mit der 


Kraft ‚ wobei k eine Konstante und a der Radius ist. Gesucht wird ein Ausdruck 


(a? 25 x2)8 2 
für die Kraft, mit welcher der Kreisstrom auf einen Magneten NS der Länge Az wirkt, der in der 
Achse des Stromes liegt. Hierbei nehmen wir an, daß im Pol N eine punktförmige positive 
„magnetische Ladung‘ m konzentriert ist und im Pol $ eine gleich große negative „„Ladung“ 
— m. Die auf den Magneten wirkende Gesamtkraft F des Stromes läßt sich folgendermaßen aus- 
drücken: 


km km i | 
F SIZZ em Ge EEE ne — km ® A rn EEE 6, 
(+22 [ar + (2 + Anl? @ = | 


Ersetzen wir den Zuwachs der Funktion (unter der Voraussetzung, daß Az klein ist) durch ihr 
Differential, so erhalten wir 


Ben 


Fo mal (@® + a2p2 ' 


1 
er — 3k.-mÄr» 
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108. Anwendung von Differentialen bei der Fehlerabschätzung. Besonders vorteilhaft 
ist der Begriff des Differentials bei Näherungsrechnungen zur Fehlerabschätzung anzuwenden. 
Beispielsweise werde die Größe x gemessen oder direkt berechnet und die von ihr abhängige 
Größe y nach einer Formel, etwa y = f(x), bestimmt. Beim Messen von x ergibt sich gewöhnlich 
ein Fehler Az, der einen Fehler Ay für y nach sich zieht. Da diese Fehler als klein angenommen 
werden, setzt man Ay = y,- 4x, d. h., man ersetzt den Zuwachs durch das Differential. Es sei 
6x der maximale absolute Fehler der Größe z: 


Idz] S öx 


(unter normalen Bedingungen ist diese Fehlergrenze bei einer Messung bekannt). Dann können 
wir offenbar als maximalen absoluten Fehler (als Fehlergrenze) für y 


öy = |y.| » 6x (12) 
ansetzen. 


1. Es werde z. B. zur Bestimmung des Volumens einer Kugel ihr Durchmesser D (mit Hilfe 
eines Stangenzirkels, eines Dickenmessers, eines Mikrometers usw.) direkt gemessen und danach 
das Volumen Y nach der Formel 


=D 
6 


berechnet. - 
Wegen V), = ec, D? haben wir in diesem Fall nach (12) 


67 = —D%.öD. 


Wenn wir diese Gleichung durch die vorhergehende dividieren, so erhalten wir 


87 _,9D 
1% D’ 


so daß der (maximale) relative Fehler des berechneten Volumenwertes dreimal so groß ist wie 
der (maximale) relative Fehler des für den Durchmesser gemessenen Wertes. 


2. Wird eine Zahl’x, deren dekadischer Logarithmus y = log x berechnet werden soll, mit 
irgendeinem Fehler behaftet vorgegeben, so wirkt sich dies auch auf den Logarithmus aus, 


Hier gilt y, = = (M zu 0,4343), so daß nach (12) 
x 


öy = 0,4343 . 
Mn 


gilt. Somit ergibt sich der (maximale) absolute Fehler des Logarithmus einfach aus dem (maxi- 
malen) relativen Fehler der Zahl selbst, und umgekehrt. 

Dieses Ergebnis wird vielfach angewandt. Zum Beispiel kann man damit eine Vorstellung 
von der Genauigkeit eines gewöhnlichen Rechenstabes der Länge 25 cm = 250 mm gewinnen. 
° Beim Ablesen oder Einstellen des Läufers kann man sich um etwa 0,1 mm nach der einen 
oder anderen Seite irren, was beim Logarithmus einen Fehler von 


öy= 2 —= 0,0004 
.250 
verursacht. Hieraus ergibt sich nach unserer Formel 
öx _ 0,0004 
x 0,4343 


Der relative Fehler beim Ablesen ist also für alle’ Teile der Skala der gleiche. 


= 0,00092 ... » 0,001. 
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3. Bei der Bestimmung eines Winkels 9 mit Hilfe einer logarithmisch-trigonometrischen 


Tafel entsteht die Frage, ob man vorteilhafter die Sinus- oder die Tangenstafel benutzt. Wir 
setzen 


y,=logsing und = logtany 


und nehmen gleiche maximale Fehler öy, und öy, an (etwa jeweils gleich der Hälfte der letzten 


Stelle der Mantisse). Bezeichnet man die entsprechenden maximalen Fehler des Winkels 
mit 6,9 und 6,9, so erhält man wie oben 


/ 


M 
sec? o + 6,9, 
tan o 


M 
Ö == .cOo . mn 
Yı sing C08 9 + Ö1P, öy, = 


also 

6,9 = Ö,P * cos? 17, = 6,9. 
Somit ergibt sich, daß die Tangenstafel bei gleichem Fehler im Logarithmus einen kleineren 
Fehler für den Winkel erzeugt als die Sinustafel, also vorteilhafter ist.!) 


4. Als letztes Beispiel wollen wir das Problem der Genauigkeit der Messung eines unbekann- 
ten Widerstandes y mit Hilfe einer Wheatstoneschen Brücke betrachten (Abb. 47). Hierbei 
wird ein beweglicher Kontakt D über einen graduierten Schieber AC so lange verschoben, bis 
das Galvanometer @ keinen Strom mehr anzeigt. Der Widerstand y wird durch die Formel 


Rx 
a—ıt 


(13) 


gegeben, wobeia = AC, x = AD und R der bekannte Widerstand des Zweiges BO ist. 


Abb. 47 


Nach Formel (12) erhält man 


öy — fen ) Be 
a—&], (a — x)? 


Wird diese Gleichung durch (13) dividiert, so erhält man für den (maximalen) relativen Fehler 
von y den Ausdruck 


öy a+6X 
y za-—a) 


1) Bei diesen Berechnungen nahmen wir die Winkel im Bogenmaß an; die Ergebnisse 
bleiben natürlich gültig, unabhängig davon, in welcher Einheit die Winkel gemessen 
wurden. 
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Da der Nenner x(a — x) seinen größten Wert für = = annimmt!) und der Fehler öx bei der 
Längenmessung als von x unabhängig angesehen werden kann, ergibt sich der kleinste Wert 
für den relativen Fehler bei x = re Um ein möglichst genaues Ergebnis zu erhalten, wird daher 


gewöhnlich der Widerstand R so gewählt, daß der Strom gerade dann verschwindet, wenn sich 
der Kontakt D etwa in der Mitte der Strecke AC befindet. 


$S3. Grundlegende Sätze der Differentialrechnung 


109. Der Satz von Fermat. Die Kenntnis der Ableitung f’(x) einer Funktion f(x) er- 
möglicht oft Schlußfolgerungen über das Verhalten der Funktion f(x) selbst. In 
diesem und den folgenden Paragraphen befassen wir uns im wesentlichen mit der- 
artigen Problemen. 

Zur Vorbereitung beweisen wir das folgende Lemma. 


Lemma. Die Funktion f(x) habe um Punkt x, eine endliche Ableitung. Ist f’(x,) > 0 
[dzw. ['(x0) < 0], so gilt für alle rechts von x, und in hinreichender Nähe von x, gelegenen 
Punkte x die Beziehung f(x) > f(x,) [bzw. f(x) < f(xo)] und für alle links von x, gele- 
genen und zu x, hinreichend benachbarten Werte von x die Beziehung f(x) < f(x.) [bzw. 
f(x) > K&)]. 

Dafür sagt man auch, die Funktion f(x) wachse oder steige (bzw. falle) im Punkt x,. 
Handelt es sich um eine einseitige Ableitung, z. B. eine rechtsseitige, so bleibt nur die 
Aussage für die x-Werte, die rechts von x, liegen, gültig. 


Beweis. Nach Definition der Ableitung gilt 
f(x.) — lim (x) Rs 62) . 


z>L L — % 
Ist /’(2,) > 0 (auf diesen Fall wollen wir uns beschränken), so läßt sich nach Nr. 55, I, 
Satz 2, eine solche Umgebung (x, — 6, x, + 6) des Punktes x, angeben, in der (für 


x =F%) 
I) — Ma) _ g ” 
—% 


ist. Es sei zunächst u <x < x, + 6, also x — x, > 0. Aus der Ungleichung (*) folgt 
dann 2) — f{zo) > 0, d.h. fix) > fix). Ist aber, -—ö <2 <z,alor — nn, <(, 
so 1st offenbar auch f(x) — f(x) < 0, also f(x) < f(x,). Damit ist das Lemma be- 
wiesen. 


Satz von FERMAT. Die Funktion f(x) sei in einem Intervall X definiert und nehme 
ın einem inneren Punkt c dieses Intervalls einen größten (kleinsten) Wert an. Stimmen die 


2 2 
1) Aus der trivialen Ungleichung x? — ar + r = (2 — 5) > 0 erhalten wir unmittelbar 
| a 
ra —_— x < ——; 
( I)27 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


beiderseitigen endlichen Ableitun 


Fe) = 0) 


Beweis. Die Funktion nehme etwa im Punkt c einen größten Wert an. Die An- 
nahme f’(c) +0 führt auf einen Widerspruch. Entweder wäre nämlich f(c) >90, 
und dann würde nach dem Lemma für in hinreichender Nähe von c liegende x > c 
die Beziehung f(x) > c gelten, oder aber es wäre f(c) < 0, und dann würde f(x) > f(c) 
für alle zu c hinreichend benächbarten x < c sein. In beiden Fällen wäre f(c) kein 


größter Wert von f(x) im Intervall 7. Aus diesem Widerspruch folgt die Richtig- 
keit des Satzes. 


gen in diesem Punkt überein, so ist notwendigerweise 


Wir erinnern (Nr. 91, 92) an die geometrische Deutung der Ableitung y’ = f’(x) als 
Richtungskoeffizient der Tangente an die Kurve y = f(x). Wird die Ableitung /’(c) 
gleich 0, so bedeutet dies geometrisch, daß in dem entsprechenden Punkt dieser 


Kurve die Tangente parallel zur x-Achse verläuft. Abb. 48 veranschaulicht diesen 
Sachverhalt. 


y4 Y ® 
0 a c DB x 0 -a b x 
Abb. 48 Abb. 49 


Beim Beweis wurde die Annahme wesentlich benutzt, daß c ein innerer Punkt des 
Intervalls ist, da wir sowohl Punkte x rechts von c als auch Punkte links von c in die 
Betrachtung einbeziehen mußten. Ohne diese Voraussetzung wäre der Satz falsch: 
Ist die Funktion f{x) in einem abgeschlossenen Intervall definiert und nimmt sie ihren 
größten (kleinsten) Wert in einem der Endpunkte dieses Intervalls an, so braucht die 
Ableitung f(x) in diesem Endpunkt (falls sie existiert) nicht O zu sein. Wir überlassen 
es dem Leser, ein entsprechendes Beispiel zu finden. Geometrisch wird dieser Sach- 
verhalt durch Abb. 49 veranschaulicht. 

Als Anwendung des Satzes von FERMAT beweisen wir einen interessanten Satz über 
die Ableitung einer Funktion. 


110. Der Satz von Darboux?). Besitzt eine Funktion f(x) im Intervall [a, b]P) eine end- 
liche Ableitung f(x), so nimmt f(x) jeden Wert im Intervall zwischen f'(a) und f(b) an. 


Beweis. Zunächst wollen wir voraussetzen, daß f’(a) und f’(b) verschiedene Vor- 
zeichen haben, etwa f’(a) > O und f’(b) < 0, und die Existenz eines Punktesc zwischen 
schen a und b beweisen, in welchem die Ableitung 0 ist. 


1) Diese Aussage gibt im Grunde nur das Wesen des Verfahrens wieder, das PIERRE DE FERMAT 
(1601—1665, französischer Jurist und Mathematiker) zum Aufsuchen der größen und der 
kleinsten Funktionswerte benutzte (FERMAT kannte den Begriff der Ableitung noch nicht). 

2) Gaston DARBoUx, 1842—1917, französischer Mathematiker. 

8) Wir verstehen darunter, daß im Punkt «a die rechtsseitige und im Punkt b die linksseitige Ab- 
leitung existiert. Diese Ableitungen werden im folgenden einfach mit f(a) und f’(b) bezeichnet. 


14 Fichtenholz I 


210 III.. Ableitungen und Differentiale 


Aus der Existenz der endlichen Ableitung f’(x) in [e, b] folgt die Stetigkeit der 
Funktion f(x) in diesem Intervall (Nr. 96, Satz 2); somit nimmt f(x) nach dem zweiten 
Weierstraßschen Satz (Nr. 85) in einem Punkt c seinen größten Wert an. Dieser Punkt 
c kann weder mit a noch mit b übereinstimmen, da f(x) nach dem Lemma in allen 
dem Punkt a rechts benachbarten Punkten größer als f{a) und in allen dem Punkt b 
links benachbarten Punkten größer als f{b) ist. Somit gilt a <c << b. Dann ist aber 
nach dem Satz von FERMAT f(c) =. 

Um zum allgemeinen Fall überzugehen, wählen wir eine beliebige Zahl © zwischen 
f(a) und f’(b). Es sei etwa f’(a)> (> f'(b). Wir betrachten die Hilfsfunktion 
o(x) = fx) — Or. Sie ist stetig und besitzt im Intervall [a, 5] die Ableitung 9'(x) 
— f’(x) — ©. Wegen 9'’(a) = (a) — C > 0 und Y'(b) = f{b) — U < 0 existiert nach 
dem bereits Bewiesenen ein Punkt c (a <c<b), indem 

Y()= fl) —-0=0, alo Fle)=C 
gilt. 

Der soeben bewiesene Satz hat große Ähnlichkeit mit dem zweiten Satz von 
CAucay (Nr. 82), nach dem jede stetige Funktion alle Zwischenwerte annimmt. Der 
Satz von DARBOUX ist jedoch keinesfalls eine Folgerung aus dem Cauchyschen Satz; 
denn die Ableitung f’(x) einer stetigen Funktion f(x) braucht nicht stetig zu sein [vgl. 


beispielsweise in Nr. 102 die Funktion /(0) = 0, f(x) = x? sin z für #0]. 


111. Der Satz von Rolle. Vielen Sätzen und Formeln der Differentialrechnung und 
ihren Anwendungen liegt der folgende einfache, aber wichtige Satz zugrunde, der 
nach RoLLeE benannt wird.) 


Satz von RoLLE. Die Funktion f{x) sei im abgeschlossenen Intervall [a, b] definiert 
und stetig; sie besitze wenigstens im offenen Intervall (a, b) eine endliche Ableitung f’(x), 
und es seien die Werte der Funktion in den Endpunkten des Intervalls einander gleich, 
d. h., es sei [(a) = f(b). Dann gibt es zwischen a und b einen Punkt c(a <c<b), in 
dem f(c) = 0 ist. 


Beweis. Die Funktion f(«) ist stetig im abgeschlossenen Intervall [a, 5]; daher 
nimmt sie nach dem zweiten Weierstraßschen Satz (Nr. 85) in diesem Intervall so- 
wohl ihren größten Wert M als auch ihren kleinsten Wert m an. 


Wir betrachten die beiden Fälle: 


1. M = m. Dann ist f(x) im Intervall [a, 5] konstant; denn die Ungleichung m < f(x) 
< M liefert f(x) = M für alle x. Daher gilt f(x) = 0 im ganzen Intervall, so daß man 
für c jeden Punkt aus (a, b) nehmen kann. 


2. M > m. Wir wissen, daß diese beiden Werte von der Funktion ‚angenommen 
werden. Wegen f{a) = f{b) wird aber wenigstens einer von ihnen in einem Punkt c 
zwischen a und b angenommen. In diesem Fall folgt aus dem Satz von FERMAT, daß 
die Ableitung f’(x) in diesem Punkt gleich 0 ist. Damit ist der Satz bewiesen. 


Geometrisch besagt der Satz von Roız folgendes: Wenn die äußeren Ordinaten 
der Kurve y = f(x) in den Endpunkten einander gleich sind, dann läßt sich (min- 
destens) ein Punkt der Kurve angeben, in dem die Tangente parallel zur x-Achse 
verläuft (Abb. 50). 


!) Tatsächlich hat MıcaeL Rouıe (1652— 1719, französischer Mathematiker) diese Behauptung 
nur für Polynome formuliert. 
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Wir machen darauf aufmerksam, daß die Stetigkeit der Funktion f(x) im ab- 
geschlossenen Intervall [a, 5] und die Existenz der Ableitung im ganzen offenen 
Intervall (a, b) für die Gültigkeit des Satzes wesentlich sind. 

Die Funktion f(x) = x — [x] erfüllt z. B. im Intervall [0, 1] alle Voraussetzungen 
des Satzes, mit der Ausnahme, daß sie in x = 1 (am rechten Ende) eine Unstetigkeit 


besitzt. Jedoch ist im ganzen Intervall (0, 1) die Ableitung /’(x) von 0 verschieden, 
nämlich gleich 1. 


1 
Die durch fa) =x fürr0 sr s > und fa) =1— x für - <sx<s1 definierte 
Funktion erfüllt in demselben Intervall ebenfalls alle Voraussetzungen, mit der ein- 
zigen Ausnahme, daß in = z keine (beiderseitige) Ableitung existiert; in der 


linken Hälfte des Intervalls ist f(x) = 1, in der rechten ist f(x) = —1, d.h., es 
existiert auch hier kein Punkt c, in dem f’(c) = 0 ist. Ebenso wesentlich ist die dritte 
Voraussetzung des Satzes. Die Funktion f(x) = x erfüllt im Intervall [0, 1] alle Be- 
dingungen des Satzes, außer der Bedingung (a) = f(b), und ihre Ableitung f’(x) ist 
überall gleich 1. 

Die Zeichnungen möge der Leser selbst anfertigen. 


112. Der erste Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Wir wenden uns jetzt einigen 
unmittelbaren Folgerungen aus dem Satz von ROLLE zu. 


Erster Mittelwertsatz.!) Die Funktion f(x) sei im abgeschlossenen Intervall 
[a, b] definiert und stetig, und sie besitze wenigstens im offenen Intervall (a, b) eine end- 
liche Ableitung f'(x).2) Dann gibt es zwischen a und b einen Punkt c (a <c << b) derart, 
daß die Gleichung 
erfüllt ist. 


Beweis. Wir führen eine Hilfsfunktion F(x) ein, die in [a, b] durch folgende Glei- 
chung definiert ist: en 


Fa) = fie) — ja) -— OL (@ - a). 


—d(0 


1) Auch Satz von LAGRANGE genannt (JosErH Lovis LAGRAngze, 1736—1813, französischer 
Mathematiker. _ | | 

2) Natürlich folgt die Stetigkeit von /(x) in (a, b), die wir besonders vorausgesetzt haben, aus der 
zweiten Voraussetzung; aber weder hier noch im folgenden legen wir Wert darauf, die Vor- 
aussetzungen in voneinander unabhängigen Teilen zu formulieren. 


14* 
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Diese Funktion genügt allen Voraussetzungen des Satzes von ROLLE. Sie ist als 
Differenz einer stetigen Funktion f(x) und einer linearen Funktion stetig in [a, b]; im 
Intervall (a, b) besitzt sie eine wohlbestimmte endliche Ableitung 


DY — 
Fe) = re ER, 


Schließlich überzeugen wir uns durch direktes Einsetzen davon, daß F(a) = F(b) = 0 
ist, d. h., daß F(x) in den Endpunkten des Intervalls gleiche Werte annimmt. Folg- 
lich läßt sich auf die Funktion F(x) der Satz von RoLLE anwenden und somit auf 
die Existenz eines Punktes c in (a,b) schließen, für den F’(c) =0 gilt. Somit ist 


dD) — 
pi OL 0, a po Le, 


was zu beweisen war. 


Der Satz von RoLLE ist ein Spezialfall des Mittelwertsatzes. Die obigen Bemer- 
kungen über die erste und die zweite Voraussetzung des Satzes behalten auch hier 
ihre Gültigkeit. Zur geometrischen Deutung des Mittelwertsatzes (Abb. 51) bemerken 
wir, daß der Quotient | 


16) — fla) _ OB 
b—a AC 
den Richtungskoeffizienten der Sekante AB darstellt, während  (c) der Richtungs- 
koeffizient der Tangente an die Kurve y = (x) im Punkt mit der Abszisse x — c ist. 
Somit ist die Aussage des Mittelwertsatzes gleichwertig mit der folgenden: Auf dem 
Bogen AB gibt es stets wenigstens einen Punkt M, in welchem die Tangente parallel zur 
Sehne AB verläuft. Die Formel 


Di: 
ON _ pre) oder 6) — fa) = Flo)-b— a) 


heißt Lagrangesche Formel!). Sie gilt offenbar auch für den Fall a >b. 

Wir wählen einen beliebigen Wert x, im Intervall [a, 5] und erteilen ihm den Zu- 
wachs Ar = 0, der nicht über dieGrenzen des Intervalls hinausführt. Wir wollen nun 
die Lagrangesche Formel auf das Intervall [z,, x, + dx] für Ax > 0 oder auf das 


1) Auch Formel der endlichen Zuwächse genannt. 
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Intervall [x, + Az, x] für Ax < 0 anwenden. Die Zahl c, die zwischen x, und x, + 4x 
liegt, können wir für beide Fälle in der Form 


c=%+9-.42 ((<9<iI) 
darstellen.t) Dann erhält die Formel von LAaRANGe die Gestalt 


0 Ax) — 0 ' a 
ne hen Ba fe) = f(x, + 0A) 0) 


oder 
Affe) = Mo — Ar) — Hr) = Flo + 042) - Az (0 <9<I1). (2) 


Diese Gleichung, die den genauen Ausdruck für den Zuwachs der Funktion bei be- 
liebigem endlichem Zuwachs Ax des Arguments liefert, stellt man naturgemäß der 
Näherungsgleichung [Nr. 107, Formel (3a)] 


Aflzo) = Mo + Ar) — ro) FF &o) ‚ Ar 


gegenüber, deren relativer Fehler gegen 0 strebt, sobald Ax unendlich klein ist. Daher 
stammt die Benennung ‚‚Formel der endlichen Zuwächse“. 

Die Formel von LAcrAnGe hat den Nachteil, daß darin die unbekannte Zahl 0 
(oder c) auftritt.?) Das macht sich jedoch bei vielen Anwendungen dieser Formel in der 
Analysis nicht störend bemerkbar. 


113. Der Grenzwert der Ableitung. Ein nützliches Beispiel einer solchen Anwendung 
liefert die folgende Bemerkung. Wir setzen voraus, die Funktion f(x) sei im Intervall 
[2% + Z1,H>0, stetig und besitze für x > x, eine endliche Ableitung f’(r). 
Existiert der (endliche oder unendliche) Grenzwert 
im f)=K, 
>20 
so ist er die rechtsseitige Ableitung im Punkt x,. 

Für 0 < Ax < H gilt die Beziehung (1a). Für Ax — 0 strebt, da 6 beschränkt ist, 
das Argument der Ableitung, nämlich x, + 0Ax, gegen x,, so daß die rechte Seite 
dieser Gleichung, und mit ihr auch die linke, gegen den Grenzwert K strebt, was zu 
beweisen war. 

Die analoge Aussage läßt sich natürlich unter entsprechenden Voraussetzungen 
auch für die linke Umgebung des Punktes x, herleiten. 


Als Beispiel betrachten wir die Funktion 


f{x) = x aresin x + Y1— 
im Intervall [—1, 1]. Ist —1< x < 1, so ergibt sich nach den gewöhnlichen Regeln der Diffe- 
rentialrechnung leicht 


L 


_ = arcsiınr. 
yı — 2 Ya 


(x) = aresinz + 


1) Manchmal sagt man auch, 0 sei ein „echter Bruch“; damit ist dann aber eventuell ein un- 
endlicher nichtperiodischer Dezimalbruch zwischen 0 und 1 gemeint, da 0 keine rationale 


Zahl zu sein braucht. _—; 
2) In einfachen Fällen läßt sich diese Zahl bestimmen; beispielsweise ist für die quadratische 


Funktion f{x) = ax? + bx + c, wie man leicht verifiziert, V— — Selbstverständlich ist im 
allgemeinen die Zahl 6 von x, und Ar abhängig. 
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Für 2—1 — 0 (bzw. <— —1-+ 0) strebt diese Ableitung offenbar gegen den Grenzwert 7 


(bzw. — I) Somit existieren für x = +1 die (einseitigen) Ableitungen 
et, Feet 
Peer: r-D 5 


Die obige Bemerkung wird oft bei folgenden Sachverhalten angewandt: Aus der 
Tatsache, daß der Ausdruck für die Ableitung gegen oo (bzw. —oo) strebt, wenn 
sich x von der einen oder anderen Seite her dem Wert x, nähert, schließt man, daß 
im Punkt x, selbst die entsprechende einseitige Ableitung gleich oo (bzw. — oo) ist. 

Als Beispiel betrachten wir nochmals die Funktionen f(x) = x"? und fz(x) = x?!8, 
die wir schon in Nr. 101 behandelt hatten. Für sie gilt (für = 0, wobei für x < 0 
unter x!/3 die Funktion —|x|Y/3 verstanden wird) 


, 1 ’ 2 
ha) = a TR) = in 


Da der erste dieser Ausdrücke für x — +0 gegen oo strebt und der zweite für — +0 
bzw. x — —0 die Grenzwerte oo bzw. —oo besitzt, können wir schließen, daß für 
fı() im Punkt x = 0 die beiderseitige Ableitung existiert und gleich oo ist, während 
fo(x) in diesem Punkt nur einseitige Ableitungen besitzt, nämlich oo als rechte und 
— oo als linke Ableitung. 

Hieraus ergibt sich ferner folgende Tatsache: Existiert eine endliche Ableitung 
f(x) in einem bestimmten Intervall, so ist sie eine Funktion, die dort weder hebbare 
Unstetigkeiten noch Sprungstellen haben kann. Sie ist in jedem Punkt entweder 
stetig oder besitzt eine Unstetigkeit zweiter Art (vgl. Nr. 102, Punkt 2). 


114. Die Cauchysche Formel (zweiter Mittelwertsatz)?!). Der erste Mittelwertsatz läßt 
sich in folgender Weise verallgemeinern. 


Satz von CaucHY. Die Funktionen f(x) und g(x) seien im abgeschlossenen Inter- 
vall [a, b] stetig; wenigstens im offenen Intervall (a, b) seien die endlichen Ableitungen 
f(x) und g’(x) vorhanden; im ganzen Intervall (a, b) sei g’(x) = 0. Dann existiert zwi- 
schen a und b ein Punkt c (a <c<b) derart, daß 


ftb) — Ha) _ Flo) . 
| 96) — ga) ge) 
gilt. 


Diese Formel nennt man Cauchysche Formel oder zweiten Mittelwertsatz der Diffe- 
rentialrechnung. 


Beweis. Zunächst zeigen wir, daß der Nenner auf der linken Seite unserer 
Gleichung nicht gleich 0 ist,da sonst der Ausdruck keinen Sinn hätte. Wäre g(b) = g(a), 
so müßte nach dem Satz von RoLLe in einem bestimmten Intervallpunkt g’(x) = 0 
sein, entgegen der Voraussetzung g’(x) = 0. Also gilt g(b) = g(a). 

Wir betrachten jetzt die Hilfsfunktion 


/(6) 
g9(b) 


1) auch erweiterter Mittelwertsatz genannt. 


Fe) = fa) — fa) -— I Isle) — ga)l. 
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Sie genügt allen Bedingungen des Satzes von RoLLr. Erstens ist sie stetig in [a, b], 
da f(x) und g(x) stetig sind. Zweitens existiert in (a, d) die Ableitung F’(x), nämlich 


’ ' b = 
Fr) = te) 


Schließlich überzeugen wir uns durch direktes Einsetzen davon, daß F(a) = F(b) = 0 


gilt. Infolgedessen existiert im Intervall (a, 5) ein Punkt c derart, daß F’(c) = 0 ist. 
Mit anderen Worten, es gilt 


x _ FO ,  — d) — Ka), , 
f (ec) g(b) — g(a) g9()=0,: also Men 


Wenn wir durch g’(c) dividieren [das ist wegen g’(c) =0 möglich], so erhalten wir 
die gesuchte Gleichung. 

Offenbar ist der erste Mittelwertsatz ein Spezialfall des zweiten. Er ergibt sich aus 
diesem, wenn man g(x) = x setzt. Geometrisch ist der Satz von CaucHY ebenso zu 
deuten wie der Satz von LAGRANGE. Um dies dem Leser besser verständlich zu 
machen, gehen wir zu einer anderen Bezeichnung über. Wir ersetzen x durch t und 
bezeichnen die Funktionen mit o(t) und y(f). Variiert t im Intervall [«, ß], so können 
wir die Cauchysche Formel folgendermaßen schreiben: 


vB) — yla) _ Yy) 
o(ß) — Pla)  2'y) WERTE “ 


Wir betrachten jetzt eine Kurve, die durch die Parametergleichungen 


= gli), y=yl) (@<t<P) (5) 


gegeben ist. Dann ist die linke Seite der Formel (4) auch hier der Richtungskoeffi- 
zient der Sehne, die die Enden des Kurvenbogens verbindet, und die rechte der 
Richtungskoeffizient der Tangente in einem inneren Punkt des Bogens, der dem 
Wert # = y entspricht [Nr. 106, Formel (11)]. 


Bemerkung. Diese Überlegungen legen den Gedanken nahe, die Cauchysche 
Formel aus der Formel von LAGRANGE zu folgern, wie wir es taten. Das Wesen dieser 
Herleitung besteht darin, daß man aus der Parameterdarstellung (5) die unmittel- 
bare Abhängigkeit y = f(x) ermittelt, und dann erweisen sich Formel (4) und Formel 
(1) als gleichbedeutend. 


$4. Ableitungen und Differentiale höherer Ordnung 


115. Definition der Ableitungen höherer Ordnung. Hat eine Funktion y = f(x) in 
einem bestimmten Intervall X eine endliche Ableitung y’= f’(x), so daß diese 
wieder eine Funktion von x ist, so kann es vorkommen, daß diese Funktion in einem 
Punkt x, aus X ihrerseits eine Ableitung besitzt, die endlich oder auch unendlich 
sein kann. Diese Ableitung nennt man die Ableitung zweiter Ordnung oder einfach die 
zweite Ableitung der Funktion y = f(x) in dem betreffenden Punkt und bezeichnet 
sie mit einem der Symbole 
d’y d?/(x,) 


SER ı TN2,:° 
dt 


f’(&o)» D’f(x,) . 
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So haben wir z.B. in Nr. 92 gesehen, daß die Geschwindigkeit v der Bewegung 
eines Punktes gleich der Ableitung des von dem Punkt durchlaufenen Weges nach der 


Zeit tist,vo = ” die Beschleunigung a aber die Ableitung der Geschwindigkeit v 


dt 3,3 


nach der Zeit, also a = T. Also ist die Beschleunigung die zweite Ableitung des 
d?s 
Weges nach der Zeit, a = FT 


Hat y = f(x) im ganzen Intervall 2 (d.h. in jedem Punkt dieses Intervalls) eine 
endliche zweite Ableitung, so nennt man deren (endliche oder unendliche) Ableitung 
in einem Punkt x, aus 7, sofern sie existiert, die Ableitung dritter Ordnung oder ein- 
fach die dritte Ableitung der Funktion y = f(x) in diesem Punkt und bezeichnet sie 
folgendermaßen: 


d’y y' x FR we! 


dr? 9 P ’ 


‚I (zo), D’f(%o)- 


Entsprechend gehen wir von der dritten zur vierten Ableitung über usw. Ist der Be- 
griff der (n — 1)-ten Ableitung definiert und ist diese Ableitung im Intervall 2 vor-. 
handen und endlich, so nennt man deren Ableitung in einem Punkt x, dieses Inter- 
valls die Ableitung n-ter Ordnung oder die n-te Ableitung der Ausgangsfunktion 
y = {x). Zur Bezeichnung benutzt man die Symbole 


d"y 


d 
U, yo, Dog; RD, yore), Defiar). 


Wenn man die Lagrangesche oder Cauchysche Symbolik benutzt, kann es sich 
als notwendig erweisen, die Veränderliche anzugeben, nach der differenziert wurde. 
Dann setzt man diese Veränderliche als unteren Index (und läßt diese Striche oben 
fort): 

Yı, DiY, Jarl&o) USW. 
bzw. 


Yır» D,2:% » Iz....(%o) usw. 
yr- 


n-mal 


Beispielsweise schreibt man a = sı oder a = sy. (Natürlich hat man auch hier die 
Symbole 


d" Ä 
Zr. fm bzw. fm, D"f bzw. D,f bzw. fa... usw. 
x u 


n-mal 
als Funktionszeichen anzusehen.) 
Somit haben wir den Begriff der n-ten Ableitung induktiv definiert, indem wir von 
der ersten Ableitung sukzessive zu den folgenden übergingen. 
Die Beziehung 


y®) — (ya-dy, 


welche die n-te Ableitung definiert, nennt man eine Rekursionsformel, weil sie die n-te 
auf die (n — 1)-te Ableitung „zurückführt““, 
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Die Ableitungen n-ter Ordnung selbst lassen sich (bei gegebenem n) mit Hilfe der dem Leser 
bereits bekannten Regeln und Formeln berechnen. 
Ist etwa 
jet Biere, : 
2 6 37 2 


’ 


so erhält man 

y’ = 2° -— a +42 + > Y=6°— x +4 Y’=12x—1, yW9= 12, 
so daß alle folgenden Ableitungen identisch 0 sind. Für 

y=In («++ 1) 


ergibt sich beispielsweise 


’ eher ” u nm m — ee. USW 
Ya I Tre I Terme 


Auch bei Ableitungen höherer Ordnung kann der Begriff der einseitigen Ab- 
leitung (Nr. 100) induktiv eingeführt werden. Wenn eine Funktion y = f(x) nur in 
einem bestimmten Intervall 7 definiert ist, ist unter einer Ableitung beliebiger Ord- 
nung in den Endpunkten des Intervalls stets die einseitige Ableitung zu verstehen. 


116. Allgemeine Formeln für Ableitungen höherer Ordnung. Um die n-te Ableitung 
einer Funktion zu bestimmen, muß man im allgemeinen vorher die Ableitungen aller 
vorangehenden Ordnungen berechnen. In einigen Fällen gelingt es jedoch, einen all- 
gemeinen Ausdruck für die n-te Ableitung aufzustellen, der unmittelbar von n ab- 
hängt und keine der vorhergehenden Ableitungen enthält. 

Zur Herleitung solcher allgemeinen Ausdrücke sind die Formeln 


(c . u)” =(: um), (u + v)®) — um + vr) ® 


dienlich, welche die dem Leser bereits bekannten Regeln I und II aus Nr. 97 auf den 
Fall höherer Ableitungen verallgemeinern. Sie ergeben sich einfach durch sukzessive 
Anwendung dieser Regeln. 


1. Zunächst betrachten wir die Potenzfunktion y = x*, wobei u eine beliebige 
reelle Zahl ist. Falls u > 0 keine ganze Zähl ist, six > 0; falls a < 0 ist, six #0. 
Wir erhalten sukzessive 


year, Yu), y’anln 1) 2er}. 
Hieraus läßt sich leicht folgende allgemeine Regel gewinnen: 

y» = uu— N) kn +Det, 
die jedoch strenggenommen noch eines Beweises bedarf. Hierzu benutzen wir voll- 
ständige Induktion. Unter der Annahme, diese Regel gelte bereits für einen bestimmten 
Wert von n, differenzieren wir sie noch einmal und gelangen zu 

[yny = yard = ua De (an + 1 [erel 

= ua 1) un - Dual), 


so daß unsere Formel sich auch für die (n + 1)-te Ableitung als gültig erweist. Hier- 
aus wiederum folgt die Richtigkeit der Formel für alle natürlichen n. 
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Nehmen wir etwa u = —1, so erhalten wir 
1 \m) (—1)" .n! 
(=) a rg 
’ N 
und für u = or ist 


(7) _ (-5) -3) se (-= = -) grula-n — (I an — 1)! 
22 2 2 5 are 


(hier ist natürlich x > 0) vorausgesetzt) usw.!) 

Ist u selbst eine natürliche Zahl m, so ist die m-te Ableitung von x'* bereits die 
Konstante m!, und alle folgenden Ableitungen sind 0. Hieraus geht hervor, daß das 
auch für Polynome m-ten Grades der Fall ist. 


2. Für den etwas allgemeineren Ausdruck 
y=(a-+bx)" (a,b = const) 
erhalten wir auf ebenso einfache Weise 


ym = ua — 1) (u—n+1)-b".(a + be). 


Insbesondere ergibt sich wie oben ( =E 5) 


( 1 \” (—1)" n!b® - 


a+bz] (a + ba)rtı’ 
)" WERE mei... 36 ua 1 a (r > 7) 
Va + bx 2" — ber)" Ya + bx b/ 


3. Es sei jetzt y= Inx. Zunächst gilt für x > 0 
1 
'—_ 1 : mn 
ya) 


Die (n — 1)-te Ableitung von y’ entnehmen wir der entsprechenden Formel aus Bei- 
spiel 1, indem wir in dieser Formel n durch n — 1 ersetzen. Wir erhalten dann 


(n-1) _—_ 19-1 (2 — 1)! 
y® = (y)r-DdD — (=) — ZI, 
4. Ist y= a”(a >0), so gilt 
y =a”.Ina, y"’=a”. (Ina), ... 
Die allgemeine Formel 
y®» = a”(ln a)" 


1) Das Zeichen n!! bedeutet bei geradem n das Produkt der geraden natürlichen Zahlen von 2 


bis n und bei ungeradem n das Produkt der ungeraden natürlichen Zahlen von 1 bis n. So ist 
z.B 


zt=1-3-5-:7 und 10!!=2.4.6-8.10. 
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läßt sich leicht durch Induktion beweisen. Insbesondere gilt offenbar 
(er) 9) — e*, 
5. Wir setzen jetzt y = sin. Dann ist 
y’=cos%, y'=-—sing, y'"'= —cost, 


y®9 = sinz, yD = cosz,... 


Auf diesem Wege ist der gesuchte allgemeine Ausdruck für die n-te Ableitung etwas 
unübersichtlich. Das wird jedoch sofort einfacher, wenn man die erste Ableitung in 


der Form y’ = sin ( + 3) schreibt. Offenbar muß man bei jeder Differentiation 


das Argument um > vergrößern, so daß sich 


(sin z)® = sin (2 +n- 5) 


ergibt. Analog erhält man auch die Formel 


T 


(cos x)” = cos ( +n- 3) 
6. Wir betrachten die Funktion y = 
41 1 1 
. 2Za\ce—ıa z-+a 


bringen, können wir Beispiel 2 (und die zu Anfang erwähnten allgemeinen Regeln) benutzen, 
So erhalten wir 


ul nn 
E _ =) u 2a RE — a) (c+ am] 


7. Im Fall der Funktion y = e* sin bx benutzen wir einen Kunstgriff. Wir erhalten nämlich 


Wenn wir sie auf die Form 


x — a? 


y’ = ae®? sin bx + be? cos br; 


wenn wir durch 


a: 
sino = ———, (0050 = ——— 
mo ya: zn 22 Ya? + b2 


einen Hilfswinkel 9 einführen, so kann die erste Ableitung in der Form 
y' = Ya? + b2. e02. (sin bx - cosp + cos bz - sing) = Ja? + 5? . e®?. sin (br + 9) 


geschrieben werden. Wenn wir jetzt weiter differenzieren, gelangen wir durch Induktion leicht 
zu der allgemeinen Regel 


yn) = (a? + b?)ni?. e0% sin (br + np). 


8. Jetzt befassen wir uns noch einmal mit der Funktion y = arctan x. Wir stellen uns zu- 
nächst die Aufgabe, y(*) durch y auszudrücken. Wegen x = tan y gilt 


— cos? y= cosy- sin (v +5). 
1+ - 
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Wenn wir nochmals nach x differenzieren (und beachten, daß y eine Funktion von z ist), so er- 
halten wir 


yY'= [=sins ‚sin (y - 3 +- c08 y »« cos (v _ 3) .y 
= c08?y - COS (23 + y = con y-in2 (y + 3). 
Die weitere Differentiation liefert 


vr E siny.-cosy-sin2 (v Fr 3) + 2 cos? y-cos2 (v = 7] .y’ 


—= 2 cos? y - cos (3 + 2.5) —= 2cos’y-sin3 (v + 3). 
Die allgemeine Formel 
y") = (n — 1)! cos" y- sinn (v + 7) 


läßt sich durch Induktion beweisen. 
Führen wir (für <> 0) den Winkel 


1 Te 
z= arctan —— — —y 
x 2 


ein, so läßt sich diese Formel folgendermaßen schreiben: 
1 


yn) = (n — alien -sin n(r — 2) 
oder schließlich in der Form 
1 . 1 
ym) = (—-1)r-1(n — 1)! I zn - sinn arctan Zi 


9. Zum Schluß wollen wir zur Übung die Formel 


D* (zn-1 1/2) — (—1)n (n=1,2,3,...) 


el 
gantl 


herleiten. Ihre Richtigkeit fürn = 1 und = 2 prüft man unmittelbar nach. Wir nehmen jetzt 
an, sie gelte für alle Werte n bis zu einem bestimmten 2 > 2, und beweisen, daß sie dann auch 
für n + 1 richtig ist.!) )Zu diesem Zweck betrachten wir den Ausdruck 


Dr+1(grel/® _— D*[D(xzrel/?)] — Drfnx"-1eli? Ber xN-2e1/] 
—= n - Dar et/?) — D[Dr1(2r-2 el/*)]. 


Nach Induktionsannahme läßt er sich in der Form 


el/z el/? ei/z 
Dr+tl(zne I*) n. (—1)" gn+l - D \ = 7 | 11)" yn+2 


schreiben, was zu beweisen war. Also gilt die Formel für alle natürlichen n. 


117. Die Leibnizsche Formel. Wie wir zu Beginn von Nr. 116 bemerkten, lassen sich 
die Regeln I und II aus Nr. 97 unmittelbar auf Ableitungen beliebiger Ordnung über- 
tragen. Komplizierter ist es bei der Regel III, die sich auf die Differentiation eines 
Produktes bezieht. 


!) Wir weisen den Leser ausdrücklich auf diese eigenartige Form der Induktion hin. Wir be- 
nutzen hier (vgl. den Text) nämlich die Richtigkeit unserer Formel für» undn — 1. 


Wir nehmen an, daß jede der Funktionen (x) und v(x) Ableitungen bis zur n-ten 
Ordnung einschließlich hat, und beweisen, daß dann auch ihr Produkt y=u-veine 
n-te Ableitung besitzt, und geben einen Ausdruck dafür an. 


Unter Anwendung von Regel III differenzieren wir dieses Produkt sukzessive. Da- 
bei erhalten wir 


, 


y =uv- ur, 
„ „ st „ 
y =-uv+2uv +w”, 
y ss u'''v ..- 3u’’v' u 3u’v””’ u uv”’, Er 


Das Gesetz, nach dem alle diese Formeln aufgebaut sind, läßt sich unschwer ermitteln: 
Die rechten Seiten erinnern an die Entwicklung der Potenzen des Binoms u + v, 
(u + v)?, (u + v)°,..., nur daß an Stelle der Potenzen von u und v die Ableitungen 
der entsprechenden Ordnung treten. Die Ähnlichkeit tritt noch stärker hervor, wenn 
wir in den Formeln an Stelle von u und » die Symbole u® und »® schreiben. Wenn 
wir diese Regel auf beliebiges n ausdehnen, kommen wir zu der allgemeinen Formel 


n 
ym) = (w)M) = > (7) ur, 
; I 


ı—=0 


— umy - nur-dy’ u. m 


um-Dy'' — ... 
n(n — 1)-- (n—i-+]1) 


T lo Bern 


ur-2dy +... uv®d , (1) 


Zum Beweis dieser Formel verwenden wir wieder Induktion. Wir nehmen an, die 
Formel gelte für einen bestimmten Wert von n. Wenn für die Funktionen v, v auch 
(n + 1)-te Ableitungen existieren, so ist eine weitere Differentiation nach x möglich. 
Dann erhalten wir | 


en Be [nn a SEN Au 

yrrD es 2 | ; [(ur-9,97 Ben y | ’ yr-tDy . > | j ur-ÖyterD, 
i=0 \ i=0 \ ® i=0 \® 

Jetzt vereinigen wir die Summanden der letzten beiden Summen, die dieselben Pro- 

dukte der Ableitungen der Funktionen % und v enthalten (die Summe der Ordnungen 

der Ableitungen ist bei diesen Produkten, wie man sieht, stets gleich n + 1). Das 

Produkt u(*+Dy®) tritt nur in der ersten Summe auf (für = 0); der Koeffizient ist 


Ö 


(6) — 1. Ebenso ist uOy@®+D nur in der zweiten Summe (als Summand mit dem 
Index : = n) mit dem Koeffizienten (r — 1 enthalten. Alle übrigen Produkte, die 


in dieser Summe auftreten, haben die Form urt1-Dy®, wobeil<k zn gilt. Jedes 
dieser Produkte kommt sowohl in der ersten Summe (als Summand mit dem Index 
i = k) als auch in der zweiten Summe’(als Summand mit dem Index? = k — 1) vor. 


n ei 
Die Summe der entsprechenden Koeffizienten ist 2 + # _ ) Bekanntlich gilt 


 O+6)-er) 
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"el, 


Somit gelangen wir wegen 0 Be ı) — 1 schließlich zu 


R n 
yrtD — ur+DyO) -- > (" 4 ) qlta+ DK), — uOyin+D 
k=1 


n+l 1 
= P3 ) ten, 


— 


k=0 


Für y(*+D erhalten wir also einen Ausdruck, der zu (1) völlig analog ist (nur ist die 
Zahl n durch die Zahl n + 1 ersetzt). Damit ist die Gültigkeit der Formel (1) für alle 
natürlichen n bewiesen. 

Diese Formel heißt .Leibnizsche Formel. Bei der Herleitung allgemeiner Ausdrücke 
für n-te Ableitungen ist sie oft von Nutzen. 

‘ Eine ähnliche Formel kann auch für die n-te Ableitung eines Produktes mehrerer 
Faktoren y=u-v-.-t aufgestellt werden. Sie ist der Entwicklung des Polynoms 
(u-+%-+ --- +)" ähnlich. 


118. Beispiele. 
1. Wir wollen mit Hilfe der Leibnizschen Formel (1) die Ableitung 


(x? - c08.a.x)(50) 


bestimmen. Dazu setzen wir v = 2°, u = cosar. Dann ist 
(k) —gyık k T [2 2 „ 2 [ZZ (4) 
ur) = ur. cosjfaxr + Zi v=26,V =2,v =) =..—=(, 


Somit sind in Formel (1) alle Summanden mit Ausnahme der ersten drei gleich 0, und wir er- 


halten 
(uv)'50) = 2? . a5° . cos («2 790. 7) + - 2x. a9. cos («2 +49. 3) 


50 - 49 


= 1-2 


2.08. cos (02 + 48-5) 


= a®[(2450 — a?x?) cos ax — 100ax - sin ar]. 


2. Wir kommen auf das Beispiel 7 aus Nr. 116 zurück; jetzt können wir den allgemeinen 
Ausdruck für die n-te Ableitung der Funktion 


y= e% sin bx 
mit Hilfe der Leibnizschen Formel direkt angeben: 


ya) =— e0T [sn bx (e = and 
1 


I np L... 
ar 


e -)m- 2) 
b2 (mann _ ROM nr... 
7 c08 x (na >: an-3p? + - ) 


3. Wir bestimmen die (n + 1)-te Ableitung der Funktion y = aresin x. Zunächst ist 


so daß nach der Leibnizschen Formel 


ya+ı) — | 1 1 (n) 
yl -+-x yi ze, 
” ( i =) 1 + 1 j j 
Yi+z 1 — Fr 1 + ) Eu _ ) 
n(n — 1) (n-2) 1 „ 
Se ER. 
22 3 5 + . er =) 
nn = 1) (n — 2) 1 (n-3) 1 m 
ine ne 
nn 7) 7) = 


gilt. Wenden wir nun zur Berechnung der Ableitungen von 


und die ın 
yi +2 yı u 


Nr. 116, Beispiel 2, gewonnenen Formeln an, so erhalten wir schließlich 


ya) A — 1 (2n — 3) 1! 
2ayı — a (+) (+ S)1(1—ı) 
„ma —1) (m St = 
1-2 (d+om2(1-—a)% 


4. Man bestimme den Wert aller aufeinanderfolgenden Ableitungen der Funktion y = arctan « 
fürz=V0. 


1 
Wegen y = ir» gilt y’. (1 +2?) = 1. Wir bilden die n-te Ableitung beider Seiten 


dieser Gleichung (unter Benutzung der Leibnizschen Formel): 
(1 + 22) yatı) 2 Ing ya) - nn — 1): yad= 0. 


Nun setzen wir x = (0. Bezeichnen wir den Wert der Ableitung für x = 0 mit dem unteren 
Index 0, so erhalten wir 


yin+D = nn — 1). ya-D. (*) 

Ferner nimmt y”’ = = für x = 0 den WertO an: yy = 0. Aus der Relation (*) geht 
x 

hervor, daß stets yızm) — 0 ist. Für die Ableitungen ungerader Ordnung gilt die Rekursions- 

formel yiam+ı) — — (2m — 1) 2my(2m-1), Beachten wir, daß y, = 1 ist, so erhalten wir hieraus 


yiam+1) = (—1)M (2m)!. 


Dasselbe Resultat kann man auch aus der allgemeinen Formel des Beispiels 8 in Nr. 116 her- 
leiten. 


5. Für die Funktion y = arcsin x bestimme-man ebenfalls den Wert aller Ableitungen für 
z—=(. 


Hinweis. Die Leibnizsche Formel ist diesmal auf die Beziehung 
d-9)y’—ay=0 
anzuwenden. 
Lösung. 2 
yiam) = 0, yam)— 18. 32... (2m — 1)? = [2m — 1)!!?. 


"Mit Hilfe der allgemeinen Ausdrücke in Beispiel 3 gelangt man nicht so einfach zu diesem Re- 
sultat. 
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6. Die Legendreschen Polynome. Zum Schluß wollen wir uns noch mit den wichtigen Legen- 
dreschen Polynomen!) befassen. Sie werden durch 


dr(z? — 1)* 


X,(2)= 6 dr 


N 1,2,3543.) 
definiert, wobei die konstanten Koeffizienten c,„ je nach dem Zweck verschieden gewählt 
werden können. 

Zunächst überzeugen wir uns davon, daß das Polynom X,(z) (vom Grad n) genau n ver- 
schiedene reelle Nullstellen besitzt, die sämtlich zwischen —1 und 1 liegen. 


Der Einfachheit halber setzen wir vorerst c, = 1. 
Es ist leicht zu schen, daß das Polynom 


(* — 1 = (a —- 1 ke +1” 


und seine n — 1 aufeinanderfolgenden Ableitungen für x = +1 den Wert 0 annehmen. Dann 
besitzt seine erste Ableitung nach dem Satz von Rote (Nr. 111) eine Nullstelle zwischen —1 
und 1. Nach dem gleichen Satz besitzt die zweite Ableitung zwei Nullstellen zwischen —1 und 1 
usw. bis zur (n — 1)-ten Ableitung, die außer den Nullstellen —1 und 1 noch n — 1 Nullstellen 
dazwischen besitzt. Wenden wir auf die (a — 1)-te Ableitung nochmals den Satz von ROLLE an, 
so erhalten wir das gewünschte Ergebnis. 

Wir behalten den Koeffizienten c, = 1 bei und bestimmen nun den Wert des Polynoms 
X„(x) für x = +1. Wenn wir die Potenz (x? — 1)" als Produkt aus (x + 1)” und (x — 1)" an- 
sehen, können wir nach der Leibnizschen Formel 

dRr(z — 1)” n\d(z +1) deritg — 1)* 
X = - PR. — —b— 0. 
„(@) = (+1) ae ( 1 17 a 
d*(z -+ 1)” 
dr 


ua (x — 1)? 


schreiben. Da alle Summanden, vom zweiten angefangen, den Faktor x — 1 enthalten, für 
x = 1 also 0 werden, ist offenbar X „(1) = 2"n!. 
Analog erhalten wir X,(—1) = (—1)?. 2% .n!. 
Setzt man in der Definitionsgleichung des Legendreschen Polynoms X,,(z) insbesondere 
f i 


oz — 
i Mm!’ 


so erhält man ein Polynom, das sehr häufig vorkommt. Wir werden es künftig stets mit P, (x) 
bezeichnen. Es ist dadurch charakterisiert, daß esin den Punkten x = 1und« = —1 die Werte 


P,1) =1, P,(-1) = 1)" 
annimmt. 


Mit Hilfe der Leibnizschen Formel kann man ferner leicht zeigen, daß die Legendreschen 
Polynome der Beziehung 


(a? — 1) X, + 21%, — nn +- 1)X, = 0 


genügen, die in der Theorie dieser Polynome eine wichtige Rolle spielt. Es handelt sich um die 
sogenannte Differentialgleichung der Legendreschen Polynome. 

Setzen wir nämlich y = (x? — 1)", so ist y’ = 2nz{x? — 1)"-1, also (2? — 1) y’ = 2nr-y. 
Wir bilden jetzt die (n + 1)-te Ableitung beider Seiten deı letzten Gleichung. Nach der Leibniz- 
schen Formel ist 

ä (His) | n(n +1) 
(22 — 1) yrt?) + (n 4-1). 20. yIrHı) 4 Zur 5 


= 2nz- ya) I. (mn +1)-2n-ym, 


1) ADRIEN MARIE LEGENDRE, 1752—1833, französischer Mathematiker. 
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Hieraus folgt 
(x2 ga 1) yn+2) -1- 2xy'ntı) BR n(n + 1) ya) er 0, 


und nach Multiplikation mit c, ergibt sich die zu beweisende Relation. 


119. Differentiale höherer Ordnung. Wir wollen uns jetzt den Differentialen höherer 
Ordnung zuwenden. Auch sie werden induktiv definiert. 


Unter dem Differential zweiter Ordnung oder dem zweiten. Di fferential einer Funktion 


y= f®) in einem bestimmten Punkt versteht man das Differential des (ersten) Diffe- 
rentials der Funktion in diesem Punkt, in Zeichen 


d?y = d(dy). 


Das Differential dritter Ordnung oder das dritte Differential ist das Differential des 
zweiten Differentials: 


ddy — d(d2y). 


Allgemein versteht man unter dem Differential n-ter Ordnung oder dem n-ten Diffe- 
rential der Funktion y = f(x) das Differential ihres (n — 1)-ten Differentials, 


d*y = d(d"-!y). 


Man schreibt diese Differentiale für den speziellen Punkt x = x,, in welchem die 
Differentiale gebildet werden, auch folgendermaßen: 


d?/(xo) ’ d’f(xo) „yo. d”/(zo), ..o 


Bei der Berechnung von Differentialen höherer Ordnung ist es sehr wichtig, zu 
beachten, daß dx eine willkürliche und von x unabhängige Zahl ist, die beider Bildung 
des Differentials nach x als konstanter Faktor angesehen werden muß. Dann erhalten 
wir (wobei wir stets die Existenz der entsprechenden Ableitungen voraussetzen) 


d?y = d(dy) = d(y’ de) + dy’ -de = (y” - de) de = y” - da?, 
d’y = d(d?y) = d(y’’ - dx?) = dy”’ - de? = (y’”’ » dr) de? = y’” . dx? 


usw.!) Das naheliegende allgemeine Gesetz 


dry = yin dar (2) 
läßt sich wiederum durch Induktion beweisen. Daraus folgt 
dry 
(N) — 
2 dar’ 


so daß jetzt auch dieses Symbol als Bruch aufgefaßt werden kann. 

Unter Benutzung von Gleichung (2) läßt sich jetzt die Leibnizsche Formel leicht 
auf Differentiale umformen. Es genügt, beide Seiten dieser Formel mit dx” zu multi- 
plizieren, um 

d*(uv) = 5 | :) dr-iy.dv (du=u.dv=v) 
i=0 

zu erhalten. Leisntz selbst hatte die nach ihm benannte Formel für Differentiale 
aufgestellt. 


1) Unter dx2, da?, ... ist stets die Potenz des Differentials zu verstehen, also (dx)?, (de)?, ... 
Das Differential der Potenzfunktion bezeichnet man dagegen mit d(z?), d(2?), :.. 


15 Fichtenholz I 
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120. Niehtinvarianz der Differentiale höherer Ordnung. Bekanntlich ist das (erste) 
Differential einer Funktion gegenüber einer Variablentransformation invariant. 
Dadurch erhebt sich naturgemäß die Frage, ob die Differentiale höherer Ordnung 
dieselbe Eigenschaft besitzen. Wir werden am Beispiel des zweiten Differentials 
zeigen, daß dies nicht der Fall ist. | 

Es sei also y = f(x) und x = g(t), so daß y als mittelbare Funktion von t betrachtet 
werden kann, y = Hot). Das (erste) Differential bezüglich i kann in der Form 
dy = y,dx geschrieben werden, wobei de = x, di eine Funktion von t ist. Wir be- 
rechnen das zweite Differential bezüglich i# und finden 


d?y = d(y,dx) = dy,dt + y, d(d«). 


Das Differential dy, kann unter erneuter Benutzung der Invarianz des (ersten) Diffe- 
rentials in der Form dy, = Y,, dx geschrieben werden, so daß sich schließlich 


d’y — Yır' dx? + Yr dx (3) 


ergibt, während für die unabhängige Veränderliche x das zweite Differential die Ge- 
stalt d?2y = y,, : dx? hatte. Der Ausdruck (3) für d?y ist natürlich der allgemeinere; 
ist insbesondere x die unabhängige Veränderliche, so ist d2r = 0, und es bleibt nur 
das erste Glied übrig. 


Betrachten wir ein Beispiel. Es sei y = x?, also, wenn x vorerst die unabhängige Veränder- 

liche ist, 

dy = 2r dx, d?y = 2d??. 
Wir setzen jetzt x = t?; dann ist y = i? und 

dy = 4? di, d?y = 121? di?. 
Der neue Ausdruck für dy kann aus dem alten gewonnen werden, wenn man dort < =1!}, 
dx = 2t dt setzt. Anders verhält es sich mit d?y. Würden wir dort ebenso substituieren, so er- 
hielten wir 81? di? anstatt 124? di?. 


Wenn wir aber die Gleichung dy = 2x dx nach t differenzieren, wobei wir x als Funktion von 
t betrachten, so kommen wir, entsprechend (3), auf die Formel 


d2y = 2da? + 2x dr. 


Setzen wir hier x = t?, dx = 2t.dt, d?r = 2di?, so erhalten wir das richtige Ergebnis, nämlich 
121? di2. 


Ist also x nicht die unabhängige Veränderliche, dann hat man das Differential 
zweiter Ordnung d?y durch das Differential von x gemäß der zweigliedrigen Formel (3) 
auszudrücken. Für Differentiale dritter und höherer Ordnung steigt beim Übergang 
zu einer neuen unabhängigen Veränderlichen die Zahl der Zusatzglieder weiter an. 
Wenn man also die höheren Ableitungen %Y,2, Yzzz, +... durch. Differentiale aus- 
drücken will, 

d2 2 d3 
Yız = Yar 7 In Yırz — Yır = I ...; (4) 


so darf man dementsprechend die Differentiale nicht nach einer beliebigen Veränder- 
lichen bilden, sondern nur nach der Veränderlichen x. 


121. Difierentiation nach dem Parameter. Man kann übrigens die Ausdrücke für die 
Ableitungen nach x auch mit Hilfe von Differentialen schreiben, die nach einer be- 
liebigen Veränderlichen i gebildet werden, jedoch werden diese Ausdrücke dann ziem- 
lich kompliziert. Sehen wir alle nachstehend aufgeführten Differentiale als nach t ge- 
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bildet an, so haben wir nacheinander 


u. ay\ _  N\de) da? 
" de’ "FT de), de de 
also 
. u de - d?y — d2r.dy. 
Yız 7 Yr = ea ve (5) 
q da - d?y — d?r: dy\ 
u "Size _ de 
II Y; m dr? . SP= dr 202 
d?(dz - d’dy — d’x . dy) — 3da? d2x(de - d2y — dir - dy) 
_ ds Pr 
dx 
also schließlich 
dx(de - d’dy — dx - dy) — 3d?x(de - d2y — dx -d 
Yızz = Yır > dutda - diy — din -dy) — Bdtalde - dey — die - dy) (6) 


dx 


usw. Die Formeln (5) und (6) sowie die nach diesem Schema gebildeten weiteren For- 
meln sind die allgemeinsten. Nehmen wir in ihnen x als unabhängige Veränderliche 
an, so werden dr, d’z und die folgenden Differentiale gleich 0, und wir kommen auf 
Formel (4) zurück... 

Diese Formeln für die Ableitungen von y nach x liefern die. ‚sogenannte Dijferen- 
tiation nach dem Parameter. 

Sind x und y als Funktionen eines Parameters t gegeben, . 


Le oft), y- vl) 3 
so wird, wie wir in Nr. 106 gesehen haben, unter gewissen Bedingungen dadurch auch 
y als Funktion von x definiert: y = f(x). Falls die Ableitungen von x und y nach t 
existieren, so existieren auch die entsprechenden Ableitungen von y nach x und 
lassen sich durch die oben angegebenen Formeln ausdrücken. 

Manchmal ist es zweckmäßiger, die Ableitungen von y nach x durch die Ableitungen 
(und nicht durch die Differentiale) von x und y nach i auszudrücken. Man erhält sie 
leicht aus den Differentialäusdrücken, indem man Zähler und Nenner durch dt, di?, 
di’, ... dividiert. So kommt man zu den Formeln 


dy 
di  Y: 
I: de Tr ’ 
dt: 
de day _ dir dy 
dt di di? dt zYya—Ruyı, 
Yız 7 Yır = m 
(a) 
und analog 
| zul ya — zeyı) — IC ye — Teyı) 
Yzın "Yo 77 
usw. 


15* 
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122. Endliche Differenzen. Die Funktion /{x) sei in einem Intervall 7 definiert; alle Werte 
von x, von denen hier die Rede ist, mögen diesem Intervall angehören. Wir legen einen be- 
stimmten Zuwachs Az der Veränderlichen fest (dabei setzen wir Ax > 0 voraus, obgleich wir 
ebensogut Ax < 0 annehmen könnten) und setzen 


Ale) = fix + Aa) — f(e); 


diesen Ausdruck nennen wir die erste Differenz der Funktion f(x). Unter der zweiten Differenz 
verstehen wir die erste Differenz dieser ersten Differenz, 


Arf(z) = A(Afix)) = Affe + Az) — Affe) == Ha + 242) — 2f(x + Ar) + KR). 
Höhere Differenzen werden induktiv definiert: 
Arf&) = A(AMfe)). 


Übrigens kann die n-te Differenz durch eine geschlossene Formel angegeben’ werden, nämlich 
durch 


Arte) = 2-1 (%) f@ + (n — i) Aa) 


— fx + Ar) — ” {x + (n — 1) 4x) 
n(n — 1) 
1.2 
die diese Differenz unmittelbar durch die Werte der Funktion f(x) in den äquidistanten Punkten 

0,2 + Az, + 242, ..,„x + nAx 


ausdrückt. Diese Formel läßt sich durch Induktion leicht beweisen, was dem Leser überlassen 
sei. Wir stellen jetzt diese endlichen Differenzen den Ableitungen und Differentialen gegenüber. 

Zu diesem Zweck setzen wir voraus, die Funktion f(x) besitze im abgeschlossenen Intervall 
[& %o + nAzx] dien — 1 stetigen Ableitungen 


Pe), (a)... Da) 
und wenigstens im offenen Intervall (x,, &, 4 nAx) die endliche Ableitung f®(x). Dann gilt 

Arfiz,) = FRE.) - Aar (X <&,<x + nAr). (7) 

Für n = 1 reduziert sich (7) auf den Mittelwertsatz, den einfachsten Spezialfall. Um diese 

Aussage durch Induktion zu beweisen, setzen wir die Richtigkeit der Formel (7) für A"-1/(x,) 
voraus (natürlich bei entsprechender Änderung der Voraussetzungen) und beweisen, daß (7) 
unter den ursprünglichen Voraussetzungen gilt. Aus diesen Voraussetzungen folgt, daß für die 
Funktion Af(&) = f{x + Ax) — f(x) im Intervall [x,, &, + (n — 1) Az] auf jeden Fall die ge- 
änderte Formel (7) angewandt werden kann. Daher können wir schreiben: 


AN Afn)] = Arfa) = DIE, + Ar) — ODE, ,)]- Aam-ı, (8) 


wobei 2, < &,-1ı <% + (n — 1) Ax ist. Wenden wir auf die rechte Seite dieser Gleichung den 
Mittelwertsatz an,!) so erhalten wir unmittelbar Formel (7), wobei 


Lo < it I En +Ar< To + nAx 


+ fx +(n—2)4Ar) — + +(-D" fe), 


gilt. 
Wenn /®)(x) auch im Punkt x, existiert und dort stetig ist, so folgt aus (7) für de —0 (d.h. 
Sn > %) 
n 
f(x.) = lim Aa) (9) 
iso Axt 
Wir bemerken, daß diese interessante Formel, die die n-te Ableitung mit Hilfe eines einzigen 
Grenzübergangs zu erhalten gestattet, unter der einzigen Voraussetzung gilt, daß diese Ab- 
leitung im Punkt x, existiert. Das bedeutet, daß in einer Umgebung des Punktes x, dann auch 


1) Das dürfen wir, da die Funktion f{"-2)(z) im Intervall[&,_,, &,_, + Ax]stetig ist und im Innern 
des Intervalls eine endliche Ableitung /{*)(x) besitzt. 
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die Ableitungen 
Fe) a), ..., de) 


existieren, also für hinreichend kleines Ax die Formel (8) angewandt werden kann. 
Da die Ableitung f{®)(z,) existiert und Formel (2) aus Nr. 96 anwendbar ist, können wir 


frd(E,_.) = rd (x,) = f(x.) (kön zo) +% (Ei -— %,) 
und 


a + 4x) — fr (z,) = f®(z,) (nr td) +Pß- (En-ı + dx — 2.) 
schreiben, wobei und von Axabhängen und mit Az gegen O streben. Hieraus und aus (8) folgt!) 
Arfiz) = a) + Y]- Au®, 


wobei y eine neue unendlich kleine Größe ist. Schließlich kommen wir zur Formel (9), indem 

wir diese Gleichung durch Az* dividieren und den Grenzübergang für Ar — 0 durchführen. 
Wir betonen noch einmal, daß Formel (9) nur unter der Voraussetzung gültig ist, daß die 

Ableitung fP(x,) existiert. Der Grenzwert auf der rechten Seite kann auch dann existieren, 


wenn diese Ableitung nicht existiert.2) 
Wir betrachten als Beispiel die Funktion 
10-0, I)= rin (+0) 
an der Stelle x, = 0. Für sie existiert die erste Ableitung 
f(0)=0, !(xz) = 3a - sin — —ı 008 — (2 ==0), 


aber im Punkt O0 keine zweite Ableitung, weil der Quotient 


342? - sin 2. — ix. 


(0 + Ax) —- 0) _ Ax Az _ nn i 
203: = Ar — 3A - sin Dr cos 7 


für Ax — 0 keinen Grenzwert besitzt. Es gilt jedoch 


1 1 
A?» si — 24x? - sin — 
8A? . sin 51: sin 7 


43(0) _ fO + 242) — 2f(0 + 42) + 10) _ 
Ar? Ar Ax? 


ee — 2Ax ne 
2Ax Ax 


$5. Die Taylorsche Formel 


123. Die Taylorsche Formel für ein Polynom. Ist p(x) ein Polynom r-ten Grades, 
Pa)=n tar ta ta + Tat, (1) 
so finden wir durch n-maliges Differenzieren 
pP) = a, +2-age +3- at +. + naar, 
p’(2)=1-2-.a,+2-3a3% + ++ (n — 1) na,2”"?, 


1) Es gilt nämlich O< &,, — un < (n — 1) Aa (für Ax > 0). 


2) Die Formel (9) gibt also keineswegs eine neue, der früheren Definition äquivalente Defi- 
nition des Begriffs der n-ten Ableitung an! 
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Setzen wir in allen diesen Formeln x = 0, so erhalten wir Ausdrücke für die Koeffi- 
zienten des Polynoms, und zwar durch die Werte des Polynoms und seiner Ableitun- 
gen für x = (, 


0 u | O):- (2) (0) 
en, (die PL, = ° 


=), m= 


Wir setzen diese Werte für die Koeffizienten in (1) ein: 


. (0): ut £ (r)(O 
pe) = pi) + ar er. me, (2) 


Diese Formel unterscheidet sich von (1). dadurch, daß die Koeffizienten durch p(0), 
p'(0), ».. ausgedrückt sind. | 
, Statt ein Polynom nach Potenzen von x zu entwickeln, kann man es auch nach 
Potenzen von £ — x, entwickeln, wobei x, irgendein fester x-Wert ist: 


plz) = Ag + Al — %) + Asla — 2)? + + + Aula — 20)". (3) 


Setzen wire — = &, p(x) = pul& + &) = PIE), so erhalten wir für die Koeffi- 
zienten des Polynoms | 


Pd)=- + 4A4:+ 4% + AzE? + +. + 4,6" 


nach dem bereits Bewiesenen die Ausdrücke 


Ä P'(0 P'(0 PO 
A, = P(0), =, 4, = at, ...; Au —. 


Nun ist aber 
. PO=prao+9, PO)=Pm+E, P)=P’'o+ 9... 
also P(0) = p(x,), P'(0) = p’(x,), P”(0) = P”(xy), ... und 


_ p’(%o) p"(%o) 29 (x,) 
A, = PX), Am A= nen En, (4) 


d. h., die Koeffizienten der Entwicklung (3) sind durch die Werte des Polynoms und 
seiner Ableitungen für x = x, ausgedrückt. 
Die Ausdrücke (4) setzen wir in (3) ein: 


p(x) = px) + Pl (2 — %) 
7 5 (n) N 
ar (2 — 20)". (5) 


Die Formel (5) wird ebenso wie ihr Spezialfall (2) (für % = 0) Taylorsche Formel) ge- 
nannt. Bekanntlich besitzt sie wichtige Anwendungen in der Algebra. 


!) Nach Brook TAvror, 1685—1731, englischer Mathematiker. Übrigens wird die Formel (2) 
oft auch Maclaurinsche Formel genannt (nach CoLıy MACLAUVRIN, 1698 — 1746, schottischer 
Mathematiker). 


124. Entwicklung einer beliebigen Funktion 231 


B emerkung. Wir weisen noch auf folgendes hin (was unsim weiteren von Nutzen 
sein wird). Ist ein Polynom in der. Form 


„cı C 
px) = Co T7@-%) tz @- m)? + nr + (@— 2)" 
vorgegeben, so gilt offenbar notwendigerweise 


P(Xo) = Co, PR) = c1, PR) = 09 ..., px) = .Cy- 


124. Entwicklung einer beliebigen Funktion. Das Restglied in der Peanoschen Form. 
Wir wenden uns jetzt der Untersuchung einer beliebigen Funktion f(x) zu, die im all- 
gemeinen natürlich kein Polynom ist. Dabei setzen wir voraus, diese Funktion besitze 
in einem bestimmten Punkt x, Ableitungen aller Ordnungen bis zur n-ten einschließ- 
lich. Das bedeutet, genauer gesagt, daß die Funktion in einem den Punkt x, ent- 
haltenden Intervall [a, b] definiert ist und dort Ableitungen aller Ordnungen bis zur 
(n — 1)-ten einschließlich, | 


Fe), Fe), FR). P), 


besitzt und daß außerdem die n-te Ableitung f(x) im Punkt x, existiert.!) Dann 
kann auch für die Funktion f(x) nach dem Vorbild von (5) das Polynom 


De) = fe) + EM a) 


/ (m) (2) 
m! 


A x 
Hr a A ar () 
gebildet werden. 

Nach der Bemerkung am Schluß von Nr. 123 haben dieses Polynom und seine Ab- 
leitungen (bis zur n-ten einschließlich) im Punkt x, dieselben Werte wie die Funktion 
f(x) und ihre Ableitungen. | 

Ist aber die Funktion f(x) kein Polynom n-ten Grades, so gilt die Gleichung f(x) 
—= p(x) nicht mehr. Das Polynom p(x) ist, wie sich zeigen wird, nur eine Näherungs- 
formel für die Funktion f(x). Daher ist die Untersuchung der Differenz 


r(x) = fix) — p(«) (7) 


von besonderem Interesse. 
Zunächst stellen wir fest, daß diese Differenz für — x, (im Vergleich zu < — %ı) 
von höherer als n-ter Ordnung klein wird: 


r(x) = o((x — %)*). (8) 
Auf Grund der Eigenschaft von p(x) gilt für r(x) offenbar 
r(%,) = r (&)) = r" (20) = 1. — r®) (zo) = 0. (9). 


Nun können wir folgende. allgemeinere Aussage beweisen: Ist für irgendeine Funk- 
tion r(x), die im Punkt x, Ableitungen bis zur n-ten Ordnung einschließlich besitzt, die 
Bedingung (9) erfüllt, so gilt für sie die Beziehung (8). 


1) Ist x, einer der Intervallendpunkte, so ist unter der Ableitung in diesem Punkt die entspre- 
chende einseitige Ableitung zu verstehen. | 
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Den Beweis führen wir durch Induktion. Für n = 1 lautet die Behauptung folgen- 
dermaßen: Genügt eine Funktion r(x), die im Punkt x, eine Ableitung (erster Ord- 
nung) besitzt, der Bedingung 


(0) = rt) = 0, 


> 


so gilt 
r(z) = 0(2 — %). 


Das läßt sich unmittelbar verifizieren: 


tim „2 = im IR - (a) = 0. 
>n% % 2 °%7— 


Wir setzen jetzt voraus, die oben EN Behauptung sei für beliebiges n > 1 
richtig, und beweisen, daß sie gültig bleibt, wenn wir 2 durch n + 1 ersetzen. Das 
heißt aber: Wenn für irgendeine Funktion r(x), die im Punkt x, Ableitungen bis zur 
(n + 1)-ten Ordnung einschließlich besitzt, die Bedingungen 


(2) = r’(%) = r"() = = ri) = rd) = 0 (9*) 
erfüllt sind, so gilt 
r(z) = o((& — %)"*}) i (8*) 


Den Bedingungen (9*) können wir entnehmen, daß die Funktion r’(x) einer Bedingung 
vom Typ (9) genügt, so daß nach Induktionsvoraussetzung 


r’(x) = ol(e — 20)”) 

gilt. Nach dem Mittelwertsatz (Nr. 112) ist aber 
r(&) = r(2) — r(&o) = re) (2 — %)> 

wobei c zwischen x und x, liegt. Da |c — z,] < |x — x.| Ist, gilt 
r’(c) = ol(c — x0)") = ol(® — xo)"); 


so daß wir schließlich zu (8*) gekommen sind, was zu beweisen war. Somit gilt unsere 
Behauptung für jedes natürliche n, und für die Differenz (7) ist tatsächlich die Be- 
ziehung (8) erfüllt. Beachten wir (6), so erhalten wir die Formel 


I) 


f(x) = fo) + 
f(&o) 
Es ur Tu 


(x — x) 


(er 


(© — X)” + o((x = %)”) ‚ (10) 
die sich von (5) durch das Restglied (8) unterscheidet. In dieser Form wurde das Rest- 
glied von PEAno!) angegeben. Formel (10) nennt man daher auch Taylorsche Formel 
mit Peanoschem LRestglied. 

Die soeben bewiesene Formel ist eine natürliche Verallgemeinerung der Formel (3) 
aus Nr. 96, die man folgendermaßen schreiben kann: 


(2) = Ho) + Flo) (8 — %) + 0 — 80). 


1) GUISEPpE PrEANo, 1858— 1932, italienischer Mathematiker. 
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Sie entspricht dem Fall » = 1. Dort war die Funktion (x) bis auf eine unendlich 
kleine Größe von höherer als erster Ordnung als lineare Funktion dargestellt worden, 


hier dagegen stellen wir sie als Polynom n-ten Grades dar, und zwar bis auf eine un- 
endlich kleine Größe von höherer als n-ter Ordnung genau. 


Es läßt sich leicht zeigen, daß diese Darstellung der Funktion f(x) eindeutig ist; 
d. h., wenn in der Umgebung von x, gleichzeitig 


f(x) = Au + Aıl® — %) + Asyl — 17 ul RE A, — ©)" + ol(x = %)") 
und | 

2) = B, + Bil@® — ©) + Bla — x)? + .. + Be — oo)" + o((& > Xo)") 
gilt, dann ist notwendigerweise 

4A, = Bu, Aı = Bi +. ., 4, = B,. 
Aus der Identität 


A, + Ale —-%) + Aka — u +. + Anlz — 29)" + o((x — %)") 

= Bu, + Bıle — ©) + Be — 0)? + + +. Bu(e — Lo)" + o((z = %o)") 
ergibt sich nämlich für 2 — x, unmittelbar A, = B,. Wenn wir diese Glieder weg- 
lassen und durch x — x, dividieren (x = x,), so erhalten wir 

Ay + Ayla — 20) ++ Anl — no)" + ol(e — 20)"1) 

=B, + Bi —-%)+.-+B@—-u)Tt+ ol(x zu; x)" 2); 
hieraus schließen wir analog (für x —x,) A, = B, usw. 


Manchmal ist es zweckmäßig, Formel (10) in anderer Gestalt zu verwenden. Das 
Restglied läßt sich auch in der Form 


12) = — (@ — 2)" 


darstellen, wobei x von x abhängt und mit x — x, gegen 0 strebt. Setzen wir diesen 
Ausdruck ein, so erhalten wir 


fie) = Ta) + I (e — 2) 


etz (x — X)”. (10a) 


2% 


— (a2 + ..— 
Bringen wir in Formel (10) f(x,) nach links und setzen x — x, = Ax, so nimmt (10) 


die Gestalt 
1: 
Aflar) = Fler) Au + 5 1”(e0) AR + + pa) Aa + 0(de”) (106) 


an. In dieser Gestalt ähnelt sie der Formel (3) aus Nr. 96; 


Afl&o) = f(x). Ar + older). 


Diese sondert nur einen einzigen Hauptteil aus dem unendlich kleinen Zuwachs 
Af(x,) der Funktion aus, wobei wie immer angenommen wird, daß Ax die unendlich 
kleine Grundgröße ist, während in (10b) die Glieder aller Ordnungen bis zur n-ten 
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einschließlich aufgeschrieben sind, die sämtlich einfachste unendlich kleine Größen im 
Sinne von Nr. 63 sind. Bis auf das Restglied genau ist damit der Zuwachs der Funk- 
tion nach Potenzen des Zuwachses der unabhängigen Veränderlichen entwickelt. 
Betrachten wir schließlich noch 


f(x) - de = df{xo), F(&) - Aa? = deflzo), ..., (zo) - Ar" = drflzo), 


so können wir (10b) in der Form 
Aflzı) = df(&) +57  dej(e) a da (X) + o(Ax”) 


schreiben. Hieraus ersieht man, daß (für Ax —0) die sukzessiven Differentiale (bis 
auf die Fakultäten im Nenner) mit den einfachsten unendlich kleinen Gliedern der 
entsprechenden Ordnung in der Entwicklung des unendlich kleinen Zuwachses der 
Funktion übereinstimmen. 


125. Beispiele. Am einfachsten sieht die Taylorsche Formel im Fall x, =: 0 aus!): 


(0) m N: Eis _n 


Ka) = 0) + —— 0 + Tate 4 ——a" + 0olan). (11) 


Auf diesen Spezialfall läßt sich das Problem immer zurückführen, wenn man x — x, als neue 
unabhängige Veränderliche einführt. 

Als Beispiele betrachten wir die Entwicklung einiger elementarer Funktionen nach dieser 
Formel. 


1. Es sei f(x) = e*. Dann ist f(x) = e? für jedes k = 1, 2,3, ... Da in diesem Fall (0) = 1 
und f{(0) = 1 ist, gilt nach Formel (11) 


an 2 n 
er —=1 ee es are — + oleR). 


2. Ist f(x) = sin z, so gilt f{X(x) = sin (* +% 5) also 
f(0)=0, fem)(0) = siinmr = 0, 


fam-1)(0) = sin (mr — =) — (—1)m-1 (m = 1,2,3,....). 
Wenn wir in Formel (11) nun n = 2m setzen, so folgt 


5 m—1 
® ..o (ee 2m 
315 7 am N. 


3. Analog erhalten wir für f{r) = cos 
f® (x) = cos (+ k 3). f0)=1, fem)(0) — (—1)m, 
fn0)=0 (m=1,2,3,...). 


Somit ist (mit n = 2m + 1) 


x° a 
wit en m) 


+ o(ztm+1), 


1) Auch diese Formel wird nach MAcrAvrın benannt (vgl. die Fußnote auf S. 232). 


4. Wir betrachten jetzt die Potenzfunktion zm (für <> 0), 


Zahl noch OÖ sein soll. In diesem Fall werden für z—0 entweder die Funktion selbst (wenn 
m< 0) oder ihre Ableitungen (von einer bestimmten Ordnung an, etwa für n > m) gleich . 
Folglich darf man hier schon nicht mehr x, = 0 wählen. 

. Wir wollen I = 1 annehmen, d.h. x” nach Potenzen von x — 1 entwickeln. Übrigens 
können wir, wie bereits erwähnt, © — 1 als neue Veränderliche einführen. Wir wollen sie wieder 


mit x bezeichnen, also die Funktion (1 -F x)” nach Potenzen von & entwickeln, wobei jetzt 
1 +x> 0 sei. Wir wissen aus Nr. 116, Beispiel 2, daß 


wobei m weder eine natürliche 


a) = m (m Nm k+1) (U + am, 
also 


kf)=1, OO) = mim —1)-.-(m— k-+ 1) 


ist. Die Entwicklung lautet demnach 


Atem ttmer MED a; „ mm mon) 


Po, xr + 0(zR). 
Er et Be de 1 1 
Insbesondere erhalten wir beispielsweise fürn =2undm = —1,—, —— 
2 2 
1 
ze 2 2 
ge z +2" role), 


M+z=1 Heat oh), 


1 1 3 
=1-—xı +—2°+0(2). 


Die erste dieser Entwicklungen erhält man sehr leicht auf elementarem Wege; das Restglied 


ist hier einfach gleich 
fordern (vgl. Nr. 63). 1 F 


5. Wenn wir zur Logarithmusfunktion In x übergehen, die für £— +0 gegen —oo kon- 
vergiert, so ist es (wie im vorigen Beispiel) vorteilhaft, die Funktion f(x) =In(1 +2) zu 
untersuchen und sie nach Potenzen von x zu entwickeln (wieder sei 1-+ => 0). Dann gilt 
(Nr. 116, Beispiel 3) 


. Die zweite und dritte würden jedoch längere Berechnungen er- 


(I) (k— 1)! . 
fP&) = Bee ge 
)=0, MPN) =(-YAk— N. 
Hieraus folgt 
a ER 
Ey ei (—1)r-1 = = o0(x*). 


6. Es sei jetzt f(x) = arctan x. Wir hatten in Nr. 118, Beispiel 4, bereits die Ableitungen 
dieser Funktion für x = 0 angegeben: 


fiem)(0) = 0, fem-1(0) = (—1)m-1 (2m — 2)!; 
ihre Entwicklung lautet also 
2 z2m-—1 


a3 
vn mu (um m ua 5 6 8 BER | m-1 
arctanz =r + F Ar ( Y 9 1 


+ om). 
3 


1) Unter 0! verstehen wir, wie immer, die Zahl 1. 
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7. Für die Funktion f(x) = tan x ist die Bildung der Koeffizienten nach der Taylorschen 
Formel recht kompliziert. Trotzdem ist es nicht schwierig, die ersten Glieder zu ermitteln. Da 


beispielsweise 


sin x 1 + 2sin?z 
‚ = ” — 9 —_——_, ZZ — 9 
A cos? x ) cos? x I cos? x 
..2-+sin’z 
(7) — 8 u uk 
f(x) sin X er 
ist, gilt 
()=0, fO)=1, O)=-0, f’)=2, FO) =0, 
also : 


23 
tınır=xcH+ ee: 


Indem man bekannte Entwicklungen benutzt, kann man ohne Berechnung der Ableitungen 
die Entwicklung auch für kompliziertere Funktionen direkt hinschreiben. Beispielsweise kann 
die Formel für tan x auch aus den Entwicklungen von sin x und cos x gewonnen werden. Wir 
wollen noch einige weitere Beispiele anführen und dabei die Koeffizienten aller Potenzen von x 
bis zu einer bestimmten Potenz einschließlich berechnen. Die höheren Potenzen werden wir je- 
doch (ohne sie aufzuschreiben) gleich in das Restglied aufnehmen. 


8. Man entwickle die Funktion esin® bis °. Nach Beispiel 1 gilt 


esn® - 1 +sine + e sin®x + — sin? x -+ o(x?),*) 
nach Beispiel 2 
sine=x2— nz + o(a*), 
also 
1 1 1 1 
een — 1 + x m ee gr ran) =1 rer Zero), 
da sich die Glieder mit x? wegheben. 
Analog ergibt sich 
etan? — ++ a4 + ol). 
9. Man bestimme die Entwicklung von In cos x bis zum Glied x*. 
Nach Beispiel 5 gilt 
Incosz==In[i + (cosx — 1)] 


= (cosre — 1) — > (cosxz — 1)? + — (cos x — 1)? + 0(2*).2) 


Nach Beispiel 3 ist aber cose — 1 = BE 4 - ai — — x5 + 0(x2”) und damit 


1 | 1 1 /1 1 1 1 
x | 5° 2 0) | x +5 ( z) + oe 


oder, zusammengefaßt, 


1 1 1 
Incsz = — —ı? — — ıi — — „5 6), 
te 


1) Eigentlich müßte hier o(sin? x) stehen; da jedoch die unendlich kleinen Größen & und sin & 
äquivalent sind, können wir auch o(z?) schreiben. 

?) Da 1 — cos die gleiche Ordnung wie x? besitzt, kann man statt o((cos e— 1)°) auch o(x°) 
schreiben (vgl. Nr. 61). 
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Analog erhält man 


ME Deu PER AIR 


und 
In sinz _ 1 22 1 1 , 
x 6 10 re). 


R sin x 
(Für x = 0 setzen wir In 


— gleich 0, heben also die Unstetigkeit auf.) 
Alle diese Entwicklungen, die wir ohne unmittelbare Benutzung der Taylorschen Formel er- 
halten haben, können natürlich auch nach dieser Formel gewonnen werden; dabei würden wir 
genau dieselben Koeffizienten bekommen, da die Taylor-Entwicklung einer Funktion eindeutig 
ist. | 
Bemerkun g. Da die hier betrachteten Funktionen in der Umgebung des Punktes x = 0 
Ableitungen aller Ordnungen besaßen, brauchten wir uns bei der Wahl der Zahl’n in Formel (11) 


keinerlei Einschränkungen aufzulegen, d. h., wir konnten die Entwicklung dieser Funktionen 
bis zu einer beliebigen Potenz von x fortsetzen. 


126. Andere Formen des Restgliedes. Die Taylorsche Formel mit dem Peanoschen 
Restglied kann vielfach angewendet werden (vgl. das folgende Kapitel); diese An- 
wendungen sind jedoch sozusagen „lokaler‘‘ Natur, sie beziehen sich auf den gleichen 
Punkt x,. Soweit andere x-Werte in Betracht gezogen werden, liegen sie nach Voraus- 
setzung „genügend nahe“ bei x, wobei über die ‚‚Nähe‘“ nichts Genaues bekannt ist. 

Natürlich versucht man, die Funktion f(x) mit Hilfe des Polynoms p(x) mit vor- 
gegebener Genauigkeit zu approximieren. 

Damit das Polynom p(x) diesem Zweck dienen kann, muß man die Differenz (7) 
für gegebenes x abschätzen können. In diesem Fall kann die Peanosche Form, die 
nur die Konvergenz von r(x) gegen 0 bei x — 0 charakterisiert, nicht benutzt werden; 
ihr ist nicht zu entnehmen, für welche x-Werte das Polynom p(x) die Funktion f(x) 
mit vorgegebener Genauigkeit wiedergibt; sie sagt auch nichts darüber aus, wie man 
bei gegebenem x die Größe des Restgliedes (x) = r,„(x) durch Vergrößerung von n be- 
einflussen könnte, usw.!) Wir wollen daher eine andere Form des Restgliedes r,(x) 
herleiten. 

Der Bestimmtheit halber betrachten wir das Intervall [x,,2, + 32], Z > 0, rechts 
vom Punkt x, und setzen die Funktion f(x) als in diesem Intervall definiert voraus. 
(Der Fall, daß f(x) im Intervall [x, — H, x,] gegeben ist, läßt sich analog erledigen.) 
Wir setzen diesmal mehr voraus, nämlich, daß im ganzen Intervall [x,, x, + HZ] die 
ersten n Ableitungen 


Pe), "@), Fo). 9@) 


existieren und stetig sind und daß überdies im offenen. Intervall (2,2%, + Z) die 
(n + 1)-te Ableitung f("+D(x) existiert und endlich ist. 
Nach (6) und (7) gilt 


r„(&) = fx) — MX) — Le (2 — 20) 
„ (n) 
id a a ea. (12) 


1) Man beachte, daß das Restglied r(x) im allgemeinen von abhängt. Um dies hervorzuheben, 
werden wir es künftig mit r„(x) bezeichnen. 
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Jetzt greifen wir einen beliebigen Wert x aus dem Intervall (x,, 2, + 4] heraus und 
bilden entsprechend der rechten Seite in Formel (12), indem wir dort die Konstante x, 
durch die Veränderliche z ersetzen, die Hilfsfunktion 


2) = fe)  - O@- 2 
„ (n) 
nn (x 2)2 EEE el (x 2° 


wobei wir die unabhängige Veränderliche 2 als im Intervall [x,, x] varlierend vor- 
aussetzen. In diesem Intervall ist o(z) stetig und nimmt an den Endpunkten die 
Werte [vgl. (12]) 


(0) =rılt), yla) = 0 


an. Außerdem existiert im Intervall (x,, x) die Ableitung 


te) = 1 - e-9-r0|- Ger -e-2] 


Re Gre-»-SRe-| eh 


3! 


= ren OR j 
oder, vereinfacht, 
(n+1) 
9'(z) = "a (© — 2)". 


Wir nehmen Jetzt eine beliebige Funktion y(z), die im Intervall [x,, &] stetig ist 
und deren Ableitung y'(z) wenigstens im offenen Intervall (x), x) nicht verschwindet. 
Auf die Funktionen g(z) und y(z) wenden wir die Cauchysche Formel aus Nr. 114 an, 


YR) — PR) __ PO) 


| ylr) — yo)  Y’le)' 
wobei 


%<e<r ode c=u + — a) ((<H9<I1) 


fir+D(c) bi u o)" ist 


gilt. Wegen o(2) = 0, o(x,) — 1n(X), p' (x) zu n! N 


Y(&) = vr) — Ylzo) j Fre (2 — ce)". 


Netzen wir jetzt an Stelle von y(z) irgendwelche den Voraussetzungen genügende 
Funktionen ein, so erhalten wir verschiedene Formen des Restgliedes r,(x). 
Setzen wir beispielsweise y(z) = (x — z)P, wobei p > 0 ist, so gilt 


y(2) = — pe — Pi (m <z<e). 
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Offenbar genügt diese Funktion den Voraussetzungen. Daher gilt 


— (X —ır )P (n+]) (n+1) 
ee ur ap 


Wegen c = % + I(& — x,) ist 


r,(2) = 


e-0=8 9-0 —-%)=(l—0)(2 — x) 
und schließlich 


li (x, +68 — %o)) 
Pal) = ne M<A<). 
Dieser Ausdruck heißt Restglied nach ScaLönıuca!)-Rocaz?). 
Hieraus lassen sich, wenn man für p einen konkreten Wert einsetzt, speziellere 
Formen des Restgliedes gewinnen. Setzt man etwa p=n-1, so erhält man das 
Restglied in der Lagrangeschen Form, 


fer) 
1„(2) = Wrn! HN MSe<Se), 
die besonders einfach ist. Dieses Restglied erinnert an das nächstfolgende Glied der 
Taylorschen Formel, nur daß die (n + 1)-te Ableitung nicht im Punkt x,, sondern in 
einem Wert c (zwischen-z und x,) zu nehmen ist. u 
Die Taylorsche Formel mit dem Lagrangeschen Restglied hat somit die Gestalt 


f(x) 2 zo) x al (x — %) + [ee — u). + 
(2) (n+1) 
an f uni (2 — %)" + I 2 (m Sc<SR). (13) 


Bringt man hier das Glied f(x,) nach links, so kann man leicht die direkte Verall- 
gemeinerung der Formel des Mittelwertsatzes (Nr. 112) erkennen, die man folgender- 
maßen schreiben kann: 


2) — M&) = Fle)-(@® — 2%). 


Obgleich das Restglied in der Lagrangeschen Form angesichts seiner Einfachheit 
tatsächlich am meisten benutzt wird, ist diese Form in einzelnen Fällen ungeeignet 
zur Abschätzung des Restgliedes, und man muß sich anderer Formen bedienen, die 
weniger einfach sind. Wir erwähnen hier nur das Resiglied in der Cauchyschen Form, 
das man aus der allgemeinen Schlömilch-Rocheschen Form für p = 1 erhält: 


_ f nz, + 08 — %)) 


= (1 Or (© — au)Ptt. 


r.(%) 


127. Näherungsformeln. Wir setzen der Einfachheit halber in Formel (13) nun x, = 0 
und schreiben an Stelle von c jetzt 6x, wobei 0 <6 <1 ist: 


ro), , FO . PO EEE a da 
fa) = K0) + 7? Tu Fer Tu nn! art. (14) 
1) Oskar ScaLömıucH, 1823—1901, deutscher Mathematiker. 
2) EDOUARD ALBERT RocHz, 1820— 1883, französischer Mathematiker. 
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Lassen wir hier das Restglied weg, so erhalten wir die Näherungsformel 


| (0) (0) (0), 
Ka) » f{0) + zur a 


die eine Funktion komplizierter Natur durch ein Polynom ersetzt. Jedoch können 
wir jetzt den Fehler dieser Formel abschätzen, da er (dem Absolutbetrag nach) gerade 
gleich dem weggelassenen Restglied ist. Ist z. B. die (n + 1)-te Ableitung (wenig- 
stens für ein zwischen O0 und x variierendes Argument) dem Absolutbetrag nach durch 
eine Zahl M beschränkt, so ist 
Ma++l 
S ——., 

Als Beispiele betrachten wir die elementaren Funktionen. Es erübrigt sich, die Be- 
rechnungen aus Nr. 125 zu wiederholen; wir schreiben lediglich das Restglied in der 
neuen Form. 


1. Wir setzen f(x) = e?. Die Näherungsformel lautet 


c y2 I 
et eo 
da 


0% 
(m +1)!” 


das Restglied ist, können wir beispielsweise den Fehler für x > 0 folgendermaßen 
abschätzen: 


r.(2) = 


1 


„at 
Irn(a)l <e mınt 


Ist insbesondere x = 1, also 


1 1 1 
ee 
so ist 
3 


Ir.(1)| < @_ı" 


Eine ähnliche Formel hatten wir schon in Nr. 37 zur angenäherten Berechnung der 
Zahl e benutzt, jedoch war die Abschätzung des Restgliedes, die wir dort auf anderem 
Wege erhielten, genauer. 


2. Setzen wir f(x) = sin, so erhalten wir 


SINE — 10 — 1\7-1_ 
3! 7 el) (2m — 1)! " 


In diesem Fall ergibt sich für das Restglied 


.sin (02 + (2m + 1) 7 


zzm+l 


Zm+l — (__1)m De 
x (—1)” cos 6x Om+rnr 
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und der Fehler läßt sich leicht abschätzen: 


|a]em+1 


Ir2m(%)| S Om +1pi . 


Begnügen wir uns insbesondere mit einem einzigen Glied und setzen 

siinzwyx, 
so genügt es, um den Fehler in vorgeschriebener Weise klein zu machen (etwa kleiner 
als 0,001), daß wir (für & > 0) 

x? | 

- <0,001 oder x < 0,1817. 


wählen, was etwa 10° ausmacht. Bei Benutzung der zweigliedrigen Formel 


i 203 
u 


genügt es, um die gleiche Genauigkeit zu erhalten, 


5 
120 


zu wählen; ist aber x < 0,4129 (das entspricht etwa 23° 30’), so ist der Fehler sogar 
<.0,0001, usw. 

Wir sehen, daß in diesem Beispiel mit wachsender Gliederzahl das Taylorsche 
Polynom die Ausgangsfunktion immer genauer und in einem stets größeren Bereich 
wiedergibt. Das zeigt Abb. 52a (vgl. S. 242), in der neben der Kurve y = sin x auch 
die Polynome 


< 0,001 oder x < 0,6544 (das entspricht etwa 37° 30’) 


23 2° x> 
y-t, y-1- 7 y=1—-—— == usw. 


angegeben sind. 


3. Analog haben wir für die Funktion f(x) = cos 


a2 a4 u 3 es gzm 

core 1l— st + 1 + (—1) Im’ 

wobei 
q2m+2 
„\ __ /__t\m+l PS , 

Tam+1(%) = (—1)""" 008 0% (2m + 2)! 

ist, so daß 
je 
ram (2) S (Om Fa)I 
72 


ist. Beispielsweise gilt für cos w 1 — 25 


also ist der Fehler < 0,0001 für x < 0,2213 (das entspricht etwa 13°) usw, 


16 Fichtenholz I 
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=SINX 


Abb. 52 


In Abb. 52b sind zum Vergleich die Kurven von y = cos x und der Polynome 


x? ee. 
x=1, y=1-—--—, y= arwuser: usw. 
angegeben. 
Wir machen den Leser auf den wesentlichen Fortschritt gegenüber den Formeln 


in Nr. 62, 63, 107 aufmerksam. Jetzt können wir die Fehlergrenzen angeben und 
n 

durch die Formeln jede beliebige Genauigkeit erreichen (da wir in =(0 in 

Nr. 35, Beispiel 1, bewiesen haben). no N 


Wir zeigen noch, daß die Taylorsche Formel auch die Grundlage für Näherungsformeln einer 
ganz anderen Art ist. 


4. Als erstes Beispiel gehen wir auf die Huygenssche!) Formel für die angenäherte Rekti- 
fikation eines Kreisbogens ein, der klein im Vergleich zum Radius ist. 

Es sei s die Länge des Bogens, d die entsprechende Sehne und ö die Sehne, die dem halben 
Bogen entspricht (Abb. 53a). Wir stellen uns die Aufgabe, den Bogen s möglichst genau durch 


1) CHRISTIAN HuyGens, 1629— 1695, niederländischer. Physiker. 
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eine Näherungsformel - 


se Ad + Bö 


darzustellen, wobei A und B noch zu bestimmende Koeffizienten sind. Ist r der Kreisradius 
und 2x der zum Bogen 8 gehörende Zentriwinkel, so ist 


[4 


: 1 ) 
d=2r.sinr = °r x — 4 — 2 ’ 
| 6 no”) Ve 


Pu 
x 
N 


Pd 
- 
N 


€ 


= 


Abb. 53 


x 
und analog, wenn wir x durch 5 ersetzen, 


: 1 9” 
6= 2rsin-=2r [7 — — 5 e ; 
"2 (4 48 + 30m”) Er En 
Hieraus folgt 
Ad -++- Bö = 2r AR EEE det z°), 
2 6 48 120 3840 


während s = 2rx ist. Naturgemäß wählt man A und B so, daß 
1 1 1 
A+—B=1, —4A+—B=0 
“ 2 6 i 48 


ist; denn dann besteht die Differenz zwischen der linken und der rechten Seite der Formel nur 


aus Gliedern, die x° enthalten. Für die Koeffizienten A und B erhalten wir die Werte A = — — j 
B= — und die Formel erbält die Gestalt 

On Bu 284 20 —d 

3 3 
Ihr Fehler A läßt sich offenbar folgendermaßen abschätzen: 
| 2 
A .—, 
Are go 


Beispielsweise gilt bei einem Zentriwinkel von 30°, d.h. = 5 gemäß dieser Abschät- 


zung |4] < r - 0,000007; in Wirklichkeit ist 8 = r - 0,523599 ..., und nach der Huygensschen 
Formel ergibt sich s = r - 0,523593, so daß die Differenz die angegebene Grenze nicht über- 
schreitet. | 


16* 
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« 5. Zum gleichen Zweck gab P. L. TscHEBYScHEFF!) folgende Regel an: Der Bogen ist an- 
nähernd gleich der Summe der PR des gleichschenkligen Dreiecks, das über der Sehne er- 


richtet ist und dessen Höhe A das sache der Pfeilhöhe f beträgt (Abb. 53b). 
3 
Wir setzen zunächst } = yf. Später ergibt sich, daß wir für y=' Vs — eine (im bestimmten 
Sinne) beste Annäherung erhalten. 
Wie wir eben gesehen haben, ist 


—d=r.sinz- re get) (<9,<1); 
analog ergibt sich 


h=yf=yr(l — cos) = yr (5. - u“) (< oo 1). 


Bezeichnen wir die Summe der Seiten des Tschebyscheffschen zleichschenkligen Dreiecks mit 
s*, so ist 


= 27] +67) 22 + art + ba + c2®. 


Jetzt setzen wir, um das Glied mit x? unter der Wurzel zu eliminieren, den Koeffizienten von 2? 
gleich 0, d.h, 


2 
— 3 R 
Um den Fehler abzuschätzen, schreiben wir den Ausdrück für s* in der Form 


en = 2rx yi +Aat, (15) 


wobei sich für 4A ein Ausdeiiek ergibt, der die zweite und vierte Potenz von x enthält. 
Fürz < 2 erhalten wir x? < 2,5, x! < 6, 5, woraus sich für A die Abschätzung |A| < 0,06, 


also |A| x* < 0,4 ergibt. Bezeichnen wir aus Zweckmäßigkeitsgründen Ax* mit y, so ist nach 
dem Mittelwertsatz (Nr. 112) 


„hi 


+ A#@=Yty=1+ 
nr 


Den letzten Bruch schätzt man folgendermaßen ab: 


(0 <0<-1). 


Y __ Wi _ ___l4iat OA 1 gm 
eyı rd) zrı m ara af 2 


Vergleichen wir den Ausdruck (15) für s* mit den obigen Resultaten, so ergibt sich 
®’=s+eo mit Jol< 0O,1rad. 
Der Fehler ist von der gleichen Ordnung wie in der Huygensschen Formel. 


1) PAFrNUTI LWOWITSCH TSCHEBYSCHEFF, 1821 — 1894, russischer Mathematiker. 
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Wir kommen auf die Taylorsche Formel mit Restglied in Kapitel XI in Band II 
zurück, das sich mit unendlichen Reihen befaßt. Dort wird diese Formel eine äußerst 
wichtige Rolle spielen. 


$6. Interpolation 


128. Die Grundaufgabe der Interpolation. Die Formel von Lagrange. Wir nehmen an, 
für eine im Intervall [a, b] definierte Funktion f(x) seien m + 1 ihrer Werte 


20): AXı)»- - -» Mm) (1) 


in den Punkten x,, &,, ..., 2, des Intervalls bekannt, und es sei gefordert, den Wert 
von f(x) für irgendeinen weiteren x-Wert mit Hilfe dieser Werte zu ermitteln. 

Hierin besteht die Grundaufgabe der Interpolation. Selbstverständlich sind in dieser 
Fragestellung viele Unbestimmtheiten enthalten. Gewöhnlich wird diese Aufgabe 
folgendermaßen verstanden: Gesucht wird ein Polynom L(x) niedrigsten Grades, das 
in den gegebenen Punkten x; (£ = 0, 1,..., m), die man Interpolationspunkte nennt, 
dieselben Werte /(x;) annimmt wie die Funktion f(x); für beliebiges x aus [a, 5] setzt 
man dann näherungsweise 


Ka) » L(e). (2) 


Eine derartige Näherungsbeziehung nennt man Inierpolationsformel. 

Somit muß zunächst eine Interpolationsformel gefunden und danach, unter be- 
stimmten Voraussetzungen bezüglich der Funktion f(x), der Fehler der Näherungs- 
formel (2) abgeschätzt werden. 

Zur Bestimmung eines Polynoms L(x); das den Bedingungen 


Le)=f/&) (=0,1,...,m); (3) 
genügt, ist es zweckmäßig, die Polynome.m-ten Grades 


a en) an) le u) — Em) 

ll) = ——— (ke = 0,1, 2, m 

1a) (&. — Co) (Ur — Br-ı) (er — %er1) (0 — Cm) \ 
einzuführen, die für x = x, den Wert 1 annehmen und für x = x; (beiö + k) den Wert 
0 haben. Offenbar erfüllt nun das Polynom 


Le) = & lau) Ile) (4) 


alle Bedingungen (3). Der Grad dieses Polynoms ist nicht höher als m und durch die 
Bedingungen (3) eindeutig bestimmt. Man nennt es das Lagrangesche Interpolations- 
polynom und die Näherungsgleichung (2) die Lagrangesche I nterpolationsformel. 

Das Polynom /,(x) läßt sich kürzer schreiben, wenn man den Ausdruck 


(x) = (2 — 2) (8 — x) (8 — Em) 


einführt, der in den Interpolationspunkten &9, %1, «++, Im verschwindet. Offenbar ist 
nämlich 


XL LT 
a} 


(x — 2%) (& — %-1) (2 — %41)° (8 &m) = 
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und 
(2 — %o)* "(Re — a1) (ar — Ur) (Re — Em) 
— lim ET lim E10 Bel (X). 
a 7 7 SL % — I 
Somit gilt 
(x . (X) 
l.(&) = rRTERn und ZL(z) we 2 Sara - f(x). 


129. Das Restglied der Lagrangeschen Formel. Wir wenden uns jetzt der Abschätzung 
der Differenz f(x) — L(x) zu, wobei x ein beliebiger fester Wert im Intervall [a, b], 
aber kein Interpolationspunkt ist. Wir setzen voraus, die Funktion f(2) habe in diesem 
Intervall Ableitungen aller Ordnungen bis zur (m -+ 1)-ten einschließlich. 

Für jede Konstante X besitzt die Funktion 


92) = fir) — Liz) — KK w(e) 


ebenfalls m + 1 Ableitungen und verschwindet in den Interpolationspunkten x, 
(= 0,1,..., m). Wir wählen jetzt K so, daß auch für z = x die Funktion o(x) ver- 
schwindet, d. h., wir setzen 


f(x) — Lie) 
K- ern (5) 
[wegen x # x; ist »(2) #0]. Nach dem Satz von Route (Nr. 111) gibt es in den 
m + 1 Intervallen zwischen den m + 2 Nullstellen x, x,, &ı; -.-, 2% der Funktion o(z) 
mindestens m + 1 verschiedene Nullstellen ihrer Ableitung 9’(z). Wenden wir den 
Satz von ROLLE jetzt auf die Funktion 9’(2) und auf die m Intervalle zwischen ihren 
m +1 Nullstellen an, so folgt die Existenz von m verschiedenen Nullstellen der 
zweiten Ableitung ®’’(z), usw. Setzen wir diese Überlegung fort, so kommen wir mit 
dem (m + 1)-ten Schritt zur Existenz einer Nullstelle & der (m + 1)-ten Ableitung 
gpm+D(z), so daß 


gd)=0 (a<i<b) (6) 


gilt. Nun ist aber Lm+D(z) = 0, weilder Grad des Polynoms L(z) nicht höher als m ist, 
und »"+D(2) = (m + 1)!. Nach Definition der Hilfsfunktion (2) ist also 


pmtDz) = FmtD(z) — RK - (m + 1)l, 
so daß aus (6) 


BE 
(m+1)! 


folgt. Schließlich finden wir unter Berücksichtigung von (5) 


fmtD(E) 
(2) = L(x) + mern! ol) (a <äi<b). (7) 
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Dies ist die Lagrangesche Interpolationsformel mit Restglied. Sie ist im Gegensatz zu (2) 
keine Näherungsgleichung, sondern sie gilt streng. 


Bemerkung. Gilt im Intervall [a, 5] 


max jjem+D (2)| = Mr < co, 


so erhalten wir, da dort |o(z)| S (b — a)”+! ist, für den Fehler der Formel (2) die 
Abschätzung | 


M 
FR: < m+1 
Ne) — Le) < 
Die rechte Seite strebt für m — oo nur für eine sehr kleine Klasse von Funktionen 
f(x) gegen 0, beispielsweise für solche Funktionen, die in [a, 5] beliebig oft differen- 
zierbar sind und deren Ableitungen sämtlich durch dieselbe Konstante M beschränkt 
sind. In diesem Fall strebt der Fehler der Formel (2) mit zunehmender Zahl der Inter- 
polationspunkte, unabhängig davon, in welcher Weise diese Punkte ausgewählt 
wurden, gleichmäßig gegen 0. Wie MARCINKIEWICZ!) bewiesen hat, läßt sich das für 
jede stetige Funktion durch geeignete, der Funktion angepaßte Wahl der aufein- 
anderfolgenden Systeme. von Interpolationspunkten erreichen. Nach dem Satz von 
FABER?) gibt es jedoch keine Vorschrift, nach welcher man die Interpolationspunkte 
so wählen könnte, daß dies für alle stetigen Funktionen gleichzeitig der Fall ist. Auf 
diese und ähnliche Probleme können wir hier jedoch nicht näher eingehen. 


(b zn aym+l, 


130. Interpolation mit mehrfachen Punkten. Die Hermitesche Formel. Man kann auch 
eine allgemeinere Interpolationsaufgabe stellen: Man gibt m + 1 Punkte x,, %s ++, Im 


und neben den Werten der Funktion f(x) in diesen Punkten noch die Werte der Ab- 
leitungen vor: 


(20); (zo); er f"> (zo) ’ 
(21); (a); 205 fir) (21) r 


2.2 2 8 8 CB re rt 8 8 Br HH 8 8 os 


(8) 
Kam) m) 


dabei sind ng, 25 -.-, %,, nichtnegative ganze Zahlen. Die Anzahl dieser Bedingungen 
ist gleich 


mt +mM Dt tm t+N)=N. 


Die Aufgabe, die Werte der Funktion f(x) für jeden von den Interpolationspunkten 
verschiedenen Wert x aus [a, b] unter Benutzung der unter (8) angegebenen Voraus- 
setzungen zu berechnen, verstehen wir im einfachsten Fall folgendermaßen: Gesucht 
ist ein Polynom H(x) niedrigsten Grades, das in jedem Interpolationspunkt z; nebst 
seinen Ableitungen bis zur Ordnung n; einschließlich dieselben Werte annimmt wie 
die Funktion f(x) und ihre entsprechenden Ableitungen. Dann setzt man näherungs- 
weise 


Ka) v He). (9) 
Die Punkte x; nennt man Interpolationspunkte der Vielfachheit n; + 1. 


1) Joser MARCINKIEwIcCZ, 1915? —?, polnischer Mathematiker. 
2  _EOoRG FABer, 1877 — 1966, deutscher Mathematiker. 
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;. Man kann die. Existenz‘ und die Eindeutigkeit eines Polynoms H(x) höchstens 
(N — 1)-ten Grades beweisen, das allen genannten Bedingungen genügt. Man nennt 
es das Hermitesche Interpolationspolynom!) und die Formel (9) die Hermitesche Inter- 
polationsformel. 

Setzen wir alle n; gleich 0, so kommen wir auf die Lagrangesche Formel (2) zurück. 
Andere Spezialfälle der Hermiteschen Formel haben wir schon kennengelernt: Wählt 
man nur einen einzigen Interpolationspunkt x,, aber der Vielfachheit n-+1,d.h., 
fordert man von einem Polynom 7x) höchstens n-ten Grades, daß in x, sein Wert 
und die Werte von n seiner Ableitungen mit den entsprechenden Werten der Funk- 
tion f(x) und ihrer Ableitungen übereinstimmen, so genügt das Taylorsche Polynom 


. (n) 
Te) = I) + Pa +. + Mg" 


diesen Forderungen [Nr. 124, Formel (6)]. Somit ist die Näherungsformel 
fe) z Te) 


(vgl. Nr. 127) ebenfalls ein Spezialfall der Hermiteschen Interpolationsformel. | 

Das Restglied der Formel (9), das sie zu einer echten Gleichung macht, läßt sich 
durch ähnliche Überlegungen herleiten, wie wir sie in Nr. 129 angestellt haben. Wir 
betrachten das Polynom N-ten Grades 


2) = (8 — mo)" (2 tl le Pt 
und setzen füraszsb 
D(z) = f(z2) — Hiz) — K-02(z2), K = const. 


Nehmen wir an, die Funktion f(z) habe im Intervall [e, 5] Ableitungen bis zur Ord- 
nung N, so gilt das auch für ®(z). Wir wählen einen von den Interpolationspunkten 
verschiedenen Wert z = x und die Konstante K so, daß 


ft) — H(«) 
R-Z, — [9e) +0) (10) 
gilt. Dann verschwindet ®(z) auch für z= x. Ferner hat ©(z) sicher N +1 Null- 
stellen, wenn jede so oft gezählt wird, wie ihre. Vielfachheit angibt.?2) Wenden wir 
nacheinander den Satz von RoLLE wie oben an [mit der zusätzlichen Vereinbarung, 
daß jede mehrfache Nullstelle von ©(z) bei den einzelnen Schritten auch als Nullstelle 
der entsprechenden Ableitung zu zählen ist], so gelangen wir schließlich zu der Aus- 
sage, daß auch die N-te Ableitung D(”(z) in einem gewissen Punkt & verschwindet. 
Hieraus folgt | | u 


jene) 
u 


1) CHARLES HERMITE, 1822-1901, französischer Mathematiker. 

?) Wir erweitern hier den Begriff der Vielfachheit einer Nullstelle, der dem Leser für Polynome 
bekannt ist, auf eine beliebige Funktion ®(z). Die Zahl & heißt p-fache Nullstelle von D(z), 
wenn zugleich mit ®(z) auch die Ableitungen einschließlich der (2 — 1)-ten in diesem Punkt 
verschwinden. 
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und nach (10) 


(N) 
en Ar). (11) 


f(@) = H(a) + 


Das ist die Hermitesche Interpolationsformel mit Restglied. 

Die Lagrangesche Formel mit dem Restglied (7) ist ein Spezialfall der Hermiteschen 
Formel. Nehmen wir einen einzigen Interpolationspunkt x, der Vielfachheit » + 1, 
so erhalten wir als Spezialfall von (11) die Taylorsche Formel mit dem Lagrangeschen 
Restglied [Nr. 126, Formel (13)]. 


IV. Untersuchung von Funktionen 
mit Hilfe der Ableitungen 


$1. Studium des Funktionsverlaufs 


131. Eine Bedingung dafür, daß eine Funktion eine Konstante ist. Wenn man unter- 
suchen will, wie sich eine Funktion ändert, wird man zunächst fragen, unter welchen 
Bedingungen sie in einem gegebenen Intervall konstant bleibt bzw. sich monoton 
ändert (Nr. 57). 


Satz 1. Die Funktion f(x) sei in einem Intervall X definiert!) und stetig und besitze 
im Innern des Intervalls eine endliche Ableitung. Dann ist f(x) in X genau dann konstant, 
wenn für alle x im Innern von X 


f(x) = 0 
ist. 


Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung liegt auf der Hand: Aus f(x) = const 
folgt f’(x) = 0. Wir beweisen nun, daß sie auch hinreichend ist. Es sei also f(x) = 0 
im Innern von 2. Wir wählen irgendeinen inneren Punkt x, und einen beliebigen 
anderen Punkt x aus 7. Für das Intervall [x,, x] bzw. [x, x,] sind alle Voraussetzungen 
des Mittelwertsatzes (Nr. 112) erfüllt. Folglich können wir 


fx) — HK) = Fir) (8 — %) 


schreiben, wobei c zwischen x, und x, also im Innern von X liegt. Nach Voraussetzung 
ist aber f’(c) = 0, so daß für alle x aus 2 die Beziehung 


fix) = F{xo) = const 
gilt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 


Die sich hieraus ergebende einfache Folgerung ist in der Integralrechnung von 
großer Bedeutung. 


Folgerung. Sind in einem Intervall X zwei Funktionen f(x) und g(x) definiert 
und stetig, existiert im Innern dieses Intervalls die endlichen Ableitungen f'(x) und g’(x) 
und gilt für jedes x im Innern von X 


fe) = ge); 
so unterscheiden sich diese Funktionen im gesamten Intervall nur um eine Konstante: 
x) = gl) +C (C = const). 


Zum Beweis braucht man nur den vorigen Satz auf die Differenz f(x) — g(x) an- 


1) Das Intervall 2 kann abgeschlossen, offen oder halboffen, endlich oder unendlich sein. 
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zuwenden. Da ihre Ableitung (f(x) _ g(x))’ = f(x) 


ist, ist die Differenz selbst eine Konstante. 9 (@) im Innern von % gleich 0 


Die Besonderheiten der Anwendung dieses Satzes sollen an Beispielen erläutert werden. 
1. Wir betrachten die beiden Funktionen 


arctanz und arcsin 


(-m <z<o). 


1i+-r 
Da für die Ableitung der zweiten Funktion 
en 2 
1422 - — 
D arcsin EN EN SEHEN. OREHESER __  Md+4® __ + 
Yyı +2 ze x2® \1/2 1+ 22 1+ 22 
i+r 


gilt und die Ableitung der ersten Funktion damit übereinstimmt, unterscheiden sich diese 
Funktionen im gesamten Intervall (—oo, co) um eine Konstante. Es ist also 


arctan 2 = arcsin 


1+x 


Um den Wert dieser Konstanten zu bestimmen, kann man hier beispielsweise x = 0 setzen. Da 
dann aretanx und arcsin x beide 0 werden, muß auch (© gleich 0 sein. Somit haben wir die 
Identität a 


arctan x = arcsin (-o <x< oo) 


1i+ x 


bewiesen, die übrigens in Nr. 50 mit Hilfe elementarer Überlegungen hergeleitet worden war. 
2. Analog beweise man die Beziehung 


arcsin x = arctan (-1<r<.1l). 


1—ı 


;* Man verifiziert 


3. Wir betrachten jetzt die Funktionen arctan x und — arctan 


leicht, daß ihre Ableitungen in allen Punkten x übereinstimmen, mit Ausnahme von x = +1 
(für diese Punkte ist die zweite Funktion nicht definiert). Daher läßt sich die Identität 


= arctanz + C 


1 x 
— arctan 
2 1— x? 


nur für jedes der Intervalle (—1, 1), (—oo, —1), (1, oo) einzeln herleiten. Interessant hierbei ist, 
daß auch die Werte der Konstanten C in diesen Intervallen verschieden sind. Für das erste 
Intervall ist C = 0 (man setze x = 0); für die beiden anderen Intervalle gilt U = nr bzw. 
Ü=— Fr (das ergibt sich leicht, wenn man die Fälle x > — oo bzw. x — oo betrachtet). 


Alle diese Beziehungen lassen sich auch mit elementaren Methoden beweisen. 


Bemerkung. Die Bedeutung des Satzes 1 zeigt sich beispielsweise dann, wenn 
eine Funktion gegeben ist, aus deren Definition nicht unmittelbar ersichtlich ist, daß 
sie konstant ist. Derartige Fälle werden wir im folgenden noch öfter antreffen. 


132. Eine Bedingung für die Monotonie einer Funktion. Wir wollen jetzt klären, wie 
man mit Hilfe der Ableitung einer Funktion auf das Wachsen (bzw. Fallen) der 
Funktion selbst in einem gegebenen Intervall schließen kann. 
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Zunächst beschäftigen wir uns mit Funktionen, die monoton wachsend im weiteren 
Sinne, d. h. nicht fallend (bzw. monoton fallend im weiteren Sinne; d. h. nicht wach- 
send) sind (Nr. 57). 


Satz 2. Die Funktion f(x) sei in einem Intervall X definiert und stetig und besitze 
ım Innern dieses Intervalls eine endliche Ableitung f'(x). Dann ist f(x) in 2 monoton 
wachsend (bzw. fallend) im weiteren Sinne genau dann, wenn die Bedingung 


f(«)=z0 (bzw. <0) im Innern von X 
erfüllt ıst.!) | 
Beweis. Wir zeigen zunächst, daß die Bedingung notwendig ist. Ist f(x) monoton 
nicht fallend, so erhalten wir, wenn wir einen Wert x im Innern von 2 wählen und 
ihm einen Zuwachs Ax > 0 erteilen, 


fa+ 42 je, FEN 20, 


und in der Grenze Ax — 0 ergibt sich f’(x) > 0. 

Jetzt zeigen wir, daß die Bedingung hinreichend ist. Es sei f(x) > 0 im Innern von 
X. Wir wählen zwei Werte x’ und x” (x’ < x’’) aus dem Intervall X und wenden auf 
f(x) ım Intervall [x’, x’’] den Mittelwertsatz an: 


ed) - Fe) = Hle)(a" a) (<e<ern); 
wegen f(c) Z 0 ist 
fe) fe), 


und f(x) ist tatsächlich monoton nicht fallend. 

Bisher haben wir den Fall nicht ausgeschlossen, daß f(x) in bestimmten Inter- 
vallen konstant und dementsprechend die Ableitung in diesen Intervallen identisch 
0 ist. Wenn wir diese Möglichkeit ausschließen, erhalten wir Aussagen über die Mono- 
tonie der Funktion im engeren Sinne.: 


Satz 3. Unter denselben Voraussetzungen hinsichtlich der Stetigkeit der Funktion f(x) 
und der Existenz ihrer Ableitung f(x) sind folgende Bedingungen zusammen notwendig 
und hinreichend dafür, daß f(x) im engeren Sinn monoton wächst (bzw. fällt): 


a) (2) Z0 (SO) für alle x im Innern von £; 
b) f(x) ist in keinem Teilintervall von X identisch 0. 


Beweis. Die Bedingung ist notwendig: Wächst nämlich f(x) in 7, so gilt nach 
Satz 2 


f@)=0, 


so daß Bedingung a) erfüllt ist. Bedingung b) ist ebenfalls erfüllt. Wäre f’(x) in einem 
Teilintervall ständig gleich 0, so wäre nach Satz 1 die Funktion f(x) dort konstant, im 
Widerspruch zurVoraussetzung. 

Die Bedingung ist hinreichend: Die Bedingungen a) und b) des Satzes seien erfüllt. 
Dann ist f(x) nach Satz 2 auf jeden Fall nicht fallend. Wählen wir in 7 zwei Werte x’ 


ı) Zwar formulieren wir die Sätze gleichzeitig für monoton wachsende und monoton fallende 
Funktionen, beschränken uns jedoch bei den Beweisen auf den Fall wachsender Funktionen. 
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und x” (x’ < x’’),.so gilt nicht nur 


ke) = fe”); (1) 
sondern auch 
fe) sf@) Se) für alle x aus [x’, x]. (2) 


Wir zeigen nun, daß das Gleichheitszeichen in (1) tatsächlich nicht auftreten kann. 
Wäre nämlich f(x’) = f(x”), so würden wir auf Grund von.(2) 


K«’) = fe) = fe”) 


für alle x aus [x’, x’’] erhalten, f(x) wäre im Intervall [x’, x’’] konstant, und es wärein 
diesem Intervall ständig f(x) = 0, entgegen der Bedingung b). Also ist 


fi’) < fa” 


für a <x",d. h.,. die Funktion f(x) ist im engeren Sinne wachsend. Damit ist der 
Satz bewiesen. 


Der hier nachgewiesene Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen der Ableitung 
und der Art der Änderung der Funktion wird geometrisch einleuchtend, wenn man 
daran denkt (Nr. 91, 92), daß die Ableitung geometrisch den Richtungskoeffizienten 
der Tangente an die Kurve der Funktion darstellt. Das Vorzeichen dieses Richtungs- 
koeffizienten bringt zum Ausdruck, daß die Tangente nach oben bzw. nach unten 
geneigt ist, d. h., daß die Kurve selbst ansteigt.bzw. fällt (Abb. 54). 


6) 
a) 


Jedoch kann hierbei die Tangente in einzelnen Punkten auch horizontal verlaufen, 
d.h., die Ableitung einer (sogar im engeren Sinne) wachsenden (bzw. fallenden) 
Funktion kann für einzelne Werte von x gleich O sein. 


Beispiele. 


1. Das einfachste Beispiel für diesen Sachverhalt liefert die Funktion f(x) = «. Sie wächst 
zwar überall im engeren Sinne, jedoch wird ihre Ableitung f(x) = 3x2? für x = 0 gleich 0. 


2. Analog liegt der Fall bei der Funktion E 
Hz) =x — sinr. 
Auch sie wächst, aber ihre nichtnegative Ableitung f(x) = 1 — cos® wird für, die Werte 
x = 2kr (k=0, +1, +2, ...) gleich 0. a nn 
3. Um schließlich zu zeigen, daß die Ableitung einer wachsenden Funktion in einem end- 
lichen Intervall sogar unendlich oft 0 werden kann, betrachten wir die Funktion 


ı 1 
fe) = a : für z>I0, f0)=%. 
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Offenbar gilt lim f(x) = 0, so daß unsere Funktion auch für x = 0 stetig ist. Für x > O gilt 
z—>+0 2 


sint—! i\1 
I(«)=e ?* .(t — 0, 


wobei das Gleichheitszeichen für x = Es (k=1,2,3,....) gilt. 
Wir bemerken, daß 2kr 
1 


2 


0<f@)<2e-——0 für > +0 
Alle 
gilt, und hieraus folgt nach Nr. 113, daß auch /’(0) = 0 ist. 

Es lassen sich Beispiele wachsender (bzw. fallender) Funktionen angeben, bei wel- 
chen die Punkte, in denen die Ableitung 0 wird, noch komplizierter verteilt sind. Sol- 
che Fälle sind jedoch selten, und in der Praxis benutzt man oft das folgende hin- 
reichende Kriterium: Gilt mit eventueller Ausnahme endlich vieler Punkte überall f’(x) 
> 0 (bzw. <O), so ist f(x) wachsend (bzw. fallend). 

Dieses Kriterium ist für die Anwendungen sehr bequem. 


Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(x) = ( 4+- —) für x > 0 und beweisen, daß sie 
wächst. . 
Es genügt zu zeigen, daß ihr Logarithmus 


g(z) = In f(x) = z[In(@ +1) —Inz] 
wächst; offenbar gilt 


1 
£ = l 1 m l ——o 
= lnte+l) nel 
Da nach dem Mittelwertsatz (Nr. 112) 
n@+1)-he=- («<{<e+]l) 


gilt, ist 9’(x) > 0. Also wächst g(x), was zu beweisen war. 


135. Beweis von Ungleichungen. Das angegebene einfache Kriterium für die Monotonie 
läßt sich zum Beweis von Ungleichungen erfolgreich anwenden. 


1. Wir beweisen, daß für 0O<x< = die Beziehung 
j 2 
sıınz > —x 
T 


sin 2 


gilt. Es sei /(x) = (0 a 3) . Die Ableitung 


(&) = cos x(x — tan x) (0 Be 5) 


22 
ist negativ; denn esist x < tan x. Also fällt f(x), und es ist f(x) > / (z) = 22 für0<x< = ; 
Te 


2. Die Funktion fx) = csz—1-+ — x? wird für x = 0 gleich 0. Ihre Ableitung 


f@) = —-snce+x 


ist für x > 0 wegen sinx < x positiv. 


Also ist die Funkti fürz > a 
x > O gilt /x) > f(0) = 0; somit ist ıon f(x) für x = 0 wachsend, und für 


cs >1— es a2. 
2 
Hieraus erhalten wir analog für x > 0 die Beziehung 
sine >x — ir, 


usw. 


3. Man beweise für 0 <rxr< = die Beziehung 


tana> + m. 


Dazu genügt es zu zeigen, daß für die angegebenen x-Werte die Ableitung der Funktion 
tan — re — 2 x°, die gleich sex — 1 — 22 ist, positiv ist, d.h., daß tan? x — 2? > 0 ist. 
Das führt aber auf die aus Nr. 54, Formel (9), bekannte Ungleichung tanz > x. 

4. Da die Funktion fx) =iInxr — x (z> 0) die Ableitung 


Miet >0 im 0<r<i1, 
x <0 für z<>I1 


besitzt, ist sie wachsend, solange x im Intervall (0, 1] variiert, und fallen im Intervall [1, oo). 
Daher ist klar, daß /(1) = —1 der größte Wert der Funktion ist, so daß für x > 0 die Beziehung 


ne se—1 
gilt. 


5. Wir betrachten noch die Funktion f(x) = x* — ox für x > 0 (wobei wir0O<a<1an- 
nehmen wollen). Für die Ableitung gilt 


a) aß@rı _ı)J7 9 für O<a<i, 
| <0 für z>1, 
und wir können wie in Beispiel 4 schließen, daß für x > 0 
ae —- or S1—& (3) 


ist. Diese einfache Ungleichung ist der Ausgangspunkt zur Herleitung einer Reihe klassischer 
Ungleichungen. Im Zusammenhang damit ist es zweckmäßig, sie noch in anderer Gestalt zu 
formulieren. 


Setzt man < = Fr ‚wobei a und b beliebige positive Zahlen sind, und bezeichnet man 1— 
mit ß, so geht (3) über in 

ash? < aa + Pb (,b,,ß>0;a+ß=|1). (3a) 

Manchmal führt man die Zahlen k = — >1und = 7 > lein,sodaß k = —— gilt. 


Ersetzt man in (3a) a und b durch a* bzw. b*, so erhält man 
„eier Kreierecr ie) (3b) 
zo k I ’ ’ 3 k k’ 


6. Zunächst kann man die Ungleichung (3a) auf den Fall beliebig vieler miteinander multi- 
plizierter Potenzen ausdehnen. Dabei vollzieht sich der Übergang von zwei zu drei Faktoren 
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folgendermaßen [unter zweimaliger Anwendung von (3a)]: 


ß y \ IR BER: 200 


asbBer — a*® - (Kzz efrr <soa+(ß-+y)- pP+rY etr. 


BP ,ı 
B-+Y B+Y 


Saat ß+n| e)= oa +Bb +70: 


also ist 

arbPer <Soaa + Pb + yc (a,b,0,,ß,y>0;a+P+y=]1). | 
Analog vollzieht sich der Übergang von n auf n + 1 Faktoren; durch Induktion erhält man 
die allgemeinere Ungleichung (wobei wir die Bezeichnungen geändert haben): 

afag'-- af < g1aı + 920 4° + Inn 

(a, 5A, us) > Gut tm. 
An Stelle der g; kann man auch beliebige Zahlen p; > 0 einführen, indem man g; = er 
setzt, so daß 2 g; = 1 ist. Dann läßt sich die Ungleichung folgendermaßen schreiben: 3 


(aPta! Ps, „apa? ap < Pı@ı + P2Qz 4° + Prnn (4) 
PYı tP2 tt 2 
(Ays a0, Ans Pis «ers Pr > O): 
für == + =29, = 1 erhalten wir die bekannte Ungleichung 


Varna, satat to, (4a) 
n 


welche besagt, daß das geometrische Mittel positiver Zahlen höchstens gleich ihrem arithmetischen 
Mittel ist. Somit ist Ungleichung (4) eine naturgemäße Verallgemeinerung dieser klassischen 
Aussage. 


7. Wir wollen nun die sogenannte Cauchy-Höldersche Ungleichung 


n  \1/k ( n Ju 1 1 
Labs!yal IS ,b>0;k,l>1;:—4——=1 (5) 
i=1 el i=1 2 = k k’ 


—— 
— 


beweisen.!) Caucay hatte diese Ungleichung für den Spezialfall k = k’ = 2 bewiesen: 


Zabı<]/ La: zB (58) 


j=1 
Wir setzen zunächst 
Zat= zor=i - (6) 
i=1 
voraus, so daß PR zu beweisende Ungleichung die Form 
nn. 
> a;b; s1 
i-1 
erhält. In (3b) setzen wir nacheinander a = a;, b — bs(ü= ı n) und addieren alle so 


erhaltenen Ungleichungen. Wegen (6) gelangen wir zu dem‘ gesuchten Ergebnis. 
Der allgemeine Fall läßt sich auf den eben betrachteten Spezialfall zurückführen, wenn man 


1) OTTO HöLDEr, 1859-1937, deutscher Mathematiker. 


| 134. Maxima und Minima. Notwendige Bedingungen 257 
an Stelle der Zahlen, «a,, b; die Zahlen 


einführt, für welche die Bedingung (6) erfüllt ist. Nach dem bereits ‚Bewiesenen gilt 


5 ab; S1, 
i=1 
was mit (5) gleichwertig ist. 


8. Aus der Cauchy-Hölderschen Ungleichung erhält man unmittelbar eine weitere wichtige 
Ungleichung, die Minkowskische Ungleichung!) 


n 1/k 
er EN" >> ) 


ı=1 
Offenbar gilt 


x (a; + b)F = Eala + b,)E-1 4 & (a; — b,)k-, 


i=1 
wendet man auf ur N beiden Summen die Cauchy-Höldersche Ungleichung (5) an, so er- 


hält man (wegen — _ + — = 1) die Beziehung 


k' 


2 (a; + b; ;)* s t I HZ (a; a: a 


+2 HZ. Re ze “ 
i=1 i 


=1 


- {&e +12]. (Zur! ” 
i-1 i=1 \Mel 


und gelangt schließlich zu (7), indem man durch den letzten Faktor kürzt. 


134. Maxima und Minima. Notwendige Bedingungen,, Ist eine Funktion f(x) in einem 
Intervall [a, 5] definiert und stetig und ist sie in diesem Intervall nicht monoton, so 
läßt sich ein Teilintervall [«, 8] von [a, b] angeben, in dem sie in einem inneren, d.h. 
zwischen & und ß liegenden Punkt einen größten oder kleinsten Wert annimmt. 

In der graphischen Darstellung der Funktion (Abb. 55) entsprechen solchen Inter- 
vallen charakteristische ‚‚Berge‘ oder ‚Täler‘. Man sagt, die Funktion f(x) besitze im 
Punkt x, ein Maximum (bzw. Minimum), wenn es eine Umgebung (x, — ö, % + Ö) 


1) HERMANN Mınkowskı, 1864— 1909, deutcher Mathematiker. 
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dieses Punktes im Definitionsintervall der Funktion gibt derart, daß für alle Punkte x 
dieser Umgebung die Ungleichung 


K2) s f&) Ibzw. FR) > fMao)] 
erfüllt ist. 

Mit anderen Worten: Eine Funktion f(x) besitzt im Punkt x, ein Maximum (bzw. 
Minimum), wenn der Wert f(x,) nicht kleiner (bzw. nicht größer) ist als die Werte der 
Funktion in allen Punkten einer Umgebung dieses Punktes (die sehr klein sein kann!). 
Wir betonen, daß bei dieser Definition des Maximums (Minimums) verlangt wird, 
daß die Funktion auf beiden Seiten von Punkt x, definiert ist. Da hierbei nur auf 
Punkte einer gewissen (evtl. sehr kleinen) Umgebung von x, Bezug genommen wird, 
spricht man auch vielfach von einem relativen Maximum (Minimum).*!) Existiert 
eine solche Umgebung, in deren Grenzen (für x = x,) die echte Ungleichung 


fx) < fx) [bzw. fx) > fxo)] 


erfüllt ist, so sagt man auch, die Funktion besitze im Punkt x, ein Maximum (bzw. 
Minimum) im engeren Sinne, anderenfalls spricht man von einem Maximum (bzw. 
Minimum) im weiteren Sinne. 

Besitzt eine stetige Funktion in den Punkten x, und x, Maxima, so folgt aus dem 
zweiten Weierstraßschen Satz für das Intervall [x,, x,], daß sie einen kleinsten Wert 
in einem bestimmten Punkt x, zwischen x, und x; in diesem Intervall annimmt, dort 
also ein Minimum besitzt. Analog liegt zwischen zwei Minima auf jeden Fall ein 
Maximum. In diesem einfachsten (aber in der Praxis wichtigsten) Fall, daß eine 
Funktion überhaupt nur endlich viele Maxima und Minima besitzt, folgen diese ab- 
wechselnd aufeinander. | 

Für Maxima und Minima wird die gemeinsame Bezeichnung Extrema benutzt.?) 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, alle Argumentwerte zu ermitteln, an denen die 
Funktion einen Extremwert besitzt. Bei der Lösung dieses Problems wird die Ab- 
leitung eine wesentliche Rolle spielen. 

Zunächst setzen wir voraus, die Funktion f(x) besitze im Intervall (a, b) eine end- 
liche Ableitung. Hat f(x) im Punkt x, einen Extremwert, so können wir mit Hilfe des 
Satzes von FERMAT (Nr. 109), den wir auf das Intervall (x, — ö, 2, + 6) anwenden, 
schließen, daß f’(x,) = 0 ist. Wir haben damit eine notwendige Bedingung für das 
Vorliegen eines Extremwertes. Extremwerte können somit nur in solchen Punkten 
vorliegen, in denen die Ableitung der Funktion gleich 0 ist. Solche Punkte heißen 
stationär.) | . | 

Man darf jedoch nicht denken, jedem stationären Punkt entspreche ein Extrem- 
wert der Funktion. Die genannte Bedingung ist nämlich nicht hinreichend. Wir haben 
beispielsweise in Nr. 132, Beispiel 1, gesehen, daß die Ableitung y’ = 3x? der Funk- 
tion y = x? in x = 0 den Wert O hat. In diesem Punkt besitzt jedoch die Funktion 
keinen Extremwert, sie ist vielmehr ständig wachsend. | 

Erweitert man die Klasse der zu untersuchenden Funktionen und läßt zu, daß in 
endlich vielen Punkten, zu denen z. B. die Endpunkte gehören, keine (endliche) Ab- 
leitung existiert, so ist es sogar nicht ausgeschlossen, daß ein Extremwert in einen 


1) Zum Begriff des absoluten Maximums (Minimums) vgl. S. 269. 

?2) Diese Ausdrücke stammen aus dem Lateinischen; maximum = das Größte, minimum = das 
Kleinste, extremum = das Außerste. 

3) In diesen Punkten kommt die Änderung der Funktion sozusagen zum Stillstand. Die Ge- 
schwindigkeit ihrer Anderung (Nr. 92) wird 0. 
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dieser Punkte fällt; der Satz von Fermar behauptet f(&) = 0 nur unter der Voraus- 
setzung, daß eine endliche Ableitung vorhanden ist. 

Beispielsweise besitzt die Funktion x28, falls sie für x < 0 als |x|%/3 erklärt ist, 
offenbar ein Minimum für x = 0, während ihre linksseitige Ableitung in diesem Punkt 
gleich — oo und ihre rechtsseitige Ableitung gleich oo ist (Nr. 101). Auch die Funktion 
y = |x| hatim Punkt x = 0 ein Minimum, obgleich in diesem Punkt keine beiderseitige 
Ableitung vorhanden ist (Nr. 100). Daher können auch in Punkten, in denen keine 
beiderseitige endliche Ableitung existiert, Extremwerte der Funktion angenommen 
werden. Natürlich müssen keineswegs in solchen Punkten Extremwerte der-Funktion 
liegen. Als Beispiele können die Funktionen y = xU3 (= —|x|U3 für x <0) und 


a res [für x #0, y(0) = 0] dienen. Die erste besitzt im Punkt x =0 eine 


unendliche Ableitung (Nr. 101), die zweite hat in diesem Punkt überhaupt keine Ab- 
leitung (Nr. 102, 1); der Punkt x = 0 ist aber weder für die erste noch für die zweite 
dieser Funktionen ein Extremwert (weil in jeder Umgebung dieses Punktes beide 
Funktionen sowohl positive als auch negative Werte annehmen). 


135. Hinreichende Bedingungen. Erste Regel. Wenn also ein Punkt x, für eine Funk- 
tion f(x) ein stationärer Punkt ist oder in diesem Punkt keine beiderseitige endliche 
Ableitung existiert, so kann man ihn sozusagen nur als ‚extremwertverdächtig‘ auf- 
fassen und muB weitere Untersuchungen anstellen. 

Diese Untersuchung besteht darin, daß man nachprüft, ob eine hinreichende Be- 
dingung für das Auftreten eines Extremwertes erfüllt ist. Solche Bedingungen wollen 
wir nun herleiten. Wir setzen voraus, in einer Umgebung (x, — 6, &, + 6) des Punktes 
x, (jedenfalls für x + x,) existiere eine endliche Ableitung f(x), und diese habe in die- 
ser Umgebung links von x, und ebenso auch rechts von x, ständig dasselbe Vorzeichen. 
Dann sind folgende drei Fälle möglich: 

I. Es ist f(x) > 0 für x <x, und f(x) <0 für x > x, d.h., die Ableitung f(x) 
ändert beim Durchgang durch den Punkt x, ihr Vorzeichen (geht von positiven zu nega- 
tiven Werten über). Dann ist f(x) im Intervall [x, — 6, x] wachsend, und ım Inter- 
vall [x,, 2 + 6] fallend (Nr. 132), so daß der Wert f(x,) der größte im Intervall 
[%o — 6, & + 6] ist, d. h., die Funktion f(x) hat im Punkt x, ein Maximum im engeren - 
Sinne. 

II. Es gilt (x) < 0 für x < x, und f(x) > 0 für x > x,, d. h., die Ableitung f(x) 
ändert ihr Vorzeichen beim Durchgang durch den Punkt x, (geht von negativen zu posi- 
tiven Werten über). Dann hat f(x) im Punkt x, ein Minimum im engeren Sinne. 

III. Es gilt f’(x) > 0 sowohl für x < x, als auch für x > x, oder aber f(x) < 0 
sowohl links als auch rechts von x,, d.h., f(x) ändert das Vorzeichen im Punkt x, 
nicht. Dann ist die Funktion entweder ständig wachsend oder ständig fallend, In 
beliebiger Nähe von x, gibt es auf einer Seite Punkte x, in welchen f(x) < f(x.) gilt, 
und auf der anderen Seite Punkte x, für die f(x) > f(x,) ist, so daß ım Punkt x, kein 
Extremwert vorliegt. 

Die verschiedenen Möglichkeiten sind in Abb. 56 graphisch dargestellt. 

Somit haben wir eine erste Regel zur Untersuchung eines „extremwertverdächti- 
gen“ Wertes x, erhalten: Wir setzen in der Ableitung | (®) zunächst x < x, und danach 
x > x, und bestimmen das Vorzeichen von f(x) in. der linksseitigen und der rechts- 
seitigen Umgebung des Punktes x,.. Ändert hierbei f(x) das Vorzeichen von ‚Plus in 
Minus, so liegt ein Maximum vor; wechselt das Vorzeichen von Minus in Plus, so han- 
delt es sich um ein Minimum. Ändert sich das Vorzeichen nicht, so liegt in diesem Punkt 
kein Extremwert vor. 


17* 
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Diese Regel löst das Problem vollständig für den Fall, daß das Intervall (a, b), wie 
es oft vorkommt, nur endlich viele stationäre Punkte enthält bzw. nur endlich viele 
Punkte, in denen keine endliche Ableitung vorhanden ist: 


a<un <m << <un<rr <m<d. (4) 
Dann existiert nämlich in jedem Intervall 

(a, %ı)» (X, %o); ..., (X, +1) ..., (x, b) 
eine endliche Ableitung f(x), und außerdem behält f(x) in jedem solchen Intervall, 


wie sich sogleich zeigen wird, dasselbe Vorzeichen bei. 


Y Y 


4 
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Würde nämlich f’(x) beispielsweise im Intervall (x, x,;1) das Vorzeichen wechseln, 
so müßte f’(x) nach dem Satz von DAarBovx (Nr. 110) in einem bestimmten Punkt 
zwischen x, und x;;, den Wert 0 annehmen. Das ist aber nicht möglich, da alle Null- 
stellen der Ableitung bereits unter den Punkten (4) enthalten sind. Diese Bemerkung 
ist verschiedentlich bei praktischen Anwendungen von Nutzen. Das Vorzeichen der 
Ableitung f’(x) ist im gesamten Intervall (z,, &,,ı) bestimmt, wenn man ihren Wert 


(oder auch nur das Vorzeichen) in einem einzigen Punkt dieses Intervalls berechnet 
hat. 


156. Beispiele. 


“1. Man bestimme die Extremwerte der Funktion ix) = (x + 2)? (x — 1)?. 
Ihre Ableitung existiert überall und ist endlich: 


fa)=2@. +2). —- 1’ +3@ +2? -V’=- ae +2) — Dörr). 
Die Nullstellen der Ableitung (die stationären Punkte) sind 


ze, 9=-—-- 08, »=1l. 


Durch diese Werte wird das Intervall (—oo, oo) in folgende Teilintervalle zerlegt: 
(— 00, —2), (—2, —0,8), (—0,8, 1), (1, oo). 


Um das Vorzeichen der Ableitung in diesen Intervallen zu bestimmen, braucht man es unter 
Benutzung der obigen Bemerkung nur für konkrete Werte, etwa —3, —1,0 und 2 zu ermitteln. 


Wir bestimmen das Vorzeichen der verschiedenen Faktoren und erhalten für die Ableitung 
folgende Vorzeichen: 


im Intervall (—o, —2) (-)\ (+) (-)= + 
(2,089) (HA-)=- 


(1, ©) (H(HAH=+ 
Hieraus geht hervor, daß /{x)inz = —2 ein Maximum, inxz = —0,8 ein Minimum besitzt; da- 


gegen existiert in x = 1 kein Extremwert. 

Gewöhnlich geht man jedoch anders vor und setzt keine konkreten Werte in die Ableitung 
ein. Wir beginnen mit x = —2, Das Produkt der letzten beiden Faktoren der Ableitung ist in 
x = —2 negativ, also auch (auf Grund der Stetigkeit) in der Nähe dieses Punktes (sowohl in 
der linksseitigen als auch in der rechtsseitigen Umgebung). Der Faktor x + 2 jedoch wechselt, 
wenn x wachsend den Wert —2 durchläuft, das Vorzeichen von Minus in Plus, so daß die Ab- 
leitung ihr Vorzeichen von Plus in Minus ändert, also die Funktion inz = —2 ein Maximum 


& 4 
besitzt. Für <= u: (und in der Nähe dieses Wertes) sind die ersten beiden Faktoren der 


Ableitung positiv, der letzte Faktor 5x -- 4 jedoch (und mit ihm die gesamte Ableitung) ändert 
beim Durchlaufen dieses Wertes das Vorzeichen von Minus in Plus; die Funktion hat also hier 
ein Minimum. Schließlich behalten beim Durchlaufen des Wertes x = 1 nicht nur der, erste 
und der dritte Faktor das Vorzeichen bei, sondern auch der zweite, da das Quadrat stets positiv 
ist. Hier liegt also kein Extremwert vor. | 

Nachdem man die Punkte x kennt, in denen unsere Funktion Extremwerte besitzt, lassen 
sich diese Werte selbst leicht berechnen: Für das Maximum erhält man /{—2) = 0 und für das 
Minimum f(—0,8) » — 8,40. In Abb. 57 ist der Verlauf dieser Funktion graphisch veranschau- 
licht.!) | 

2. Man bestimme die Extremwerte der Funktion 

fx) = sin?’ x + cos? x. 


Da die Funktion die Periode 2r besitzt, genügt es, sich auf die x-Werte im Intervall [0, 2r] 
zu beschränken. Die Ableitung dieser Funktion existiert überall: 


(x) = 3 sin?x.cos& — 3co®x-sinze=3sinxz-cosz- (sinxz — cos). 
Die Nullstellen der Ableitung (die stationären Punkte) sind 


Beim Durchgang (unter Beachtung der Periodizität) durch x = 0 ändert sin x sein Vorzeichen 
von Minus in Plus; die Ableitung insgesamt ändert das Vorzeichen von Plus in Minus, da die 
letzten beiden Faktoren in der Nähe des Punktes x = 0 negativ bleiben. Es liegt also ein Maxi- 


mum vor. Der Faktor sin x — cosx wirdfürx = y gleich O0 und ändert in diesem Punkt sein 


Vorzeichen von Minus in Plus. Ebenso verhält sich die Ableitung, da die ersten beiden Faktoren 


dort positiv sind. Folglich liegt hier ein Minimum vor. 
Analog untersucht man auch die übrigen stationären Punkte. Sie alle sind Punkte, in denen. 
f(x) ein Maximum bzw. Minimum besitzt; diese Extremwerte wechseln einander ab. 


1) Hier und in den folgenden Beispielen illustrieren wir den Verlauf durch Kurven. Das Pro- 
blem, wie man diese Kurven zweckmäßig konstruiert, wird in $ 3, insbesondere in Nr. 149, 
Beispiel 3, ausführlich behandelt werden. 
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Wenn wir diese x-Werte in die Funktion einsetzen, erhalten wir die Maximal- und Minimal- 
werte selbst: 


Maxima: /(0)=fl2r)=1, / (7) a Pe ; (7) — mr u —0,71, 


4 
Minima: (2) — = 0,711, K)=-L f (7) ef, 


Abb. 58 zeigt den Funktionsverlauf (vgl. Nr. 147, Beispiel 1). 
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3. Man bestimme die Extremwerte der (für. negatives Argument wie üblich definierten) 


Funktion 
fa) = aul2 — (02 — 1j3. 


Diesmal existiert die endliche Ableitung 


2 (a2, — 1)2/8 — zAls 
fa) = 3 7 — (a 8.22 = - zU8. (22 — 1)2/3 


überall mit Ausnahme der Punkte x = O0 und« = +1. Wenn sich x (von beiden Seiten) diesen 
Werten nähert, strebt die Ableitung gegen +. 
DieN aaa der Ableitung ermitteln wir, indem wir den Zähler gleich 0 setzen; wir finden 


x =-—. Also sind „extremwertverdächtig‘ die Punkte 
| ra 
—1, BE 0, I, +1. 
2 92 
Für x = 0 (und in der Nähe dieses Punktes) sind der Zähler und der zweite Faktor des Nenners 
positiv. Der Faktor zU/? im Nenner aber ändert sein Vorzeichen von Minus in Plus, die Ableitung 


also ebenfalls. Somit liegt hier ein Minimum vor. Für x — Zn (und in der Umgebung) bleibt 
2 > 


der Nenner positiv. Den Zähler aber schreiben wir (da essich um Werte von x in der Umgebung 

1 | | ö 
von = handelt) in der Form (1. — 22)?/3 — 4/3, Er wirdfür x — es gleich 0, mit abnehmendem 
x wächst er, und mit wachsendem x wird er kleiner, so.daß sich das Vorzeichen von Plus in 


Minus ändert. Also liegt ein Maximum vor. Dasselbe gilt für = — en Beim Durchgang 


durch x = 1 ändert der Faktor (x? — 1)2/° im Zähler, der in diesem Punkt gleich 0 ist, sein Vor- 
zeichen nicht. Dies trifft auch für die Ableitung zu, so daß für x = 1 kein Extremwert vorliegt. 
Dasselbe gilt für = —1. 1 R 

Für die Maxima erhalten wir f[ + v5 = Y4 » 1,59, für das Minimum f(0) = 1. Den Funk- 


tionsverlauf zeigt Abb. 49 (vgl. Nr. 149, Beispiel 4). 


Abb. 59 


2 = 0° 2 x 


4. Gedämpfte Schwingungen. Die Bewegung eines Punktes verlaufe nach dem Gesetz 
s—= Aekt sin ot, 


wobei s der (von einer bestimmten Ausgangslage an gerechnete) zurückgelegte Weg und t die 
(vom Beginn der Bewegung an gerechnete) Zeit ist. Alle konstanten Größen, wie A, k, , sowie 
die Veränderliche £ sehen wir als positiv an. Wir wollen uns die graphische Darstellung dieser 
Abhängigkeit klarmachen und sie mit der uns bereits bekannten Sinusschwingung s = 4A sin ot 
vergleichen. 


Da e-kt > 0 ist, schneiden offenbar beide Kurven die x-Achse in denselben Punkten t = n Rn 
143) 


T 


f | 1 
(n ==1,2,3,...). Wirbemerken, daß die Funktion s= A sinotinden Punktent = (r + #) er 


in. denen ihre Ableitung s’ = Aw cos ot gleich 0 wird, abwechselnd Maxima und Minima 
besitzt. Für die Ableitung der Funktion (vgl. Nr. 99, Beispiel 30) finden wir: 


= Aertt(o cos wt — k sin of) 


— | Yo? + k2 ek a er: e 
'\yo2 + k2 v w? + k? ' 
Durch 
w s 
————— = (080, —=sınp 
Vo? -+ K2 Yo? + k® 
führen wir einen Hilfswinkel 9 ein und können dann diese Ableitung folgendermaßen um- 
formen: 


s’ —= AYw? + k? erkt cos (ot + Q). 
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Sie wird in den Punkten 


2/w W 
gleich 0; da der Kosinus beim Durchlaufen des Wertes 0 sein Vorzeichen ändert, ist leicht ein- 
zusehen, daß die Funktion in diesen Punkten tatsächlich Extrema hat, und zwar für gerades n 
Maxima und für ungerades n Minima. Im Vergleich zur Sinusschwingung ist eine Verschiebung 


der Extrema um - nach links eingetreten. 
19) 
Man prüft leicht nach, daß alle Maxima positiv und alle Minima negativ sind. Bezeichnet 
man den n-ten Extremwert mit A, so gilt 
EB 


Apr 


so daß die Amplituden in geometrischer Progression abnehmen. 
Die graphische Darstellung (für den einfachsten Spezialfall) zeigt Abb. 60. Eine Bewegung 
dieser Art heißt gedämpfte Schwingung. 


= e®%, 


Abb. 60 


Bemerkung. Für die meisten der in der Praxis vorkommenden Fälle erweist sich die in 
Nr. 135 aufgestellte Regel zur Bestimmung der Extrema als völlig ausreichend. Man muß sich 
jedoch darüber klar sein, daß es Fälle gibt, in denen sie nicht anwendbar ist, und zwar dann, 
wenn in beliebiger Nähe eines zu untersuchenden Punktes unendlich viele andere extremwert- 
verdächtige Punkte liegen und die Ableitung auf der einen oder anderen Seite dieses Punktes 
kein festes Vorzeichen beibehält. Als Beispiel betrachten wir die durch 


fa) = =° sin — für +0, /(0)=0 


definierte Funktion. Wir wissen bereits, daß sie für x = 0 die Ableitung f’(0) = O besitzt 


(Nr. 102, 2). In beliebiger Nähe des stationären Punktes x = 0 ändert die Ableitung 
f(x) = 22 - sin En cos z 
x x 


sowohl links auch als rechts unendlich oft ihr Vorzeichen. Hier ist im Punkt x = 0 kein Extrem- 
wert vorbanden. Die Funktion 


(x) = x? ( + sin =) für <=+0, f0)=0 
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—eeee 


besitzt zwar die gleiche Besonderheit, hat jedoch in x = 0 offenbar ein Min; 
Fällen ist die Regel nicht anwendbar. oltenbar ein Minimum. In beiden 


137. Zweite Regel. Zur Bestimmung der Extremwerte kann die Untersuchung des 
Vorzeichens der Ableitung in der Nähe des „verdächtigen“ Punktes durch die Unter- 
suchung des Vorzeichens der zweiten Ableitung in diesem Punkt selbst ersetzt werden. 
Wir wollen dies beweisen. 

Die Funktion f(x) besitze also nicht nur in der Umgebung des Punktes x, eine Ab- 
leitung f’(x,), sondern in demselben Punkt x, auch eine zweite Ableitung f’”’(z,). Der 
Punkt x, sei stationär, d. h., es sei /’(x,) = 0. Ist f”’(x,) > 0, so ist nach dem Lemma 
in Nr. 109 die Funktion f’(x) im Punkt = x, wachsend, d. h., links von x, gilt 
f(x) < f(x) = 0, rechts von x, gilt (x) > f’(x,) = 0. Somit ändert die Ableitung 
f(x) ihr Vorzeichen von Minus in Plus; also hat f(x) im Punktx = x, ein Minimum. 
Ist f’’(&,) < 0, so fällt /’(x) im Punkt x = x, und ändert das Vorzeichen von Plus in 
Minus, so daß also ein Maximum vorliegt. | 

Somit können wir eine zweite Regel für die Untersuchung eines ‚„extremwert- 
verdächtigen“ Punktes x, formulieren: Wir setzen x, in die zweite Ableitung f"(x) ein. 
Ist f(x) > 0,50 besitzt f(x) in x, ein Minimum, ist aber f"'(x,) < 0, so besitzt f(x) in x, 
ein Maximum. i 

Diese Regel hat eigentlich einen engeren Anwendungsbereich. Sie ist z. B. auf 
solche Punkte, für die keine endliche erste Ableitung existiert (denn dort kann erst 
recht keine zweite Ableitung existieren), offenbar nicht anwendbar. In denjenigen 
Fällen, in denen die zweite Ableitung gleich 0 ist, versagt die Regel ebenfalls. Die 
Lösung des Problems hängt dann vom Verhalten der höheren Ableitungen ab (vgl. 
Nr. 138). 


Will man diese Regel auf das Beispiel 2 anwenden, so muß man die zweite Ableitung er- 
rechnen, 


f’(z) = 6sinx cos& (cosx + sinz) — 3(sin?x + cos’ x). 


< wird der erste Summand gleich 0, und das Vorzeichen von f”(z) ist 
dem von f{x) = sin? x + cos? x entgegengesetzt, und zwar negativ für x = (0 (Zr), T (hier 


ra a 57 
liegen Maxima vor) und positiv fire =runde = = (Minima). Fürr = Fr und 2 = 7 


Fürz=0 (27), —; Te: 


reduziert sich f’’(x) wegen sin x = cos x auf den Ausdruck 6 sin? x, so daß für den ersten dieser 
Punkte die zweite Ableitung positiv (also liegt ein Minimum vor) und für den zweiten negativ 
(Maximum) ist. | 

Hierzu ein anderes Beispiel: Man bestimme die Extremwerte der Funktion 


x — 52 -+-6 
a) - 
Die Ableitung f(x) =5 en wird zugleich mit dem Zähler 0. Ihre Null- 
x 
stellen sind =1 —- Y2» -0,4unddz=1+ V2 » 2,41. Wir differenzieren die erste Ab- 
leitung noch einmal als Produkt, 


rt nn ee) 
(2? + 1)? 
und erhalten 
5 
ud —— 7 BEE, ..., 
= a 94 
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wobei die Punkte ein Glied ersetzen, das den Faktor x? — 2x — 1 enthält und für uns unwesent 
lich ist, da es für die Werte x, die wir einsetzen, ohnehin gleich 0 ist. Man sieht leicht, daß f’’(z,) 


< O0 und f”(z,) > 0 gilt; folglich liefert der Wert x, ein Maximum, f(x,) »s 7,04, während bei x, 


ein Minimum vorliegt, f({x,) s —0,03. 
Die Funktion ist in Abb. 61 graphisch dargestellt (vgl. Nr. 149, Beispiel 5) 


BE Abb. 61 
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‚Schließlich wollen wir noch ein geometrisches Problem betrachten: Man bestimme auf einer 
in der Ebene durch die Gleichung y = f(x) gegebenen Kurve (K) denjenigen Punkt M (2, y), 


für den der Abstandr = PM von einem gegebenen Punkt P(£, n), ein Extremum ist (Abb. 62). 
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Abb. 62 


An Stelle von r können wir die Funktion 
ara ge 
2 2 


betrachten, wobei y == /(x) ist. Setzen wir die Ableitung 

u„=r-5+y-n% 
gleich 0, so sehen wir, daß ein Punkt M(x, y) auf der Kurve (K) den Abstand r nur dann zu 
einem Extremum macht, wenn die Bedingung 


g—-.+y,n-yJ)=0 
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erfüllt ist. Mit anderen Worten: Der Punkt P(&E,n) muß auf der Geraden 
X-z+y(7-N=0 
liegen, die durch den (gesuchten) Punkt M(x, y) der Kurve senkrecht zur Tangente verläuft.!) 
Man nennt sie die Normale der Kurve. | 
Wir nehmen nun an, der Punkt P(£, n) liege wirklich auf der durch den Punkt 7 (2, y) ver- 
laufenden Normalen der Kurve (X), und stellen die Frage, ob der Abstand PM ein Extremwert 
ist. Die Beantwortung hängt vom Vorzeichen der zweiten Ableitung 
int YU—mM Yan z 
ab. Dieser Ausdruck wird nur im Punkt C mit den Koordinaten 


= 1 + 2 1 6) 
g=r—y ee, „=y+ % 
i Er Yır 


gleich O (y,„ = 0 vorausgesetzt). Das Problem bleibt also für diesen Punkt noch offen. Der 
Punkt € trennt auf der Normalen diejenigen Punkte P, für die u” < 0 und der Abstand PM 
ein Maximum ist, von den Punkten P, für welche vw” = 0 und der Abstand PM ein Minimum 
ist. 

Später, in Nr. 243 und Nr. 253, werden wir sehen, daß dieser Grenzpunkt C auf der Normalen 
in vieler Hinsicht bemerkenswert ist. 


138. Die Benutzung höherer Ableitungen. Wie wir sahen, besitzt die Funktion f(x) im 
Punkt x, ein Minimum, wenn f(x,) = 0 und f"(x,) > 0 ist; dagegen besitzt sie ein 
Maximum, wenn f’(x,) = 0 und f’’(z,) < 0 ist. Der Fall, daß sowohl f’(x,) = 0 als 
auch f"’(2,) = 0 sind, blieb unberücksichtigt. | | 

Wir setzen nun voraus, die Funktion f(x) besitze im Punkt x = x, Ableitungen bis 
zur Ordnung n, die bis zur (n — 1)-ten einschließlich dort gleich O sind, 


Fa) = Fa) = = rd) = 0, 


während f(®(x,) == 0 ist. Wir entwickeln den Zuwachs f(x) — f(x,) der Funktion nach 
der Taylorschen Formel nach Potenzen der Differenz x — x, und setzen das Restglied 
in der Peanoschen Form an [Nr. 124, Formel (10a)]. Da alle k-ten Ableitungen für 
k <nim Punkt x, gleich 0 sind, erhalten wir | 


f(x) + & 


1 (x — %)". 


f(x) — fx) = 
Da & -> 0 für x — x, gilt, stimmt für genügend nahe bei x, gelegenes x das Vorzeichen 
von f(x.) + «& mit dem Vorzeichen von f("’(x,) überein, und zwar sowohl für x < x, 
als auch für x > x,. Wir betrachten zwei Fälle: 

1. Die Zahl n sei ungerade: n = 2k -+ 1.:Beim Übergang von Werten, die kleiner 
als x, sind, zu solchen, die größer als x, sind, kehrt (x — x,)" sein Vorzeichen um. Da 
sich aber das Vorzeichen des ersten Faktors hierbei nicht ändert, wechselt das Vor- 
zeichen der Differenz /(x) — f(x,). Somit kann f(x) im Punkt x, keinen Extremwert 
besitzen, da in der Nähe dieses Punktes sowohl Werte, die kleiner als f(x,) sind, als 
auch solche, die größer als f(x,) sind, angenommen werden. a 

2. Die Zahl n sei gerade; n = 2k. In diesem Fall ändert f(x) = (x) beim Über- 
gang von x-Werten, die kleiner als x, sind, zu x-Werten, die größer als x, sind, ihr 


t) Ihr Richtungskoeffizient ee ist der mit dem entgegengesetzten Vorzeichen versehene 


Yz ee | 
reziproke Wert des Richtungskoeffizienten y, der Tagente. 
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Vorzeichen nicht; denn dann ist (x — x,)* > 0 für alle x. Offenbar stimmt sowohl in 
der linksseitigen als auch in der rechtsseitigen Umgebung des Punktes x, das Vor- 
zeichen von f(x) — f{x,) mit dem. Vorzeichen von f(®(x,) überein. Wenn also f(*(x,) 
> 0 gilt, dann ist f{x) > f{x,) in der Umgebung von x,, und f(x) besitzt in x, ein Mini- 
mum (im engeren Sinne). Gilt aber f{®(x,) < 0, so besitzt die Funktion ein Maximum 
(im engeren Sinne). 

Hieraus erhalten wir folgende Regel: 

Ist die erste der im Punkt x, nicht verschwindenden Ableitungen von ungerader Ordnung, 
so besitzt die Funktion im Punkt x, weder ein Maximum noch ein Minimum. Ist diese 
Ableitung aber von gerader Ordnung, so hat die Funktion im Punkt x, ein Maximum 
bzw. Minimum, je nachdem, ob diese Ableitung negativ bzw. positiv ist. 


Beispielsweise ist der Punkt x = 0 für die Funktion f{z) = e® + e? + 2 cos x stationär, da 
in diesem Punkt 


fa) =e!— eo’ — 2sinx 


gleich 0 ist. 
Ferner ist 
Pix) =e? + e? — 2cosz, f(0)=0; 
(a) = e? — ©? --2sinz, (0) =0; 
fa) =e? +e? + 2cosz, (0) = 4. 


Da die erste Ableitung, welche nicht verschwindet, von gerader Ordnung ist, liegt ein Extrem- 
wert vor, und zwar ein Minimum; denn es gilt f@(0) > 0. 


Bemerkung. Obgleich das oben hergeleitete Kriterium das Problem der Extremwerte in 
einer sehr umfassenden Klasse von Fällen löst, ist es — wenigstens theoretisch — nicht all- 
umfassend. Eine Funktion, die nicht identisch konstant ist, kann nämlich in einer Umgebung 
des zu untersuchenden Punktes Ableitungen beliebiger Ordnungen besitzen, die in diesem 
Punkt sämtlich verschwinden. 

Als Beispiel betrachten wir (nach CAvcay) die Funktion 


fa) et" für +0, f0)=0. 
Für x = 0 besitzt sie Ableitungen aller Ordnungen: 


ze Mar) 
TC x en 


und allgemein 


f(x) = P% (=) un (n =1, 2, 3, ...); (5) 


wobei P,(z) ein Polynom 3n-ten Grades ist. Das kann man leicht induktiv nachweisen. 
Wir wollen nun zeigen, daß die Funktion auch im Punkt x = 0 Ableitungen aller Ordnungen 
besitzt und daß diese sämtlich gleich O sind. In der Tat ist zunächst 
1 


fx) — 0) _ Sea für 20, 
“x e-1/2! 


also /’(0) = 0. Das folgt daraus, daß e? für z—> oo von höherer Ordnung unendlich groß wird 
als jede Potenz z*, d. h., daß 


ist (vgl. Nr. 65). Hier ist z = u (fürz—0). 
x 
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Wir nehmen nun an, die zu beweisende Behauptung sei für alle Ableit is zur n- 
einschließlich richtig. Dann gilt [vgl. (5)] 5 eitungen bis zur n-ten 


1 1 
ron — vo _ Eee) 


x aa 70 für 20, 


da der Zähler selbst eine Summe von Gliedern der Form - ist. Somit ist auch f("+1(0) = 0. 
Damit ist die Behauptung durch Induktion bewiesen. = 

Obgleich unmittelbar einleuchtend ist, daß die gegebene Funktion für x = 0 ein Minimum 
besitzt, kann man diese Tatsache nicht mit Hilfe der obigen Regel finden. 


139. Das Aufsuchen größter und kleinster Werte. Die Funktion f(x) sei in einem end- 
lichen abgeschlossenen Intervall [a, 5] definiert und stetig. Bisher interessierten wir 
uns nur für ihre (relativen) Maxima und Minima, jetzt aber stellen wir die Frage, wie 
man ihren (absolut) größten und ihren (absolut) kleinsten Wert findet, den sie in 
diesem Intervall annimmt.!) Nach dem zweiten Satz von WEIERSTRASS (Nr. 85) 
existieren solche größten bzw. kleinsten Werte. Wir beschränken uns auf die Be- 
trachtung des größten Wertes. Wird er in einem Punkt zwischen a und b angenom- 
men, so ist er gleichzeitig eines der Maxima (offenbar das größte). Der größte Wert 
kann jedoch auch in einem der Endpunkte des Intervalls, in a oder in b, angenommen 
werden (Abb. 63). Daher muß man alle Maxima der Funktion f(x) und ihre Werte in 
den Endpunkten des Intervalls, f{a) und f(b), zum Vergleich heranziehen. Die größte 
dieser Zahlen ist dann der größte Wert von f(x) in [a, b]. 
Analog findet man auch den kleinsten Wert von f(x). 


Y 


SS 


Abb. 63 


Es seien z. B. der größte und der kleinste Wert der Funktion f(x) = sin? x + cos? x im Inter- 


vall - BA zu bestimmen. Die beiden Maxima, die gleich 1 sind, sind größer als die Werte 
4’ 4 


T 


Pu: IT a 
der Funktion an den Intervallenden; denn es ist f a f 7) — 0. Folglich ist 1 der 


größte Wert der Funktion in diesem Intervall. Das Minimum, das gleich 0,7... ist, ist größer 
als die Funktionswerte in den Intervallenden, so daß der kleinste Wert 0 ıst. 


1) Wir unterscheiden also zwischen Maxima bzw. Minima einerseits und größten bzw. kleinsten 
Werten andererseits. Maximum und Minimum sind größter bzw. kleinster Wert in einer ge- 
wissen Umgebung (daher sprechen wir auch von relativen Maxima bzw. Minima), nie wu 
im „lokalen“ Sinne gebraucht. Zieht man alle Werte, die die Funktion im Interval u i 
zum Vergleich heran, so spricht man vom größten bzw. kleinsten Wert, gelegentlich auch vom 


absoluten Maximum bzw. Minimum. 
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Für das Intervall y. A — hätte man als größten Wert den größeren der beiden Maxima 1 
und —0,7... zu wählen, die bir=— unde« = = angenommen werden, da an den Inter- 


vallenden die Werte f ()- 0,7... und (7) = —1 angenommen werden, die kleiner als 1 
sind. 

Der kleinste Wert liegt im rechten Endpunkt des Intervalls und stimmt mit dem Minimum 
in x = rn überein. | 

Will man auf die Untersuchung der Maxima und Minima verzichten und nur die absoluten 
Extrema finden, so kann man anders vorgehen. Man braucht nur die Funktionswerte in allen 
„extremwertverdächtigen‘“‘ Punkten zu berechnen und mit den Funktionswerten /(a) und f(b) 
in den Intervallenden zu vergleichen. Die größte bzw. die kleinste dieser Zahlen ist offenbar 
genau der größte bzw. der kleinste aller Funktionswerte. 


IT T 

— | die Werte f(0)=1, fI— 

rd ie Werte /(0) ‘(#) 
'T k 2 Te ZT e 

= 0,7 ..,1— |] = 1 mit den Werten in den Intervallenden ff ——)] = fl—| = 0, und für das 
2 4 4 


t 


Beispielsweise vergleichen wir für das Intervall - = 


Intervall + 5 — vergleichen wir die Zahlen / le l Hr) et (7) — 07 4 
mit den Werten in den Intervallenden (den „Bandwerten‘“) / = = 0,7... undf — = -—|l. 

Bemerkung. Bei angewandten Aufgaben tritt sehr oft der einfache Fall ein, daß zwischen «a 
und b nur ein einziger ‚„extremwertverdächtiger‘‘ Punkt x, liegt. Besitzt die Funktion in diesem 
Punkt ein Maximum (bzw. Minimum), so ist ohne Vergleich mit den Randwerten klar, daß dies 
auch der größte (bzw. kleinste) Wert der Funktion im Intervall ist (vgl. Abb. 64). In solchen 
Fällen ist es oft einfacher festzustellen, ob es sich um ein Maximum oder Minimum handelt, als 
die speziellen Werte der Funktion zu berechnen und zu vergleichen (insbesondere, wenn in dem 
Funktionsausdruck willkürliche Konstanten auftreten). 


O0 a D x 
Abb. 64 


Es sei noch betont, daß diese Ausführungen ohne Einschränkung sowohl für offene Inter- 
valle (a, b) als auch für unendliche Intervalle gültig bleiben (an den Endpunkten hat man dann 
die obere bzw. untere Grenze der Funktionswerte zu betrachten). 


140. Aufgaben. Wir wollen nun an Hand von Beispielen eine Reihe von Aufgaben aus ver- 
schiedenen Gebieten studieren, deren Lösung sich auf die Ermittlung des größten oder kleinsten 
Wertes einer Funktion zurückführen läßt. Im übrigen sind häufig diese Werte an sich nicht so 
interessant wie die Punkte (die Werte des Arguments), in denen sie angenommen werden. 


1. Aus einem quadratischen Stück Blech mit der Seite a wird eine offene rechteckige Schach- 
tel hergestellt, indem an den Ecken gleiche Quadrate herausgeschnitten werden und der Rand 
umgebogen wird (Abb. 65). Wie erhält man eine Schachtel mit größtem Rauminhalt? 

Bezeichnen wir die Seite des herauszuschneidenden ’Quadrates. mit x, so ergibt sich das 


Volumen y der Schachtel zu y = x(a — 2x)*, wobei x im Intervall |0, S variieren kann. Das 


Problem ist damit auf die Bestimmung des größten Wertes der Funktion y in diesem Intervall 
zurückgeführt. 


Da. die Ableitung y’ = (a — 2x) (a — 6x) zwischen 0 und 7 eine einzige Nullstelle x = 7 
besitzt, ist klar, daß dieser Wert, wenn er ein Maximum der Funktion liefert, zugleich auch den 


größten Wert liefert. Anders ausgedrückt: Für x =— erhalten wir y = a ,‚ während die 


Randwerte der Funktion 0 sind. Folglich erhält man tatsächlich für r — rt den größten Wert 
von Y. ‚ 

2. Gegeben sei ein Baumstamm von kreisförmigem Querschnitt mit dem Durchmesser d. 
Er soll so bearbeitet werden, daß man einen Balken größter Tragfähigkeit mit rechteckigem 
Querschnitt erhält. 2 Er . 


Hinweis. In der Festigkeitslehre wird gezeigt, daß die Tragfähigkeit eines rechteckigen 
Balkens dem Produkt bh? proportional ist, wobei b die Grundseite und h die Höhe des Quer- 
schnittes ist. | | 

Wegen h? = d? — b? handelt es sich also um die Bestimmung des größten Wertes des Aus- 
drucks y = bh? = b(d? — b?), wobei die „‚unabhängige Veränderliche‘ b im Intervall (0, d) vari- 
iert. 

Die Ableitung y’ = d? — 35° wird nur einmal innerhalb dieses Intervalls gleich 0, nämlich im 


Punktdb = -— . Die zweite Ableitung y”” = —6b ist negativ; folglich liegt in diesem Punkt ein 
3 | 
Maximum vor, das zugleich auch der größte Wert ist. 
Fürb = = sth = d = ‚sodaß d:h:b=Y3: 2 :1 gilt. Aus Abb. 66 ist ersichtlich, wie 
3 ’ 


man das gesuchte Rechteck konstruiert (der Durchmesser wird in drei gleiche Teile geteilt, 
und in den Teilungspunkten werden die Senkrechten errichtet). Im Bauwesen wird gewöhnlich 


die Beziehung h:b = 7:5 = 1,4 vorgeschrieben. Das ist ein Näherungswert für Y2. 


Abb. 66 


3. Um eine Halbkugel mit dem Radius r ist ein gerader Kreiskegel kleinsten Volumens zu 
beschreiben. Dabei wird angenommen, daß die Grundflächen von Halbkugel und Kegel kon- 
zentrisch in einer Ebene liegen (Abb. 67). Es empfiehlt sich, eine zweckmäßige unabhängige 
Veränderliche zu wählen. Als solche nimmt man den Winkel p an der Spitze des Kegels. In den 


Bezeichnungen der Abb. 67 ist R = en h=- . ,‚ so daß für das Volumen die Beziehung 
= | c08Pp sn gYp' a 


In = 
3. 


3 cos? - sin 


272 IV. Untersuchung von Funktionen mit Hilfe der Ableitungen 


gilt. Damit das Volumen v seinen kleinsten Wert annimmt, ist offenbar notwendig, daß der 
Ausdruck y = cos? 9 sin 9 im Nenner seinen größten Wert erhält (da der Zähler nicht von 9 


abhängt), wenn g im Intervall (0 = variiert. Nun gilt 


, 


1 
Yp = —2cosp-sintp + cap = 20089 (3 — tan’ g); 


| 1 : a 1 
zwischen O0 und = wird dieser Ausdruck nur für tan 9 = = gleich 0, also für 9 = arctan — 


(d.h. 9 = 35° 15’ 52”). Beim Durchgang durch diesen Wert ändert sich das Vorzeichen von 
Plus in Minus. Dieser Winkel liefert für y den größten und für das Volumen v den kleinsten 
Wert. 

4. Eine Last vom Gewicht @, die auf einer horizontalen Ebene liegt, soll durch Einwirkung 
einer Kraft verschoben werden (Abb. 68). Unter welchem Winkel zur Horizontalen muß (unter 
Berücksichtigung der Reibung) diese Kraft F angreifen, wenn sie möglichst klein sein soll? Der 
Reibungskoeffizient x ist vorgegeben. 


mm \o 


Tv 


Abb. 68 


Hinweis. Die Reibung R wird proportional zu dem Druck angenommen, den der Körper 
auf die Ebene ausübt (Coulombsches Gesetz), und ist der Bewegung entgegengerichtet. Der 
Proportionalitätsfaktor u ist genau der Reibungskoeffizient. 

Wir bestimmen die Kraft F, die einem gegebenen Winkel 6 entspricht. Zerlegen wir sie in eine 
Horizontal- und eine Vertikalkomponente, so erhalten wir für diese Komponenten die Größen 
F.cos@ und F. sin 6. Der von dem Körper auf die Ebene ausgeübte Druck ist @ — F - sin®, 
so daß nach dem Coulombschen Gesetz R = u(l@ — F- sin®) silt. 

Die Horizontalkomponente F . cos 0 der Schubkraft F muß diese Reibung gerade kompen- 
sieren, 


F.cs0=u-(@ — F.sin®), 
woraus sich 
iu ud 
6080 + usin® 


ergibt. Es handelt sich also um die Bestimmung des kleinsten Wertes dieser Funktion oder, 
da der Zähler konstant ist, des größten Wertes der Funktion y = cos 0 + u sin 0, wobei 0 das 


Intervall R = durchläuft. Die Ableitung yg = u- cos6 — sin 0 wird gleich 0, wenn tan 9 


= u oder 9 = arctan u ist. Dieser Winkel $ heißt Reibungswinkel. Da ygg = — u sin 0 — cos0 < 0 
gilt, ist es am zweckmäßigsten, die Kraft unter dem Reibungswinkel angreifen zu lassen. 
Ist z.B. ein Stein auf einem Holzbrett zu verschieben, so ist u = 0,4, und es ergibt sich 
0» 22°, 


5. Die Kosten für eine Schiffsreise auf einem Fluß pro Stunde errechnen sich nach der em- 
pirischen Formela + bv?, wobei a und b für das betreffende Schiff festgesetzte Konstanten sind 
und v die Geschwindigkeit des Schiffes in Knoten (1 Knoten = 1,85 km/h) ist.!) Bei welcher 


!) In dieser Formel bezieht sich der konstante Teil « des Aufwandes auf die Amortisation und 
die Kosten für die Besatzung, das zweite Glied b »? auf den Preis für den Kraftstoff. 
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(„ökonomischen“) Geschwindigkeit legt das Schiff eine beliebige Entfernung mit geringstem 


Aufwand zurück? 
1 
Für 1km werden ER Stunden benötigt. Der entsprechende Aufwand wird durch die 
Formel ’ 
I _(a+5%) Zn bv? -}+ 2 
1,85% 1,85 v 
ausgedrückt. 


Setzen wir die Ableitung des Ausdrucks y = bv? + 4 gleich 0, so erhalten wir y, = 2bv 
| Do v 


2/a 2a ERRREE | 
= 7 —(,alsov = >p° Da y„» = 2b + = positiv ist, liefert dieser Wert der Geschwindig- 
keit den geringsten Aufwand. Bon 
Zahlenbeispiel: a = 40, b = 0,01, v = Y2000 & 12,6 (Knoten). 
6. Eine Lichtquelle möge in vertikaler Richtung auf der Geraden OB verschiebbar sein 


(Abb. 69). Welchen Abstand von der Horizontalen OA muß man wählen, damit im Punkt A 
die Beleuchtungsstärke maximal ist? 


B 
N SL 
| mr 
h | ar 
| N 
N 
| N 
| N 
P Abb. 69 
e a A 


Hinweis. Die Beleuchtungsstärke J ist proportional sin g und umgekehrt proportional dem 
Quadrat der Entfernung r = AB, d. h., es gilt 


sin 
eo: 
y2 


wobei c von der Lichtstärke der Lichtquelle abhängt. 
Wählen wir a = OB als unabhängige Veränderliche, so erhalten wir 


ET r—= Yh2 +02 
r 


und 


h 


Ferner verschwindet die Ableitung 


R a? — 2h? 
(h? + a2)5/2 


fürrh= nz »s 0,7a und ändert ihr Vorzeichen’ beim Durchlaufen dieses Wertes von Plus in 


h= 


Minus. Dieser Wert von % ist also auch die günstigste Entfernung. j 
Als unabhängige Veränderliche kann man auch den Winkel g wählen. Dann gilt 


18 Fichtenholz I 
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und das Problem läuft auf die Bestimmung des größten Wertes der Funktion y = cos? sin o 


im Intervall [0, | hinaus. Wir wissen aber bereits (vgl. Aufgabe 3), daß dieser größte Wert 
2 | 1 
für einen Winkel 9, angenommen wird, für den tan 9, = v2 gilt. Für den Abstand % erhalten 


a 
wir wieder den Werta -tang, = v2 . 

7. Von einem Punkt A an der Hauptbahnlinie AB (Abb. 70) sollen dauernd Frachten zum 
Punkt C gebracht werden, der sich in einer Entfernung CB = I! von der Eisenbahnlinie befindet. 
Die Kosten der Beförderung einer Gewichtseinheit pro Wegeinheit seien & bei Beförderung 
durch Bahn und ß bei Beförderung auf Straßen. Von welchem Punkt M muß die Straße MC ab- 
gezweigt werden, wenn die Kosten für den Transport von A über M nach © möglichst niedrig 
sein sollen? 


Abb. 70 


In den Bezeichnungen der Abb. 70 ergeben sich die Kosten pro Gewichtseinheit bei will- 
kürlicher Festlegung des Punktes M zu 


y=od—a)+BY®E +R (<r<d). 
Hieraus folgt 


ßx | x ( & 
Y >= —-{=ß — k k= —|. 
"fer VE; ß 
Fürk z1(& > ß) bleibt dieser Ausdruck negativ. Die Funktion y fällt dann mit wachsendem & 
von 0 bis d und nimmt ihren kleinsten Wert offenbar für x = d an. In diesem Fall ist es natür- 
lich am günstigsten, die Straße direkt im Punkt A beginnen zu lassen. 
Dasselbe trifft auch für den Fall k < 1 zu, wenn gleichzeitig 


kl 
1 


zd 


x 


x2 1. 12 


gilt. Für k < 1 hat nämlich der Ausdruck — k die einzige Nullstelle 


IA 
i-® 


Diese Nullstelle liegt jedoch außerhalb des Variationsintervalls von x (oder in einem Endpunkt), 
so daß im Innern die Ableitung y, negativ ist. . 

Lediglich dann, wenn die erwähnte Nullstelle <d ist, bestimmt dieser x-Wert die Lage eines 
Punktes M zwischen A und B, für den die Transportkosten am geringsten sind. 


Me 


Bemerkung. Wir nehmen diesen Fall zum Anlaß, den Leser auf folgenden Sachverhalt auf- 
merksam zu machen. Bei der Bestimmung des größten bzw. des kleinsten Wertes einer Funk- 
tion in einem bestimmten Intervall kann es leicht vorkommen, daß im Innern dieses Intervalls 
überhaupt keine Nullstellen der Ableitung (oder andere „extremwertverdächtige‘‘ Werte) 


141. Definition einer konvexen (konkaven) Funktion 275 


liegen. Das beruht darauf, daß die Funktion in dem betrachteten Intervall monoton wachsend 


oder fallend ist, also sowohl ihren größten als auch ihren kleinsten Wert in den Endpunkten 
des Intervalls annimmt. / 


In der letzten Aufgabe liegt bei bestimmten Verhältnissen zw 


ischen den A öß 
gerade dieser Sachverhalt vor. en den Ausgangsgröben 


$2. Konvexe (und konkave) Funktionen 


141. Definition einer konvexen (konkaven) Funktion. Neben der Klasse der mono- 
tonen (wachsenden bzw. fallenden) Funktionen ist die Klasse der sogenannten kon- 
vexen bzw. konkaven Funktionen von Bedeutung. Eine in einem (abgeschlossenen, 
halboffenen, offenen, endlichen oder unendlichen) Intervall 2 definierte und stetige 


Funktion f(x) heißt konvex (von unten konvex), wenn für beliebige Punkte x, und %, 
aus 2 (x, S2,) die Ungleichung 


MqıXı + 92%) S Qı  M&ı) + 92» FR.) (1) 


erfüllt ist, wie die positiven Zahlen g, und 9, = 1 — g, auch gewählt sein mögen. Eine 
Funktion heißt konkav (von oben konvex), wenn an Stelle von (1) die Beziehung 


fgırı + 92%) Z Qı  MRı) + 92 Mr) (la) 
gilt.!) 

Ist f{x) konvex (bzw. konkav), so ist offenbar die Funktion — f(x) konkav (bzw. 
konvex) und umgekehrt. Diese einfache Bemerkung ermöglicht uns in vielen Fällen, 
die Untersuchung auf die konvexen Funktionen zu beschränken. | 

Die obige Definition der Konvexität einer Funktion hat eine einfache geometrische 
Bedeutung. Zunächst bemerken wir, daß 


= ga +9 Mı<m) (2) 


unter unseren Bedingungen für q, und g, zwischen x, und x, liegt; umgekehrt kann 
jede Zahl x zwischen x, und x, eindeutig in dieser Form dargestellt werden. Dabei gilt 
für die Koeffizienten 


Log — X q % — I 
3 ee 
X%o — 4 Lo —— %] 


= (2a) 


Betrachten wir (vgl. Abb. 71) die Kurve der Funktion f(x) und das Bogenstück zwi- 
schen den Punkten A,(x,, yı) und A,(&,, ys), wobei yı = f{tı), Y = f(Xz) ist, so finden 
wir auf der linken Seite der Ungleichung (1) mit den Koeffizienten (2a) die Ordinate 
des Punktes A auf dem Bogen A,A,mit.der Abszissex. Aufihrerrechten Seite dagegen 


1) Der Begriff der konvexen (bzw. konkaven) Funktion wurde von J.L:W.V.J ENSEN (1859 
bis 1925, dänischer Ingenieur und Mathematiker) eingeführt, der jedoch von einer spezielleren 
Beziehung als (1) bzw. (1a) ausging, nämlich von 


(a + =) Ka) + N) 
2 (2) 2 


Sie entspricht den Werten =q, = — Im Fall stetiger Funktionen, auf den wir uns be- 


schränken, ist diese Definition der obigen gleichwertig. 


15* 


276 IV. Untersuchung von Funktionen mit Hilfe der Ableitungen 


steht die Ordinate des Punktes B der Sehne A,4,, 


Lg — x x — I Ya; (3) 
1 


J % — %ı 1 


mit der gleichen Abszisse. 


Abb. 71 


Somit ist eine konvexe Funktion dadurch charakterisiert, daß alle Punkte jedes Bogens 
ihrer Kurve unterhalb der zugehörigen Sehne liegen oder auf dieser. (Im Fall einer kon- 
kaven Funktion wäre das Wort ‚unterhalb‘ durch ‚oberhalb‘ zu ersetzen.) Mit der 
Funktion selbst heißt auch ihre Kurve y = f(x) konvex (bzw. konkav). 


Ein triviales Beispiel einer konvexen (und zugleich konkaven) Funktion ist die lineare 
Funktion f(x) = ax -- b. Für sie ist die Beziehung (1) immer erfüllt, und zwar mit dem Gleich- 
heitszeichen. Auch die Funktion f(x) = x? ist konvex, wie man an Hand der Definition leicht 
unmittelbar nachprüft: 

(Aıtı + gr)? = nit ai — Al - m) <qAit 9; 
wenn 959 > 0, qı +9; = 1 ist. Andere Beispiele konvexer Funktionen findet der Leser im 
weiteren Verlauf unserer Darlegungen. 
142. Einfachste Sätze über konvexe Funktionen. 


1. Das Produkt einer konvexen Funktion und einer positiven Konstanten ist eine 
konvexe Funktion. | 


2. Die Summen zweier oder mehrerer konvexer Funktionen sind ebenfalls konvex. 


In beiden Fällen ergibt sich der Beweis sofort aus der Definition. 


Bemerkung. Das Produkt zweier konvexer Funktionen braucht keine konvexe 


Funktion zu sein. Ein Beispiel hierfür wird später gegeben werden (in der Fußnote 
auf S. 280). 


3. Ist p(u) konvex und monoton wachsend und ist u = f(x) ebenfalls konvex, dann ist 
auch die mittelbare Funktion e(f(&)) konvex. 


Da f konvex [vgl. (1)] und 9 monoton wachsend ist, gilt 
olftqızı T de%.)) S oa a) +9: f(x2)) D 
und da konvex ist, ist die rechte Seite höchstens gleich 


gı° o(ftzı)) 79° elf), 
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so daß sich schließlich die Ungleichung 


elllgırı + 9%) <q Plfler)) + 92» p(fa,)) 


ergibt, die ihrerseits eine Beziehung vom Typ (1) für die Funktion o(f(x)) darstellt. 


Wir empfehlen dem Leser, die in der folgenden Tabelle enthaltenen analogen 
Behauptungen zu beweisen: 


Pla) | *=fe) | lie) 
eG mm mm 
konvex, fallend konkav konvex 
konkav, wachsend konkav konkav 
konkav, fallend konvex konkav 


4. Sind y= f(x) und x = g(y) eindeutige, zueinander inverse Funktionen (in ent- 
sprechenden Intervallen), so gilt gleichzeitig 


fta) 7) 


konvex, wachsend 
konvex, fallend 
konkav, fallend 


konkav, wachsend 
konvex, fallend 
konkav, fallend 


Wollen wir beispielsweise die erste Zeile von links nach rechts beweisen, so setzen 
wir f(x) = %ı, f(X2) = Y, so daß x, = g(Yı), % = g(y,) gilt. Auf Grund von (1) ist 
Kgrı + 9%) Sn Km) + Mo) = yı + Iehe- 


Da nach dem Satz über die Umkehrfunktion (Nr. 83) die Funktion g(y) ebenfalls 
wächst, gilt 


9(q1Yı + 92%) Z alflqızı T 92%)) = 91 '9WYı) + 92 9(Ye); 


womit bewiesen ist, daß g(y) konkav ist [vgl. (1a)].! 


5. Eine im Intervall X konvexe Funktion f(x), die keine Konstante ist, kann ihren 
größten Wert nicht im Innern dieses Initervalls annehmen. 


Beweis (indirekt). Wir nehmen an, die Funktion nehme ihren größten Wert in 
einem inneren Punkt x, des Intervalls an. Da f(x) keine Konstante ist, kann dieser 
Punkt in ein Teilintervall (x,, 2;) von 2 eingebettet werden, x, < x, < %,, derart, 
daß wenigstens in einem der Endpunkte des Intervalls der Funktionswert (echt) 
kleiner als im Punkt x, ist. Es sei etwa 


fa) < Ha), Han) S Ian). 
Wir setzen x, = 91% + 92%, multiplizieren die erste Ungleichung mit g,, die zweite 
mit g, und addieren. Wir erhalten 
9) + g2- Ha) < Mr) = Mqırı + 92%)» 
was der Konvexität von f widerspricht. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
6. Ist das Intervall [x,, &,], wobei x, < x; ist, in einem Intervall X enthalten, in dem 


die Funktion f(x) konvex ist, so gilt die Beziehung (1) entweder stets mit dem Gleichheits- 
zeichen oder stets mit dem Ungleichheitszeichen. 


1) Alle in der Tabelle formulierten Behauptungen sind aus Abb. 71- unmittelbar abzulesen. 
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In den Bezeichnungen der Abb. 71 läßt sich dieser Sachverhalt geometrisch folgen- 
dermaßen ausdrücken: Der Bogen A,A, stimmt entweder mit der Sehne A,A, überein, 
oder aber er liegt vollständig (mit Ausnahme der Endpunkte) unterhalb der Sehne. 

Zum Beweis betrachten wir die lineare Funktion (3), die in den Punkten x, und x, 
die gleichen Werte annimmt wie f(x). Zur Abkürzung bezeichnen wir diese lineare 
Funktion mit (x). 

Da fund —! konvex sind, ist die Differenz 


oz) = fr) — Ua) = fr) + T-K@)] 


ebenfalls konvex (vgl. Satz 2). Dann gilt entweder o(x) = 0 im Intervall [x,, x,] oder 
o =0. Auso(e) = 0 folgt f(x) = 1(x) für dieses Intervall, d. h., der Bogen stimmt mit 
der Sehne überein, und die Beziehung (1) gilt stets mit dem Gleichheitszeichen. 
Im zweiten Fall muß im ganzen Intervall («,, x) aber o(x) < 0 gelten. Würde näm- 
lich @ in diesem Intervall auch nichtnegative Werte annehmen, so würde ihr größter 
Wert im Intervall [x,, &3] im Innern dieses Intervalls liegen, was für eine von einer 
Konstanten verschiedene konvexe Funktion nicht möglich ist (Satz 5). Daher ist im 
Innern des Intervalls f(x) < (x), die Kurve liegt unterhalb der Sehne, und in der Be- 
ziehung (1) steht stets das Ungleichheitszeichen. 

Gilt für jedes in 2 enthaltene Intervall [x,, x,] mit x, < x, die Beziehung (1) mit 
dem Ungleichheitszeichen, so nennen wir die Funktion f(x) streng konvex. Analog wird 
der Begriff einer streng konkaven Funktion definiert. Diese Terminologie wird auch 
für die Kurve y = f(x) verwendet. 


143. Bedingungen für die Konvexität einer Funktion. Auf Grund von (2) und (2a) läßt 
sich die grundlegende Ungleichung (1) in der Form 


Io X —% 
fe) < — 
2 


= fzı) + 


4] %a — 4 


(22) 


schreiben oder, in symmetrischer Gestalt, 


(2 - 2) Kr) + m - a) IR) +) Ma) > 0. (4) 
Schließlich läßt sich diese Bedingung auch in Determinantenform schreiben: 
i x Ma) 
1x fa)l>o. (5) 
11% fe)! 


In allen Fällen wird angenommen, daß x zwischen x, und x, liegt. Wir wollen künftig 
stets x, < x, voraussetzen. 

Wir bemerken beiläufig, daß die Bedingung für die Konvexität einer Funktion in 
der Form (5) eine unmittelbare geometrische Deutung erhält, wenn wir beachten, daß 
diese Determinante den doppelten Flächeninhalt des Dreiecks 4,44, (Abb. 72) aus- 


Abb. 72 
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drückt, und zwar positiv, wenn das Dreieck positiv orientiert ist, d. h., wenn sein 
Umfang entgegen dem Uhrzeigersinn umlaufen wird. 

Wir weisen besonders darauf hin, daß in allen diesen Bedingungen das Gleichheits- 
zeichen ausgeschlossen ist, wenn es sich um strenge Konvexität handelt. 

Zum Nachweis der Konvexität einer Funktion ergeben sich zweckmäßige Bedin- 
gungen, wenn man die Ableitungen der Funktion heranzieht. 


Satz 1. Die Funktion f(x) sei im Intervall X definiert und stetig und besitze dort eine 


endliche Ableitung (x). Dann ist f{x) in X genau dann konvex, wenn ihre Ableitung f'(x) 
(im weiteren Sinn) wachsend ist. 


Die Bedingung ist notwendig; (x) sei also konvex. Unter der Annahmex, <x<x, 
können wir (4) in der Form 


fi) — Ma) _ Ma) — fe) 


x — x u — = (6) 
schreiben. Strebt jetzt x gegen x, bzw. x,, so erhalten wir in der Grenze 


’ ) er 1 
f(x) s ne = = (7a) 
bzw. 


, f(x) — flzı) 
> m 
f(®) (7b) 
woraus f(x) S f(x) folgt, so daß f’(x) tatsächlich (im weiteren Sinne) wachsend ist.!) 
Die Bedingung ist hinreichend. Wir setzen nun voraus, daß f(x) (im weiteren 
Sinne) wächst. Um die Ungleichung (6) zu beweisen, wenden wir auf ihre beiden 
Seiten den Mittelwertsatz (Nr. 112) an: 


He) _ ug), erzie 


XL — %ı LI —— % 


f(£&); 


wobei x, <&, <x<&,< a, gilt. Da nach Voraussetzung f(&,) Ss f'(£,) gilt, ist die 
Beziehung (6) tatsächlich erfüllt; hieraus läßt sich die Beziehung (4) gewinnen, welche 
die Konvexität der Funktion f(x) sichert. 


Satz 2. Die Punktion f(x) sei im Intervall & definiert und dort nebst ihrer Ableitung 
f(x) stetig; ferner besitze sie im Innern von X eine endliche zweite Ableitung f(x). Dann 
ist x) in X genau dann konvex, wenn im Innern von X die Beziehung 


f(x) 0 (8) 
gilt. 


In Verbindung mit dem vorhergehenden Satz genügt es, auf die Funktion f’(x) den 
Satz 2 aus Nr. 132 anzuwenden. 
Für die Konkavität einer Funktion erhält man analog die Bedingung 


f(x) <0. (8*) 


1) Für das Folgende ist es wichtig zu bemerken, daß zum Beweis der Ungleichungen (7a) und 
(7b) nur die Existenz der Ableitung in den Punkten x, bzw. x, benutzt wurde. 
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Somit wird durch die Forderung 
i«)>0 (<0) (9) 


offenbar die strenge Konvexität (Konkävität) gewährleistet. Sie schließt nämlich aus, 
daß f(x) in irgendeinem Intervall linear ist (Nr. 142, Satz 6). 


Jetzt können wir viele weitere Beispiele für konvexe oder konkave Funktionen angeben: 
1. Die Funktion a? (a > 0, a = 1) ist im Intervall (— oo, oo) konvex; es ist nämlich (a*)” 
== a?. (Ina)? >00. 


| 1 
2. Die Funktion In x ist im Intervall (0, oo) konkav; denn es ist (In«)” = — — <0 (vgl. 
Nr. 142, Satz 4). 2 


3. Für die Funktion x - In x ist (im gleichen Intervall) die zweite Ableitung 23 positiv, also 
die Funktion selbst konvex. w 

4. Für die Funktion x’ ist (im gleichen Intervall) die zweite Ableitung gleich r(r — 1) «72; 
hieraus ist ersichtlich, daß für r > 1 und für r < 0 die Funktion konvex ist, fürO <r < 1 je- 
doch konkav!), usw. u 

Bei allen diesen Beispielen liegt faktisch strenge Konvexität bzw. Konkavität vor. 


Zam Abschluß wollen wir noch ein wichtiges geometrisches Charakteristikum für 
die Konvexität einer Funktion f(x) untersuchen. Zu diesem Zweck ziehen wir an 
Stelle der in Nr. 141 betrachteten Sehne der Kurve von f(x) jetzt die Tangente in 
einem beliebigen Kurvenpunkt (Abb. 73) heran. 


Abb. 73 
0 Xo x 


Satz 3. Die Funktion f(x) sei im Intervall X definiert und stetig und besitze dort 
eine endliche Ableitung f’(x). Dann ist f(x) genau dann konvex, wenn alle Kurvenpunkte 
oberhalb jeder Tangente (oder auf dieser Tangente) liegen. 


Die Bedingung ist notwendig. Die im Punkt Arlzo; f(xo)) an die Kurve y = f(x) 
ge'cgte Tangente besitzt den Richtungskoeffizienten f’(x,). Die Tangentengleichung 
autet 
y = &%) + PX) (x — 20). 


Es ist zu zeigen, daß aus der Konvexität von f(x) für beliebige Punkte x, und x aus 
dem Intervall 2 die Ungleichung 


fix) > fx) + F(&0) (x — x) (10) 


1) Dieses Beispiel liefert nebenbei den Nachweis, daß das Produkt zweier konvexer Funktionen 
keine konvexe Funktion zu sein braucht. So ist z. B. die Funktion —xU® konvex, während 
ihr Quadrat, d.h. die Funktion x2/?, konkav ist. 
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folgt. Sie ist gleichwertig mit den beiden Ungleichungen 
fx) — fx) 


[eye für 2>2, (11a) 
und 
ji (0) 2 rn für 2 < To; (11 b) 


diese Ungleichungen stimmen jedoch mit den Ungleichungen (7a) bzw. (7b) überein 

die wir beim Beweis von Satz 1 erhalten hatten (gerade unter der Voraussetzung daß 
die Funktion konvex ist), wenn wir in der ersten u =eundg =, und.in der 
zweiten X, = X, und x, = x setzen. 

Die Bedingung ist hinreichend. Wir setzen jetzt voraus, daß die Ungleichung (10) 
erfüllt ist oder, was dasselbe ist, daß die Ungleichungen (11.2) und (11b) gelten. Dann 
kann man aus ihnen die Ungleichungen (7a) und (7b) aufstellen, aus denen f(«ı) 
< f(x.) folgt, so daß also f’(x) eine wachsende Funktion ist. Daraus folgt aber, wie 
wir wissen (Satz 1), die Konvexität der Funktion f(x). 


Bemerkung Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß die Notwendigkeit 
der Ungleichung (10) (vgl. die Fußnote auf S. 279) für gegebenes x, und beliebiges 
x = x, tatsächlich unter der alleinigen Voraussetzung bewiesen wurde, daß die Ab- 
leitung f’(x,) in eben diesem Punkt x, existiert. ' 


144. Die Jensensche Ungleichung und ihre Anwendung. Nach Definition einer konvexen Funk- 
tion [vgl. (1)] gilt | 
gar + ar) san Ma) ta He) (WR>0; 1+9%2=1). 


Man kann beweisen, daß für konvexe Funktionen eine allgemeinere Ungleichung (die nach 
JENSEN benannt wird) gilt, nämlich u 
Ka + 90 ++ nr) Sa Ma) +9 Man) ++ an Man) (12) 
(dis ++» In > 0; Ar t+m > 1), 
wie die Werte x, x,, ..., £, aus dem Grundintervall 2 auch gewählt sein mögen. Für n = 2 ist 
sie, wie wir wissen, richtig. Wir nehmen nun an, sie sei für irgendeine natürliche Zahl n > 2 
gültig, und beweisen, daß sie dann auch fürn + 1 gilt. Mit anderen Worten, wir zeigen, daß wir, 


wenn wirn + 1 Werte z,, -.., ps Zn; aus Z und n + 1 positive Zahlen g,, ..., Qu» 9n+ı wählen, 
deren Summe gleich 1 ist, folgende Beziehung erhalten: 


Kqırı + °°° + Qn&n + Inrıan) SQ ° i&) + tn Man) 4 Inrı ° fanHı)- (13) 


Zu diesem Zweck ersetzen wir links die Summe g,% + Qn+1%n+ı der letzten beiden Summanden 
durch den einen Summanden 


In In+ı ) 
————i, Tann]: 
at Ir i Int Inrı " 


Dadurch können wir die Ungleichung (12) benutzen und nachweisen, daß der Ausdruck auf der 
linken Seite von (13) die Summe 


(In + Inrı) | 


- x 
Int Ins ä Int Inıı = 
nicht übertrifft. Nun brauchen wir nur noch auf den Wert der Funktion im letzten Summanden 
die grundlegende Ungleichung (1) anzuwenden, um zu (13) zu gelangen. Somit ist (12) durch 
Induktion vollständig bewiesen. 


1 Ka) + + + gan) ea ) 
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Gewöhnlich werden an Stelle der Faktoren g;, deren Summe gleich 1 ist, beliebige positive 
Zahlen 7; eingeführt. Setzen wir in (12) 
u pP; 

Pr tt 
so erhalten wir 


Gi 


f (Fe) < ze al (12*) 
P; Pi 


Im Fall einer konkaven Funktion /f muß das Ungleichheitszeichen offenbar umgekehrt werden. 
Wenn wir für /{x) verschiedene Funktionen einsetzen, so können wir wichtige konkrete Un- 
gleichungen gewinnen, und zwar alle als Spezialfälle von (12)! 

Wir bringen Beispiele: 

1. Es sei f{@a) = «* mit x > 0,k > 1[f(x) ist eine konvexe Funktion]. Es gilt 


m.\k ‚gk 
(Zei 2 & rei oder (Zope) S (N pt. Zpiak. 


& Pi z 2. Pp; L 
Ersetzen wir in der letzten Ungleichung 9; durch 5"! und x; durch - „ so 
gelangen wir zu der uns bereits bekannten Ungleichung von CaucHaY-HÖöLDER kt 
s 


2 DEN 
za, s{Nul}*. IE u} . 
[vgl. Nr. 133, Formel (5)]. 
2. Setzen wir f(x) = Inz mit x > 0 [f(«) ist eine konkave Funktion], so erhalten wir 
3 pP -Inz; <In PETE 
2 Pi ZP; 
Durch Entlogarithmieren kommen wir zu der uns ebenfalls bereits bekannten Ungleichung 
IT apzm — & Pi 
237 
[vgl. Nr. 133, Formel (4)]-') 


3. Schließlich setzen wir f(x) = x In x mit x > 0 [(f(x) ist eine konvexe Funktion]. Dann er- 
gibt sich 
2 Pit, & Pit; _ 3 9%; In 2 


29; 2 2» 


Wir multiplizieren mit 3'p;x; und gehen von den Logarithmen zu den Zahlen selbst über; so er- 
halten wir die Ungleichung | 


il, 
2 Pi — (77 „Pın) Epen 
LP; 


Setzen wir insbesondere 7; — = so folgt 
Ti 


er <yIT Te 
3 — 
T 


1) Ebenso wie 3 eine Summe bezeichnet, so bedeutet JI ein Produkt. 
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Dehnt man den Begriff des harmonischen Mittels!) auf den Fall mehrerer Zahlen aus, so läßt 


sich diese Ungleichung auch folgendermaßen formulieren: Das harmonische Mittel positiver 
Zahlen ıst höchstens gleich ihrem geometrischen Mittel. 


145. Wendepunkte. Beim Zeichnen der Kurve einer Funktion f(x) (damit wird sich 
der folgende Paragraph befassen) sind die sogenannten Wendepunkte von y = f(x) 
von besonderem Interesse. 

Ein Punkt M (zo; f(x,)) einer Kurve heißt Wendepunkt, wenn er ein Stück derKurve, 
auf dem /(x) konvex (von unten konvex) ist, von einem Stück trennt, auf dem diese 
Funktion konkav (von oben konvex) ist (Abb. 74). 


Y/ 


Abb. 74 


a) b) x 


Angenommen, f(x) besitze in dem betrachteten Intervall eine endliche Ablei- 
tung, so ist diese nach Satz 2 aus Nr. 143 in einer bestimmten Umgebung [x, — 6, 20] 
links von x, wachsend und in der Umgebung [x,, 2, + 6] rechts von x, fallend oder 
umgekehrt links fallend und rechts wachsend. Im ersten Fall besitzt f(e) für = 
ein Maximum, im zweiten ein Minimum. Setzen wir noch die Existenz einer endlichen 
zweiten Ableitung f(x) mindestens für x = x, voraus, so ist notwendigerweise 
(2) = 0 vgl. (Nr. 134). | 

Die Bedingung f”(z,) = 0 spielt dieselbe Rolle bei der Ermittlung der Wendepunkte 
von f(x) wie die Bedingung f’(x,) = 0 bei der Ermittlung der Extremwerte von f(x): 
Sie ist notwendig, aber nicht hinreichend. Davon überzeugt man sich am einfachsten 
an Hand eines Beispiels. Für die Funktion f(x) = «* ist f’’(x) = 12x? > 0 im Intervall 
(—0oo, oo), so daß nach Satz 2 aus Nr. 143 die Funktion f(x) in diesem gesamten 
Intervall konvex ist, obgleich f’’(x) im Punkt x = 0 gleich 0 ist. 

Existiert die zweite Ableitung f’’(x) überall im Innern des betrachteten Intervalls, 
so sind die Abszissen der Wendepunkte unter ihren Nullstellen zu suchen. Dabei 
muß jeder solcher Punkt x, untersucht werden. 

In bestimmten Umgebungen [x, — 6, x,) und (X, & + 6] links bzw. rechts von z, 
möge f”(x) ein bestimmtes Vorzeichen beibehalten. Dann läßt sich zur Ermittlung 
eines Wendepunktes folgende Regel angeben: 

Ändert f''(x) beim Durchlaufen von x = x, das Vorzeichen, so liegt ein Wendepunkt 
vor, anderenfalls jedoch nicht (vgl. Nr. 135). 

Wir weisen noch auf folgendes hin: Auf den Kurvenstücken, die durch einen Wen- 
»depunkt (20, f{z,)) getrennt werden, ist die Kurve streng konvex bzw. streng kon- 
av. 


Wir betrachten als Beispiel die Funktion f(x) = sin x. Die Ableitung f(x) = —sin x ist in 
den Punkten x = kr (k ganz) gleich 0 und ändert beim Durchlaufen dieser Werte das Vorzeichen. 


1) Vgl. die Fußnote 2 auf S. 73. 
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Folglich sind alle Punkte der Sinuskurve, die auf der x-Achse liegen, Wendepunkte. Man sieht 
leicht, daß die Sinuskurve in den Intervallen ([?m — 1] x, 2mr) konvex (von unten konvex) 
und in den Intervallen (2mr, [2m + 1] x) konkav. (von oben konvex) ist. 


Man könnte auch, wie wir esin Nr. 138 bei der Bestimmung der Extremwerte einer 
Funktion taten, in einem zu untersuchenden Punkt x,, für den f’’(x,) = 0 gilt, die 
höheren Ableitungen heranziehen. Auf diesem Wege erhält man die folgende Regel: 
Ist die erste Ableitung (von höherer als zweiter Ordnung), die in einem Punkt x, nicht 
gleich O ist, von ungerader Ordnung, so liegt ein Wendepunkt vor; ist diese Ableitung da- 
gegen von gerader Ordnung, so liegt kein Wendepunkt vor. 

Zum Abschluß weisen wir noch auf eine bemerkenswerte Eigenschaft der in einem 
Wendepunkt an eine Kurve y = f(x) gelegten Tangente hin (wenn eine solche Tan- 
gente existiert). Die Kurve geht in diesem Punkt von einer Seite der Tangente auf 
die andere über, d.h., Kurve und Tangente durchsetzen einander (vgl. Abb. 74). 

Das ist klar, wenn die Tangente vertikal verläuft (vgl. Abb. 43a, b, S. 195). Wir 
wollen jetzt den Fall untersuchen, daß die Tangente schräg oder horizontal verläuft; 
dabei setzen wir die Existenz einer endlichen Ableitung f’(x,) voraus. Wir nehmen 
etwa an, links vom Wendepunkt, für x, — 6 Sx < x,, sei die Kurve konvex, rechts 
von ihm, für u <z sx, + 6, konkav (das entspricht Abb. 74b). In diesem Fall 
verläuft die Kurve für x < x, oberhalb der Tangente (oder auf ihr) und für > x, 
unterhalb der Tangente (oder auf ihr), d. h., es gilt 


I) > fx) + Fix) @ —%) für 2 <m, 
fx) S fx) + Fo) @ —-%) für >. 


Die erste dieser Ungleichungen stimmt aber mit der Ungleichung (10) aus Nr. 143 
überein (man beachte die Bemerkung dort). Die zweite ist das Analogon der Un- 
gleichung (10) für eine konkave Funktion. | 


Bemerkung. Oft wird gerade diese Eigenschaft einer Kurve als Definition des 
Wendepunktes benutzt. Sie ist jedoch der obigen Definition keineswegs gleichwertig. 
Eine Kurve braucht in einem Wendepunkt keine Tangente zu besitzen, so daß dann 
die zweite Definition nicht anwendbar ist. Es kann auch der umgekehrte Fall ein- 
treten: Die Kurve kann die Tangente in einem Punkt durchsetzen, der nicht einen 
konvexen Teil von einem konkaven trennt; dann ist die erste Definition nicht an- 
wendbar. Solche Kurven zeigen Abb. 43c und d (S. 195). Interessanter ist jedoch die 
Kurve 


y= (14 sin) für #0 ,y=0 für 2=0, 


die im Koordinatenursprung die x-Achse berührt und sie durchsetzt. Hier existiert 
sogar eine stetige zweite Ableitung, sie ändert jedoch in der Nähe von x = (0, und 
zwar sowohl links als auch rechts, unendlich oft ihr Vorzeichen. Davon möge sich der 
Leser durch Ausrechnen überzeugen. 


S 3. Das Zeichnen von Kurven 


146. Aufgabenstellung. Nachdem wir die Methoden der Differentialrechnung kennen- 
gelernt haben, kommen wir auf das Problem des Kurvenzeichnens (vgl. Nr. 47) zurück. 
Zunächst möge es sich darum handeln, die Kurve einer in einem endlichen Intervall 
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[a, 5] stetigen Funktion y = f(x) graphisch darzustellen. Dabei besteht jetzt unser 
Hauptziel darin, den Verlauf der Funktion möglichst genau zu charakterisieren. Die 
Genauigkeit der einzelnen Ordinaten interessiert uns in geringerem Maße. 

Das gewöhnlich angewandte Verfahren der „punktweisen“ Konstruktion (Nr. 47), 
wobei die Punkte mehr oder weniger dicht, jedoch zufällig und ohne Beziehung zu den 
(zunächst noch unbekannten) Besonderheiten der Kurve gewählt werden, ist un- 
zureichend. Es erfordert vor allem die Berechnung einer großen Anzahl von Koordi- 
naten, was in der Praxis unzweckmäßig ist. Der Hauptmangel liegt jedoch in etwas 
anderem: Die punktweise Konstruktion ist prinzipiell deshalb ungeeignet, weil sie 
gerade angesichts der Zufälligkeiten in der Auswahl der zu berechnenden Ordinaten 
nicht gewährleistet, daß das gestellte Ziel, nämlich eine Übersicht über den wesent- 
lichen Funktionsverlauf zu gewinnen, erreicht wird. 

Wir nehmen an, die Funktion y = f(x) habe eine endliche Ableitung y’ = f’(x), mit 
Ausnahme höchstens endlich vieler Punkte, in denen die Ableitung oo ist. Links und 
rechts von diesen Punkten nehme f’(x) den Wert oo mit ein und demselben oder aber 
mit verschiedenen Vorzeichen an. Dann ermöglichen es die Methoden der Differential- 
rechnung, gewisse „Stütz“-Punkte anzugeben, die für die vorliegende Kurve charak- 
teristisch sind und mit deren Hilfe die Kurve mit der notwendigen Genauigkeit ge- 
zeichnet werden kann. 

Zunächst meinen wir hier die Punkte, in denen sich die Richtung der Kurve ändert, 
die höchsten Punkte der ‚‚Berge‘ bzw. die tiefsten Punkte der ‚‚Täler‘‘, also die Ex- 
trema der Funktion (Nr. 134 bis 138). Man muß weiter noch alle jene Punkte hinzu- 
nehmen, in denen die Tangente horizontal oder vertikal verläuft, selbst wenn es sich 
dabei nicht um Extremwerte der Funktion handelt. Natürlich müssen auch die End- 
punkte der Kurve beachtet werden. 

Wenn diese Punkte auf der Zeichnung vermerkt sind (gewöhnlich sind es nicht sehr 
viele), kann man eigentlich die Kurve schon zeichnen. 

Die so erhaltene Kurve gibt den Funktionsverlauf schon ziemlich vollständig wie- 
der; sie zeigt die Abschnitte, auf denen die Funktion wächst bzw. fällt, und liefert 
auch die Punkte, in denen die Geschwindigkeit der Änderung der Funktion auf 0 
heruntergeht (y’ = 0) oder bis ins Unendliche wächst (y’ = +oo). 

Die Darstellung läßt sich weiter verbessern, wenn man die Stücke berücksichtigt, 
auf denen die Kurve konvex (von unten konvex) bzw. konkav (von oben konvex) 
ist, und die diese Kurvenstücke trennenden Wendepunkte berechnet (Nr. 143, 
145). 


147. Das Schema zur Konstruktion einer Kurve. Beispiele. Die Funktion y = f(x) 
sei in dem betrachteten Intervall [a, 5] zweimal differenzierbar, eventuell mit Aus- 
nahme einzelner Punkte, in denen die Ableitung y’ = f(x) unendliche Werte an- 
nimmt, deren Vorzeichen zu beiden Seiten eines solchen Punktes gleich oder auch 
verschieden sein können. 

Dann verfährt man beim Zeichnen der Kurve der Funktion y = f(x) folgender- 
maßen: 


1. Man bestimmt die x-Werte, für welche die Ableitung y = f(x) gleich O0 oder 
gleich oo ist, und untersucht, inwieweit es sich dabei um Extremwerte handelt. 


2. Man bestimmt diejenigen x-Werte, für welche die zweite Ableitung y” = f(«) 
gleich O ist, und untersucht, welche davon Wendepunkten entsprechen. 


3. Man berechnet die Werte von y = f(x) in allen diesen x-Werten sowie in den 
Endpunkten a und 5 des betrachteten Intervalls. 
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Die Ergebnisse faßt man am besten in einer Tabelle zusammen (vgl. die Beispiele 
weiter unten), wobei die Besonderheiten der berechneten Punkte vermerkt werden, 
z. B. Maximum, Minimum, y’ = 0,y’ = oo oder y’ = —o0,y’ = oo oder y’ = Too 
Wendepunkt.!) 

Manchmal nimmt man nach Belieben noch weitere Punkte hinzu, etwa die Schnitt- 
punkte der Kurve mit den Achsen. 

Nachdem diese Werte auf der Zeichnung eingetragen sind, legt man durch diese 
Punkte eine Kurve, wobei man alle erwähnten Besonderheiten zu berücksichtigen 
hat. Dabei haben wir uns natürlich auf den in der Praxis üblicherweise vorkommen- 
den Fall beschränkt, daß es insgesamt nur endlich viele Punkte gibt, in denen die 
erste Ableitung gleich O0 oder gleich +00 ist und die zweite Ableitung verschwindet. 

Die Kurve verläuft dann in den Intervallen zwischen ihnen stets ansteigend oder 
fallend und ist von unten oder von oben konvex. 

Berechnen und Zeichnen einer Kurve vereinfachen sich, wenn die Funktion bei 
einer Vorzeichenänderung von x ihre Werte nicht ändert (eine gerade Funktion ist), 
so daß die Kurve symmetrisch zur vertikalen Achse verläuft. Einen entsprechenden 
Vorteil bietet die Symmetrie bezüglich des Koordinatenursprungs; das findet ana- 
lytisch seinen Ausdruck darin, daß die Funktion bei einem Vorzeichenwechsel von & 
ebenfalls nur ihr Vorzeichen ändert (eine ungerade Funktion ist). 


Beispiele. 
1. In Nr. 136, Beispiel 2, untersuchten wir bereits das Verhalten der Funktion 


y=sin’xc-+ cos’. 


Mit Hilfe ihrer Ableitung fanden wir die x-Werte, in denen sie Extremwerte besitzt, und be- 
rechneten diese Extremwerte der Funktion. Dabei konnten wir uns auf Grund der Periodizität 
auf das Intervall [0, 2x7] beschränken. Die Zeichnung braucht ebenfalls nur für dieses Intervall 
angefertigt zu werden. 

Jetzt müssen wir die Nullstellen der zweiten Ableitung bestimmen. Wir schreiben diese in 
der Form 


yY= - (sin z -- cose)- (sin 2x — 3) 


und stellen fest, daß die erste Klammer für x =: - u 2,36 unde = = u 5,50 und die 


zweite für x »z 0,36 (21°), 1,21 (69°), 3,51 (201°) und 4,35 (249)° gleich 0 wird. In allen diesen 
Punkten ändert y” das Vorzeichen, so daß es sich um Wendepunkte handelt. 
Wir stellen nun folgende Tabelle auf: 


c—=0( 0,36 0,78 1,21 1,57 2,36 3,14 3,51 
y=il 0,86 0,71 0,86 1 Ö —1 —0,86 
Y —_ e = = Y — 

Maxi- Wende- Mini- Wende- Maxi- Wende- Mini- Wende- 
mum punkt mum punkt mum punkt mum punkt 


!) Die Beziehung y’ = + oo soll andeuten, daß die Ableitung links von dem betreffenden Punkt 
+ 0° und rechts — oo wird; entsprechend bei y’ = Fo. 
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x—= 3,94 4,35 4,711 5,50 6,28 
y= —0,71 —0,86 —1 0 1 
EN, y=0 y' = 0 
Maximum Wende- Mini- Wende- Maxi- 
punkt mum punkt .mum 


An Hand dieser Tabelle wurde die Kurve in Abb. 58 (8. 262) gezeichnet. 


Bemerkung. Der Leser möge berücksichtigen, daß die in diesem Buch wiedergegebenen 
Zeichnungen in Anbetracht des kleinen Maßstabs die Zahlenwerte nicht so genau wieder- 
geben können, wie man sie durch Berechnung erhält. Er möge diese Zeichnungen unter Zu- 
grundelegung eines größeren Maßstabs selbst nochmals anfertigen. 


3, Wir betrachten die Funktion 
y=sinz-+ sin ?e. 


Sie ist nicht nur periodisch, sondern auch ungerade. Dadurch kann man das x-Intervall weiter 
verkürzen, nämlich auf [0, ]. 


In diesem Intervall wird die Ableitung 


y = 0082 +2cos2r=4co®r-cosr — 2 


gleich 0 für cosz = it d.h. für x x 0,94 (54°) und 2,57 (147°). Da die zweite Ab- 
leitung 8 
y” = —sinx — 4sin?2r= —sinz(l + 8cos«) 


für den ersten dieser Werte offenbar negativ ist, besitzt die Funktion an dieser Stelle ein 
Maximum. Analog ergibt sich für den zweiten Wert ein Minimum. 

Die zweite Ableitung verschwindet für x= 0 und&@=r» 3,14, da dort sin x gleich 0 ist, 
und für x »s 1,70 (97°), da dort der in Klammern stehende Faktor gleich O0 ist, wobei sich in 
allen Fällen beim Durchlaufen des Wertes das Vorzeichen ändert (also Wendepunkte vor- 
liegen). 

Man bekommt also die folgende Tabelle: 


=0 0,94 1,70 2,09 2,57 3,14 
—0,37 0 
y=—0 
Mini- Wende- 
mum punkt 


Abb. 75 
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2 SE e 2 
Zu den obigen xz-Werten haben wir noch den Wert x = = re »s 2,09 (120°) hinzugefügt, für den 


y = 0 ist (die Kurve die z-Achse schneidet). Die an Hand dieser Punkte gezeichnete Kurve 
zeigt Abb. 75. Für das Intervall [—r, 0] erhält man sie durch zweifache Spiegelung des Kurven- 
bogens, und zwar einmal an der y-Achse und danach an der x-Achse. 


148. Unendlichkeitsstellen. Unendliche Intervalle. Asymptoten. Es ist zweckmäßig, 
die Klasse der zu untersuchenden Funktionen in zwei Richtungen zu erweitern. Er- 
stens lassen wir jetzt zu, daß die Funktion y = f(x) für einzelne x-Werte unendlich 
große Werte annimmt. Das bedeutet also folgendes: Ist x, ein solcher Wert, so strebt 
f(x) gegen oo oder — oo, wenn sich x von der einen oder anderen Seite her dem Wert x, 
nähert. Zweitens wollen wir uns für das Verhalten einer Funktion in einem unend- 
lichen Intervall interessieren. 

Da die Ausmaße einer Zeichnung natürlich endlich sind, muß man sich in beiden 
Fällen mit einem Teil der Kurve begnügen. Dabei wollen wir in der Zeichnung auf 
solche Teile der Kurve verzichten, von denen wir uns auf Grund des gezeichneten 
Teiles eine Vorstellung machen können. 

Wir wollen uns zunächst mit dem Fall beschäftigen, daß eine Funktion etwa in 
x = x, eine Unstetigkeitsstelle hat. Strebt x von einer Seite her gegen x,, so strebt die 
Funktion monoton gegen oo oder — co, wenn in jedem endlichen Teil des x-Inter- 
valls die Ableitung y’ = f’(x) nur endlich oft ihr Vorzeichen wechselt. 

. Aufden verschiedenen Seiten von x, (falls x, nicht in einen Endpunkt des Intervalls 

fällt) kann die Funktion „unendliche Grenzwerte‘ verschiedener Vorzeichen besitzen. 
In jedem Fall nähert sich die Kurve, die ins Unendliche verläuft, unbegrenzt der 
vertikalen Geraden = x,, und zwar, je nach dem Vorzeichen des unendlichen 
Grenzwertes, oben oder unten. Diese Gerade ermöglicht eine anschauliche Vorstel- 
lung des Kurvenverlaufs auch über die Grenzen der Zeichnung hinaus (Abb. 76). 


Abb. 76 


Als Beispiele können die uns bereits bekannten graphischen Darstellungen von 
y= — für x = 0 (Abb. 10, 8. 100), y = tan x für x = (2k + 1) > (Abb. 16, 8. 102), 


y = log, x für x = 0 (Abb. 14, S. 101) dienen. 

Bei einem (einseitig oder beiderseitig) unendlichen Intervall leistet uns manchmal 
eine horizontale oder schräge Gerade, die sich der Kurve unbegrenzt nähert, den- 
selben Dienst. Im Zusammenhang damit geben wir folgende allgemeine Definition. 
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Es sei eine Kurve gegeben, von der ein Zweig in einer bestimmten Richtung ins 
Unendliche verläuft. Strebt der Abstand 6 eines Kurvenpunktes von einer bestimm- 
ten Geraden gegen 0, wenn der Punkt selbst ins Unendliche rückt, so nennt man diese 
Gerade eine Asymptote der Kurve. 

In unserem obigen Beispiel (f(x) > + für x —x,) hatten wir es mit einer verti- 
kalen Asymptote zu tun; jetzt untersuchen wir horizontale und schräge Asymptoten 
der durch y = f(x) gegebenen Kurve. 

Beispielen für horizontale Asymptoten sind wir bereits begegnet: für die Kurve 


a. ” 
Va ist es die Gerade y = 0 bei x — +00 (Abb. 10), für die Kurve y = arctan x 
sind es die Geraden y= > und y = - bei 2— oo bzw. 2—> —oo (Abb. 21, 


S.107), für die Kurve y = a# ist es die Gerade y = 0 bei x — —oo, wenna > 1, und 
beix — oo, wenn a < 1 ist (Abb. 13, S. 101). 
Für x — oo ist die Gerade Y = b genau dann Asymptote der Kurve y = f(x) 
(Abb. 77), wenn | 
imö=lm|y—b]=0 bzw. limy = lim f(x) =b 
%->00 2-09 


L->Co 2->00 


‚gilt. Somit läuft die Frage nach einer horizontalen Asymptote einfach auf die Frage 
nach diesem Grenzwert bzw. nach dem entsprechenden Grenzwert für e — —oo 
hinaus. Es kann (wie bei der Kurvey = arctanx) vorkommen, daß es zwei hori- 
zontale Asymptoten gibt. 

Beispiele für schräge Asymptoten sind die aus der analytischen Geometrie be- 


kannten Asymptoten y = + x der Hyperbel 


2 2 Dan 
gg! bzw. y-+-1e-a (1) 


(vgl. auch Abb. 7, S. 98). 


Abb. 78 


Wir nehmen jetzt an, die Kurve y = f(x) besitze die beliebige Asymptote. 
Y=ac-+b (2) 
(Abb. 78), und betrachten sie für x > oo. Da sich die Ordinatendifferenz |y — Y| 
nur um einen konstanten Faktor (der gleich dem Kosinus des Winkels zwischen der 
Asymptote und der x-Achse ist) vom Abstand ö unterscheidet, muß für x — 00 zu- 
gleich mit ö auch diese Differenz gegen 0 streben: 


lim y— ar —b)=V%: (3) 
>00 


19 Fichtenholz I 
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Nach Division durch x erhalten wir hieraus 


Y 


lim — =a. (4) 
> % 
Außerdem liefert Gleichung (3) unmittelbar 
lim (y—ar)=b. (5) 
>00 


Wenn die Gerade (2) Asymptote einer gegebenen Kurve sein soll, müssen die Be- 

dingungen (4) und (5) erfüllt sein. Diese sind also notwendig. Siesind auch hinreichend, 

wie man durch Umkehrung der Schlüsse leicht nachweist. Es handelt sich dabei um 

die sukzessive Ermittlung der Grenzwerte (4) und (5), durch welche die Koeffizienten 

der Geradengleichung (2) bestimmt werden. | ze 
Natürlich muß für x — — o eine analoge Untersuchung durchgeführt werden. 
Für x — oo erhalten wir im Fall der Hyperbel (1) 


x a 
und dann 
b , b 
yF—a= + (ea - 2) = F—— 0, 
x + Ya? — a2 
und wir gelangen zu den uns bereits bekannten Asymptoten 
b 
Y- + zZ Ar 


Jetzt können wir unser Schema zur Konstruktion der Kurve einer Funktion durch 
die folgenden Punkte ergänzen: 


4. Man bestimme die x-Werte, für welche y = f(x) den Wert oo annimmt, wobei 
das Vorzeichen zu berücksichtigen ist, und zeichne die entsprechenden vertikalen 
Asymptoten. | 


5. Man bestimme .die horizontalen oder die gegen die x-Achse geneigten Asym- 
ptoten der Kurve (und zwar einzeln für &— oo und 2&— — oo, falls das Intervall nach 
beiden Seiten unendlich ist). 

Wir bringen wieder einige Beispiele. 

149. Beispiele. 
3. Wir kommen auf die Funktion 
y=(e +2)’ (ce — 1) 


zurück, für die wir bereits die Extremwerte in Nr. 136, Beispiel 1, ermittelten. 
. Diese Funktion ist für —oo < x < oo stetig. Für x — +00 strebt nieht nur y, sondern auch 


> gegen oo, so daß keine Asymptoten vorhanden sind. 
"Wir betrachten ergänzend dazu die zweite Ableitung 
y” = 2(xz — 1) (10x? + 16x + 1). 


Sie verschwindet für 2=1, x—= —0,07 und x= —1,53, wobei sie ihr Vorzeichen ändert 
(Wendepunkte). | 


Wir stellen folgende Tabelle auf: 


= —2 —1,53 0,8 | —-0,07 0 I ı 
y=0 — 3,58 —8,40 4,56 = N) 
y=0 y=0 y=0 
Maxi- Wende- Mini- |  Wende- Wende- 
mum punkt mum punkt punkt 


Die graphische Darstellung, zeigt Abb. 57, S. 262. 
4. Es sei (wieder mit «U? = — |z!1l8 für x < 0) 
y- «2/3 — 0% == 1)1/3 | , 
(vgl. Nr. 136, Beispiel 3). Die Funktion bleibt im Intervall (—oo, oo) stetig. Schreibt man sie in 
der Form | | | . 
u 1 


so stellt man leicht fest, daß y — 0 für x — +0 gilt, so daß die Kurve unserer Funktion die 
x-Achse zur Asymptote hat (sowohl links als auch rechts). Die zweite Ableitung %”’ besitzt 
keine Nullstelle. Wendepunkte liegen nur an den Punkten (x + 0) vor, an denen die Ab- 
leitung y’ den Wert oo annimmt. Da die Funktion gerade ist, verläuft sie symmetrisch zur 
y-Achse. Die Tabelle lautet: 


Y 


= —-o| —1 —0,71 0 0,71 1 00 
y= 0 1 1,59 1 1,59 1 1 
yY—o y-0 | y-3+% y= Ve 
Maxi- Mini- Maxi- 
mum mum mum 


Die Funktion ist in Abb. 59, S. 263, graphisch dargestellt. 
22 — 57 +6 

«+1 | 
Für x — +00 gilt offenbar lim y = 1, d. h., es handelt sich um eine horizontale Asymptote. 
Die zweite Ableitung 
(+1) ® —-4c +1) 

(a? J- 1)? 

wird fürr = —l,r=2+ Y = 3,3unde=2-— Y3 » 0,27 gleich O und ändert dabei ihr 
Vorzeichen (Wendepunkte). Die Tabelle lautet: 


5. y= (vel. Nr. 137). Die Funktion ist stetig im Intervall (—oo, oo). 


y" = —10 


mE TEE TEEEETESEEET EEEmmEmeEEEET EEE 


z= —-o[—-10 | —-5 | —1 —0,41 10 | 0,27 2 | 2,41 3 13,73 5 10 oo 
y-1 1,55 [2,15 |6 7,04 |6 ]4,40 0 | —0,03}0 |0,08 10,23 10,55 | 1 
y-0| | y—0 
Wende- | Maxi- Wende- Mini- Wende- 
punkt | mum punkt mum punkt 


19* 
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Die Kurve ist in Abb. 61, S.266, gezeichnet. Hier wirkt sich der kleine Maßstab störend auf die 
Übersichtlichkeit der Zeichnung aus, besonders im x-Intervall zwischen 2 und 5. Dieser Teil 
der Kurve ist deshalb in vergrößertem Maßstab noch einmal dargestellt. 


Wir betrachten noch eine Reihe neuer Beispiele. 


ze) 
(+1? 
Die Funktion wird —o fürz = —1. Da für. x > x 
— 5172 9 — 
Yy 52° + 2x 1,5 


— -- 1, y—-r=- 
T 


(2 +1)? 

gilt, besitzt die Kurve die Asymptote Y = x — 5. Wir bilden die Ableitungen 
‚_&@—- 1? (@ +5) „_ 24x — 1) 

e Br Tr 


Die erste Ableitung verschwindet für x = 1 (Wendepunkt) und für = —5 (Maximum). 
Andere Wendepunkte sind nicht vorhanden. Mit Hilfe der Tabelle 5 


x —= —10 —5 —J —1 0 1 5 10 
y-=-164 | —135 -165 | -o | -1 0 1,78 | 6,05 
y' =( y == 
Maxi- Wende 
mum punkt 


stellen wir die Funktion unter Berücksichtigung der Asymptote graphisch dar (Abb. 79). 


23 
1.y=1l/—— (a>0). 
x —Gü 


Hiernach hat die Funktion nur dann reelle Werte, wennz<S0oderz>agilt. Fürre=a 
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Abb. 79 
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wird sie 00. Setzen wir 2 > a voraus, so erhalten wir für z — oo 


q An - 
AE —i1, | 
x x — 0 \ 


x a ä 
a Ag el nn 
. Ye —a Ve +Ye—a 2’ 


so daß sich die Kurve für positive x der Asymptote Y=x + = nähert. 


Analog erhält man für negative x-Werte eine andere Asymptote, nämlich Y= —2 —- —. 
Die Ableitung 2 


x? (z- 3) 
Ze. Re ORRR56 } 2-5. 
‚z ( — a)? \Y — a)? 


Pe 


ae 3 NE i in i 
wird fürz = = a gleich 0, wobei sie ihr Vorzeichen von Minus in Plus ändert (Minimum). Sie 


verschwindet auch für x = 0; dies ist aber ein Endpunkt des Intervalls (— oo, 0], in dem wir die 


Funktion betrachten, und von einem (relativen) Extremwert kann hier natürlich nicht die Rede 
sein. Die zweite Ableitung lautet : 


3. 

(1? 
Se j 
Tyan = 


Sie: ist positiv sowohl für x < 0 als auch für x > a, so daß die Kurve stets (von unten) Bon: 
vex ist. 


Berechnen wir noch die Ordinate y = 2,60a, die sich für x = 2 a ergibt, so reichen die An- 
gaben bereits zur graphischen Darstellung aus (Abb. 80). 2 


a? — 
37 (a>0). 


Die Veränderliche x besitzt nur den Wertebereich (0, a]; für x = 0 wird die Funktion o. 


8.y= 


Abb. 80 
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Die Ableitung 


—,— 
Grein 


en 3 2) 


Gy 000 2 \y x 
ist stets negativ, so daß die Funktion fallend ist. An der Stelle x = a gilt y’ = — x. 
Die zweite Ableitung = 
„4 „ji 1 
u 
verschwindet nu füry=r= a » 0,63a,' wobei sie ihr Vorzeichen ändert (Wendepunkt). 


Hierbei gilt offenbar y = —1. I; 81 zeigt die Kurve. 


$4. Auswertung unbestimmter Ausdrücke 


150. Der unbestimmte Ausdruck der Form 7: Wir wenden jetzt den Begriff der Ab- 


leitung und die in $3 und $5 des vorhergehenden Kapitels bewiesenen Sätze zur 
Auswertung unbestimmter Ausdrücke an. 

Die folgenden Sätze 1 bis 4 stammen im wesentlichen von G. F. A. DE L’HosrITAL!) 
und JoH. BERNOULLI. Die darin zum Ausdruck kommenden Regeln werden gewöhn- 
lich nach pe L’HosrItAn benannt. 

: Zunächst beschäftigen wir uns mit dem grundlegenden Fall des unbestimmten Aus- 
drucks der. Form a d. h., wir untersuchen den Grenzwert des Quotienten. zweier 
gegen 0 strebender Funktionen f(x) und g(x) (für gegen a strebendes x). Wir beginnen 
mit einem einfachen Satz, der unmittelbar den Begriff der Ableitung benutzt. 


Satz 1:.Die Funktionen f(x) und .g(x). seien. im. Intervall [a, b] definiert, es sei 
lim f(x) = 0, limg(x) = 0; es seien. ferner die endlichen (rechtsseitigen) Ableitungen 
z>0 c>0 
fa) und g’(a) vorhanden, und es sei g’(a) + 0. Dann gilt 

f(x) _ (a) 
IM —— = . 
:>a 92) 9(a) 
Beweis. Die Existenz der endlichen Ableitungen [ (a), g’(a) gewährleistet die 


rechtsseitige Stetigkeit der Funktionen f(x) und g(x) im Punkt a. Somit gilt f(a) 
= a f(x) = 0 und 9(@) — lim =) = (0. Da g’(a) = 0 ist, gilt nach dem Lemma aus 


Nr. 109 auch für solche x-Werte, die hinreichend nahe bei a liegen, g(x) =# 0. Auf 


diese Werte beschränken wir uns, so daß der Ausdruck fa) sinnvoll ist. 


Nunmehr können wir diesen Quotienten in der Form Pen 
fa) — fa) 
fl) _ fe) — ia) __ ra 
92) ga) —gla) gl“) — g(a) 
c—a 


1) GUILLAUME FRANGOIS ANTOINE DE L’Hospırtar, 1661 — 1704, französischer Mathematiker. 
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schreiben. Gehen wir hier für <—a zur Grenze über, so erhalten wir das Ge- 
wünschte. 


Beispiele. 
1. Man bestimme den Grenzwert 
, et — e? 
lim —, 
so m(ie—-e)+r—1 
Nach Satz 1 ist er gleich dem Quotienten der Ableitungen im Punkt x — 0; 


e! - er? _ 2 de 
SER. je, 1 
ee — Tir=0O e 


9. Man bestimme 


3 
V2x — rt — Vz 


lim — 
1 men Ya? 
Es ergibt sich 
1 — 22° _ Al 
Y2x — e Ya = 


e|s 


4 Yz ı=1 


Ist gleichzeitig auch noch f’(a) = 0 und g’(a) = 0, so kann man folgende Verall- 
gemeinerung des Satzes 1 benutzen, in welcher Ableitungen höherer Ordnung auf- 
treten. 


Satz2. Die Funktionen f(x) und 9(s) seven im Intervall [a, b] definiert, es sei 


lim f(x) = 0, na 1 9(2) = 0, und es mögen im Intervall [a, b] endliche Ableitungen aller 
za 
Ordnungen bis z zur (n — 1)-ten einschließlich existieren, 


Fi), P@), ..., 9a), gr), ga), PR), 


und für z<=a seien alle diese Ableitungen gleich 0. Ferner seien die endlichen Ab- 
leitungen f'®(a) und g'"(a) vorhanden, und es gelte g'"(a) = 0. Dann ist: 


ff) _P@) 
im —— 
z>a Ir) - gw(a) 
Beweis. Wir wenden auf jede der Funktionen f(x) und g(x) im Intervall [a, x], 
a<x<sb, die Taylorsche Formel mit dem Peanoschen Restglied an [vgl. Nr. 124, 
Formel (10a)]. Dann erhalten wir 


f”’(a) + & 


n! 


fie) = @- a), gie) - OLE an, 


wobei & und ß für x — a gegen 0 streben. 
Wegen g'®)(a) +0 geht aus der zweiten dieser Gleichungen zunächst hervor, daß 
g(x) wenigstens für solche x-Werte von 0 verschieden ist, die hinreichend nahe bei a 


(x) 
g9(?) 


sinnvoll. 


liegen. Beschränken wir uns auf diese Werte, so ist der Quotient 
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Dann erhalten wir aus den obigen Gleichungen unmittelbar das gewünschte Ergebnis: 
i&) _.,. Pa) + _ Fa) 
m —— = lim ——— — 
> 9%) zoag”(a)+P g'”(a) 


Beispiel. 
3. Man bestimme 


Hier gilt 
I) =e!—- et— 2, F#0)=0; gda)=x—sinz, g(0)=0; 
f)=e+e?—2, fY)=-0; Fa=1-— cosz, g’0)=0; 
(a) = et — e*, (0)=0; g’«) = sine, g’(0) = 0; 
I (&) = et — e*, f’(0)=2; ga) = cost, ro) =1. 


Folglich ist der gesuchte Grenzwert gleich 2. 
Obgleich für die meisten Fälle die bewiesenen Sätze zur Auswertung unbestimm- 


ter Ausdrücke der Form ni ausreichen, ist in der Praxis häufig der folgende Satz 
zweckmäßiger. 0 


Satz 3. Die Funktionen f(x) und g(x) seien im Intervall (a, b] definiert, es sei lim f(x) 
>40 
= 0), lim g(x) = 0; im Intervall (a, b] mögen die endlichen Ableitungen f(x) und g’(x) 
>60 


vorhanden und g’(x) == 0 sein; schließlich sei der (endliche oder nicht endliche) Grenzwert 


s>a g(®) 


vorhanden. Dann gilt auch 


. a) _ 
Te 


Beweis. Wir ergänzen die Definitionen von f(x) und g(x) dadurch, daß wir diese 
Funktionen für x = a gleich 0 setzen: f{a) = g(a) = 0.1) Dann sind diese Funktionen 
im ganzen abgeschlossenen Intervall [a, 5] stetig: Ihre Werte im Punkt a stimmen mit 
den Grenzwerten für x — a überein, in den anderen Punkten ist die Stetigkeit durch 
die Existenz der endlichen Ableitungen gewährleistet. Durch Anwendung des zweiten 


Mittelwertsatzes (Nr. 114) erhalten wir 
fe) _ I) — Ma) _ Flo) 


6 U <a ey und 
r— 


2) ge) — ga) g’e) 


wobei a <c<xist. Daß g(x) =+ 0, also 9(x) = g(a) ist, folgt aus der Voraussetzung 
g’ (x) = 0 und war damals beim Beweis in Nr. 114 gezeigt worden. 


1) Natürlich könnte man die Funktionen für x = a als definiert und stetig voraussetzen; bei 
" Anwendungen ist jedoch die oben gegebene Formulierung der Voraussetzungen des Satzes 
oft geeigneter (vgl. etwa Satz 3*). 
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Wenn x — a gilt, strebt offenbar auch c gegen a, so daß sich. 


tim [I — m [O 


U We 
Fe 


z>a 9(*) ur g'(c) 
ergibt, was zu beweisen war. 
Somit führt dieser Satz den Grenzwert des Quotienten von Funktionen auf den 


Grenzwert des Quotienten der Ableitungen zurück, falls dieser Grenzwert existiert. 


Oft ist es leichter, den Grenzwert des Quotienten der Ableitungen zu bestimmen, 
vielfach sogar mit elementaren Mitteln. 


Beispiel. 

4. Man bestimme 
.. tanz — x 
im ——, 

z—0 x — sın x 


Für den Quotienten der Ableitungen ergibt sich 


1 
cos? x 41 1—co#®xz 1-cosz 
1 — cosx co®x 1— cosr cos? x 


für. x — 0 strebt dieser Quotient offenbar gegen 2. Dies ist nach dem Satz der gesuchte Grenz- 
wert. 

Der Satz 1 ist in diesem Fall nicht anwendbar, da für x = 0 sowohl die Ableitung des Zählers 
als auch die des Nenners gleich 0 ist. Nun könnte man zwar das Problem mit Hilfe des Satzes 2 
lösen, doch müßte man dabei drei aufeinanderfolgende Ableitungen der gegebenen Funktionen 
berechnen. | 


Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß hier auch der Quotient der Ableitungen wie- 
der einen unbestimmten Ausdruck der Form -- ergab. Dieser ließ sich jedoch mit elementaren 


Umformungen auswerten. In anderen Fällen muß man unter Umständen den Satz 3 wieder- 
holt anwenden. (Auf Grund der Voraussetzungen ist das etwas anderes als die Anwendung von 
Satz 2.) Es sei betont, daß dabei jede Vereinfachung der erhaltenen Ausdrücke, wie Kürzen 
gemeinsamer Faktoren, Benutzung bereits bekannter Grenzwerte u. dgl., zulässig ist (bei Satz 2 
ist das nicht der Fall!). | 

Im folgenden Beispiel wird Satz 3 dreimal nacheinander angewandt. Nach der ersten An- 
wendung kürzen wir durch e?, nach der zweiten lassen wir den Faktor e? im Nenner weg (da er 
gegen 1 strebt). Dadurch vereinfachen sich die Rechnungen wesentlich. 


Beispiele. 
zeit + get — 2e3t 2e? .. . 2xe?? 1 e?7-L ze? + et — 4e?? -- 2e? 
5. im —— = lim re 
z>0 (er) z—>0 3(e? — 1)” .e 


—_ lim Ixet — Je! +3 +r 
20 3er —1)? 


1...  2xe!-+- 2et — 3et+]1 
= — lim ———— 
3 2>0 (2e* —1) e? 


1. -—e’+2r’+]1 N. 
— lim ———— = — Ii 
0 er] 620 et 

. A+)R-e_ 1... 1m tel + 
6. 1 _ 17, 0 lm ti + 2)U8 m, 
Ber x , Eu x(1 +2) 


Ixe? 4 e? 1 
m ——- = 


— 
—, 
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Da wir schon wissen, daß der erste Faktor auf der rechten Seite gegen e.strebt, genügt es, 
den zweiten Faktor zu untersuchen. Wir wenden Satz 3 zweimal an und finden den Grenzwert 


_ — . Der gesuchte Grenzwert ist also — = ; 


Der Satz 3 läßt sich leicht auf den Fall erweitern, daß x gegen einen unendlichen 
Grenzwert strebt, «a — 400 (was natürlich für die Sätze 1 und 2 nicht geht). Es gilt 
nämlich 


Satz 3* Die Funktionen f(x) und g(x) seien im Intervall [c, ©) definiert, wobei 
c>Dist;es sei u a /®) — E02 En 1 9(@) — 0), und es mögen im Intervall [c, oo) endliche 


Ableitungen f(x) ) und g'(x) ehiateren mit g’(x) == 0. Schließlich existiere der (endliche 
oder nicht endliche) Grenzwert 


fe) _ 
lim 
zo 9 (X ) 
Dann gilt auch 


f(x) 


lim —— — 
x>o 9(X) 


Beweis. Wir setzen £ = m = 2 Für x — oo. gilt dann t— +0 und um- 


gekehrt. Nach Voraussetzung gilt 


sowie 


Auf die Funktionen / (7 ) und g (7) der neuen Veränderlichen ? läßt sich Satz 3 


anwenden, was 
% 
sl 1 ‚[1 
Gi, Au 
Net N ur 


1 
(5) 
2, 1 I>+0 , 1 . 1 i>+40 , 1 
n ’G)\e ’G 


liefert ;!) somit ist auch 
m _ 
>00 2) 


was zu beweisen war. 


3 


1) Wir differenzieren die Funktionen f (7) und g (7) als mittelbare Funktion nach t. 
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Bemerkung. Manchmal läßt sich bei der Auswertung unbestimmter Ausdrücke 
der betrachteten Gestalt formal die Anwendung der obigen Sätze umgehen, indem 
man die Taylorsche Reihenentwicklung (Nr. 124. und 125) benutzt. Es gelte also 
x —0 (auf diesen Fall läßt sich die Sache immer zurückführen). \ 

Gelingt es, mit Hilfe bekannter Entwicklungen in Zähler und Nenner die Haupt- 
glieder abzuspalten, | 


f(x) = ax" + 0(2"), g(x) = ba” 1 o(2), 


so läßt sich sofort der Grenzwert des Bruches Kz) angeben." Er ist gleich 0, Fr 


oder +%, je nachdem, ob n größer, gleich oder kleiner als m ist;!).vgl. Nr. 62 und 63. 
So erhalten wir in Beispiel 1, wenn wir die Funktionen e?, e*® und In (e— 2) — 1 


— In ( — ) durch die ersten Glieder ihrer Entwicklung ersetzen, 


im Art) dort ) _ im rt _ 
— (-&+ \+3 = (1-2)2+ 
Analog ergibt sich in Beispiel 4 
3 3 
( 7 T T ) T — 
lim — lim = 2 


3 
.-le-5+) es 


Der Leser möge die Beispiele 3 und 5 als Übungsaufgabe nach der gleichen Methode 
behandeln. 


151. Der unbestimmte Ausdruck der Form —. Wir wollen jetzt Ausdrücke derForm 
— untersuchen, d. h. den Grenzwert des Quotienten zweier Funktionen f(x) und 


g(xz), die beide gegen oo (für x — a) streben. 
Wir zeigen, daß auch in diesem Fall die l’Hospitalsche Regel anwendbar ist. Der 
folgende Satz ist eine einfache Umformulierung von Satz 3. 


Satz 4. Die Funktionen f{x) und g(x) seien im Intervall (a, b] definiert, und es sei 
lim f(x) = oo, lim g(x) = oo. Die endlichen Ableitungen f(x) und g’(x) seien im Inter- 
za z>a 


vall (a, b] vorhanden, und es gelte g’(x) = 0. Schließlich sei der (endliche öder nicht end- 
liche) Grenzwert ——_ 

za 9 (%) 
vorhanden. Dann gilt auch 

z>a 9(%) 


1) Im letzten Fall ist das Vorzeichen auf Grund der Vorzeichen von a und b leicht zu ermitteln, 
es ist aber auch (bei ungeradem m — n) das Vorzeichen von x zu berücksichtigen. 
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Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall, daß K endlich ist. Da g’(x) nicht 
gleich 0 wird, behält diese Ableitung nach dem Satz von DArBoUX (Nr. 110) ihr 
Vorzeichen bei, also ändert sich g(z) monoton (Nr. 132). Dann ist klar, daß g’(z) < 0 
ist und g(x) mit fallendem x monoton wachsend gegen oo strebt. Wir können daher 
annehmen, daß stets g(x) > 0 gilt. 

Zu einem vorgegebenen e > 0 läßt sich nach Voraussetzung eine Zahl 7 > 0 an- 
geben, derart, daß füra <x <a + n die Beziehung 


f(x) & 
IN Re 
7(@) 32 


gilt. Wir setzen zur Abkürzung a + 7 = x, und wählen x zwischen a und x,. Auf das 
Intervall [x, x,] wenden wir den zweiten Mittelwertsatz an:!) 


ft) — Ma) _ Flo) 
ge) IR)  g’le) 
wobeix <c < x, ist. Also gilt 


fe) Io) | — 1 
ee) |I<T 2 


Wir schreiben nun die leicht zu verifizierende Identität 


fo) _ x _ Me) Kate) . l u oJ fe — flo) x] 


g9(z) 9) 3z) | La) — 9(%o) 
auf, aus der 
fa) fi) —K-ga)| , |) — Mao) _ 
2) ie g(x) gl) — glzo) x 


folgt. Für x < x, = a -+ n wird der zweite Summand auf der rechten Seite auf Grund 
von (1) kleiner als Z . Da g(x) — oo für x — a gilt, strebt der erste Summand hierbei 
gegen 0, und es läßt sich ein ö > 0 angeben (man kann ö.< 7 annehmen) derart, daß 


frra<z<a +ö auch der erste Summand kleiner als — wird. Für diese x-Werte 
erhalten wir dann 2 nn 


K«) 
—— — K 
w) 
womit die Behauptung bewiesen ist.?) 
Wenn X = oo ist [und f’(x) = 0 wenigstens in der Umgebung von a ist], gilt, wenn 
wir die Rollen von f und g vertauschen, 
g9(2) 


. 9%) | 
Im Z-— =0, alsoauch lim =09, 
x>a I (X) z>a (X) 


!) Hierin besteht der wesentliche Unterschied gegenüber dem Beweis von Satz 3. Hier kann 
man den Mittelwertsatz nicht auf das Intervall [a, x] anwenden. Denn wie man die Funk- 
tionen /{x) und g(x) im Punkt a auch definiert, stets erhält man Funktionen, die in a nicht 
stetig sind. 

2): Wir betonen, daß wir: bei unseren Überlegungen die Voraussetzung lim f(x) = oo nicht be- 
nutzt haben (vgl: den Beweis des Stolzschen Satzes in Nr. 33): . 


<E, 
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woraus schließlich 


. Fe) 
a) 


er da (wenigstens in der Umgebung von a) offenbar auch f(x) > 0 und g(x) > 0 
gilt. | 

* Der Beweis läßt sich ohne wesentliche Änderungen auch auf den Falla = —o 
übertragen. Ebenso könnte der Satz auch für das Intervall [b, a), b <a, bewiesen 
werden, und zwar sowohl für endliches a als auch für a = oo. Somit kann auch Satz 4 
automatisch auf den Fall eines unendlichen Grenzwerts des Arguments übertragen 
werden. ü 


Als Beispiel erhält man leicht die uns bereits bekannten Grenzwerte 


FI 
7. lim — = lim — lim e3 =( (für u >0). 
soo zoo ur 20 ux? 
A B—i 
8. im — = lim -# (a>1,u>0). 


zoo 4 00 0° + 1 
Ist u > 1, so erhalten wir auf der rechten Seite wieder einen unbestimmten Ausdruck vom 


oo | 
gleichen Typ ze Setzen wir aber diesen Prozeß fort und wenden Satz 4 wiederholt an, so er- 


halten wir schließlich im Zähler eine Potenz mit negativem (oder verschwindendem) Expo- 
nenten. Daher gilt in jedem Fall 


Wir schließen noch eine allgemeine Bemerkung bezüglich der Sätze 3 (3*) und 4 
an. In ihnen wird der Grenzwert eines Quotienten von Funktionen unter der Voraus- 
setzung hergeleitet, daß der Grenzwert des Quotienten der Ableitungen existiert. 
Die Umkehrung dieser Sätze ist jedoch nicht richtig. Es ist durchaus möglich, daß der 
Grenzwert des Quotienten der Funktionen existiert, der Grenzwert des Quotienten 
der Ableitungen aber nicht. 

Beispielsweise existiert der Grenzwert 


m tie _ (i ri = wi 
2-—>C9 T 2->C00 X. 


obgleich der Quotient der Ableitungen, der gleich 1 + cos z ist, für x — oo gar keinen 
Grenzwert besitzt. 


152. Andere Formen unbestimmter Ausdrücke. Die bisher bewiesenen Sätze bezogen 
0 
sich auf unbestimmte Ausdrücke der Form ° und —. . 
Hat man einen unbestimmten Ausdruck der Form 0 - oo, so kann man ihn auf die 


Form 2 oder —- zurückführen und dann die l’Hospitalsche Regel anwenden. 
OO 


Es seı 


lim f(x) = 0, limg(x) =. 


—>/ 


1) Der Fall X = —oo kann unter den Voraussetzungen des Satzes nicht eintreten. 
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Dann ist 
_ M&) _ g«) 
fa) - ga) = =. 
ge)  F®) 
Ö 
Der erste dieser Quotienten ist für x — a ein unbestimmter Ausdruck der Form 7’ 


oo 
der zweite ein Ausdruck der Form a. 


Beispiel. 
= 
j x s x 
9. lim (z#.Inx) = lim — lim =— 21m — = 
2—>+0 >40 CE or TUT 740 u 


(wir setzen u > 0 voraus). 


Auf die Form n bzw. = lassen sich auch stets unbestimmte Ausdrücke der 
oo F 
Form oo — oo zurückführen. Ist also der Ausdruck f{x) — g(x) mit 


lim fx) = ©, lim g(x) = © 
zoa >60 


gegeben, so.kann man beispielsweise folgende Umformung vornehmen, durch welche 


dieser Ausdruck auf die Form n gebracht wird: 


7: ERE. 
ie) - 90 = — - — m 


fe) ga) Ma) 9) 
Übrigens läßt sich der Grenzwert oft auch einfacher gewinnen. 
Beispiel. 
10. Es gilt 
lim (vor 2 — =) — lim 2» 008° x — ein? A Be ; 
20 x> 20 x - sin? x 
es ist aber 
x? .co®x — sin®xz z-Co SC -Hsinz 2-Ccooz —sinr 
x° - sin? x. u x x -sin®x 
Der Grenzwert des ersten Faktors läßt sich elementar bestimmen: 


. _ %-cosrt 4 sinzr 
lim ——— 


sin x 
— lim (0082 + )=2. 
0 T z—0 T 


Auf den zweiten Faktor wenden wir Satz 3 an: 


. _ %°C08% — sinz i —r-sinz A —1 1 
20 x -sin?x z>oSin?c + 2r-sinz-cosz „,ygSinz 


— + 2Cc032 
x 


Somit ist der gesuchte Grenzwert gleich -—. 
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Im Fall unbestimmter Ausdrücke der Form 1%, 0°, 00° empfiehlt es sich, diese Aus- 
drücke vorher zu logarithmieren. 

Es seiy= (f(x) ®; dann ist In y = g(x) - In f(x). Der Grenzwert von In y ist ein 
unbestimmter Ausdruck der bereits behandelten Form 0 - oo. Nehmen wir an, es sei 
durch eine der oben angeführten Methoden gelungen, limIny zu bestimmen; er sei 

2-0 


gleich einer endlichen Zahl k, oo bzw. —oo. Dann ergibt sich für lim y der Wert ef, 
oo bzw. 0. te 


Beispiele. 
11. Es sei 
sin r\1/Ü1-cosz) 
az 
x 


Man bestimme lim y für x — 0 (unbestimmter Ausdruck der Form 1%). 
Setzen wir £> 0 voraus (darauf können wir uns, da y gerade ist, beschränken), so gilt 


Insinz Ihr 
In y = —— 
1 — cost 


Durch Anwendung von Satz 3 (und Benutzung der bereits in den vorigen Beispielen erhaltenen 
Ergebnisse) finden wir 


COSX 1 
. . Se 2 ..%-.co82 —sinz 1 
lim In y = lim ——— = lim ———— [ — — 
20 z>0 sine 2>0 x- sin? x 3 


und hieraus 


lim y = erll! — ER 


Parc 7 


12. Es sei 
Te 1/Inz 
y- (7 — arctan ) 
2 
Für £—> oo wird hieraus ein unbestimmter Ausdruck der Form 0°. Es gilt 


In (3 — arctan ) 
2 


In y = —— (Fon =) j 
In x 00 
Nach der l’Hospitalschen Regel erhalten wir h 
1 1 
" ® 2 
EAzpee arctan X u 
lim In y = lim - 
>00 oO. 1 
x 
x 1 —.ı? 
2\2 —_— pi 
in er SET im =-1, 
2->00 TR 200 >00 T 
arctan X E Ir 2 


o | 


also lim y = 
20 
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$5. Die angenäherte Lösung von Gleichungen 


153. Einführende Bemerkungen. Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Nullstellen einer vor- 
gegebenen Funktion f(x), d.h. die Wurzeln (Lösungen) der Gleichung 


f(&) ns 0, 


zu ermitteln. Wir werden übrigens dieses Problem unter der Voraussetzung behandeln, daß die 
uns interessierende Nullstelle & isoliert, d. h. in einem Intervall [«, b], 


a<ei<b, 


enthalten ist, in dem keine anderen Nullstellen liegen. 

Wenn überdies f(x) in den Endpunkten des Intervalls Werte f(a) und f{b) verschiedenen Vor- 
zeichens besitzt, so ist es, wie in Nr. 81 im Zusammenhang mit der Anwendung des ersten 
Zwischenwertsatzes dargelegt wurde, durch sukzessive Zerlegung des die Nullstelle enthaltenden 
Intervalls und Bestimmung des Vorzeichens von f(x) in den Teilungspunkten möglich, dieses 
Intervall beliebig zu verkleinern und in dieser, Weise die Nullstelle angenähert zu berechnen. 

Dieses Verfahren ist jedoch trotz seiner prinzipiellen Einfachheit in der Praxis wenig brauch- 
bar, weil es zu viele Rechnungen erfordert. In diesem Paragraphen wird der Leser wesentlich 
einfachere Verfahren zur angenäherten Berechnung von (isolierten) Lösungen der Gleichung (1) 
kennenlernen, die systematischer und schneller zum Ziel führen. Hierbei werden wir wieder 
die grundlegenden Begriffe und Methoden der Differentialrechnung benutzen. 

Wir werden dabei stets folgende Bedingungen als erfüllt voraussetzen: 


1. Die Funktion f(x) ist nebst ihren Ableitungen f(x) und f(x) im Intervall la, 5] stetig. 

2. Die Funktionswerte /{a) und f{b) an den Endpunkten des Intervalls haben verschiedene 
Vorzeichen: f(a) - f(b) < 0. 

3. Die Ableitungen f’(x) und /”’(z) sind von O0 verschieden und behalten beide im gesamten 
Intervall [a, db] ein bestimmtes Vorzeichen bei. 


Aus der Stetigkeit von f(x) und der Bedingung 2 folgt, daß zwischen a und b eine Lösung £ 
der Gleichung (1) liegt (Nr. 80). Da f(x) das Vorzeichen beibehält (Bedingung 3), wächst oder 
fällt f(x) im Intervall [a, 5b] monoton und kann somit nur ein einziges Mal gleich 0 werden, d. h., 
die Lösung ist isoliert. Die Bedingung 3 besagt geometrisch, daß die Kurve von y = f(x) nicht 
nur in einer Richtung verläuft [/(x) ständig wächst oder ständig fällt], je nach dem Vorzeichen 
von f’(x) (vgl. Nr. 132), sondern daß f(x) überdies (streng) konvex von unten bzw. von oben ist, 
je nach dem Vorzeichen von f”(z) (vgl. Nr. 143). Abb. 82 zeigt die vier möglichen Fälle, die den 
verschiedenen Kombinationen der Vorzeichen von f’(x) und f(x) entsprechen. In der Algebra 
wird gezeigt, daß bei der Berechnung (reeller) Wurzeln algebraischer Gleichungen immer eine 
solche Sachlage geschaffen werden kann, daß die Bedingungen 1 bis 3 erfüllt sind. Sie schränken 
also in diesem Fall die Anwendbarkeit der zu entwickelnden Verfahren prinzipiell nicht ein. Dies 
kann man jedoch hinsichtlich transzendenter (d.h. nicht algebraischer) Gleichungen nicht 
sagen. In der Praxis sind‘jedoch unsere Einschränkungen wenig störend, da die oben formulier- 
ten Bedingungen in den meisten Fällen erfüllt sind. 


154. Die Regula falsi (Sehnenmethode). Ist das Intervall [a, d] hinreichend klein, so können 
wir mit einer gewissen Näherung annehmen, daß der Zuwachs von f(x) dem Zuwachs des Argu- 
ments proportional ist (Mittelwertsatz), wenn x in diesen Grenzen variiert. Bezeichnen wir die 
Nullstelle der Funktion mit £&, so gilt also insbesondere näherungsweise 


fd) — fa) _E—a 
ib) — fa) ba 
woraus wegen f{£) = 0 
Es a_ da: ll) 
f(b) — f(a) 
folgt. 
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Somit kann als Näherungswert der Nullstelle hier die Zahl 
(b — a) - f(a) 


ı6 = 4 — 


(2) 


f(b) — f(a) 
angenommen werden. Diesen Ausdruck kann man offenbar auch in der Gestalt 
(b — a) - f(b) 
2 =b — —— (2*) 
f(6) — (a) 


schreiben. Diese Regel zur Ermittlung eines Näherungswertes einer Nullstelle nennt man Regula 


falsi!). Sie gestattet eine einfache geometrische Deutung. Wir ersetzen den Bogen MM’ der 
Kurve (Abb. 82) durch die Sehne MM’. Deren Gleichung kann z.B. in der Form 


ta) - A-2 e -a (3) 


geschrieben werden. Unsere Regel beruht im Grunde darauf, daß an Stelle des Schnittpunktes A 
der Kurve mit der x-Achse der Schnittpunkt D dieser Sehne mit der x-Achse bestimmt wird. 
Tatsächlich erhält man, wenn man in (3) y = 0 setzt, für die Abszisse x, des Punktes D gerade 
den Ausdruck (2). Dementsprechend heißt dieses Näherungsverfahren auch Sehnenmethode 
(oder Sekantenmethode). 
Wir wollen jetzt die Lage des Punktes x, in bezug auf die Nullstelle & untersuchen. Es ist 
unmittelbar klar, daß x, zwischen a und b liegt; es bleibt zunächst noch offen, auf welcher Seite 
von & sich x, befindet. 
Da wir es in den Fällen a) und b) [bzw. c) und d)] mit einer von unten (von oben) konvexen 
Funktion zu tun haben, liegt die Kurve MM’ unterhalb (oberhalb) der Sehne MM’,d.h.,esgilt 
fe) Sta) + I @-0) (a<a<b). (4) 
(>) 
1) Diese Bezeichnung stammt daher, daß die Regel auf einer „falschen“ (d. h. nicht den Tat- 
sachen entsprechenden) Annahme beruht, nämlich der Annahme, daß die Zuwächse von 
Funktion und Argument einander proportional seien. 
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Abb. 83 


Setzen wir hier x = x,, so erhalten wir unmittelbar 


Ka) (Sy 9; 


so daß f(z,) stets das dem Vorzeichen von f(x) entgegengesetzte Vorzeichen hat. Hieraus können 
wir schließen, daß der Wert x, in den Fällen a) und b) zwischen a und £&, in den Fällen b) und c) 
dagegen zwischen & und D liegt. 

Wir beschränken uns auf die Fälle a) und d) und wenden unsere Regel nochmals an, und 
zwar jetzt auf das Intervall [x,, b]. Ersetzen wir in (2) den Wert a durch z,, so erhalten wir einen 
neuen Näherungswert für die Nullstelle £, 


ER ER (b — x) f(&ı) 
4b) — Ar) 


der nach dem soeben Bewiesenen zwischen x, und £ liegt. Dieses Verfahren kann beliebig oft 
wiederholt werden und liefert eine wachsende Folge von Näherungswerten: 


a<m<m< er <m <mi<er <E. 
Dabei sind je zwei aufeinanderfolgende Werte x, und x,,, durch die zu (2) analoge Formel 
_ (d Ee %,) ö x) 
/ (d) = / (7) 


(5) 


In+ı In 


verknüpft. 

Wir zeigen, daß mit wachsendem rn der Wert x, gegen € strebt. Da nämlich die Veränderliche 
x„ monoton wachsend und beschränkt ist (z. B. durch die Zahl £), muß sie gegen einen bestimm- 
ten endlichen Grenzwert & S & konvergieren. Gehen wir in Gleichung (5) zur Grenze über und 
benutzen dabei die Stetigkeit von f(x), so erhalten wir 


(b—a)-Io) _ 
6) — Yo) 
also /(&) = 0. Da es in [a, 5] außer & keine anderen Lösungen der Gleichung (1) gibt, ist x = £.!) 
Abb. 83 veranschaulicht die stufenweise Annäherung der Schnittpunkte D,, D,, ... der auf- 
einanderfolgenden Sehnen mit der x-Achse an den gesuchten Punkt A. 
Es ist leicht einzusehen, daß in den Fällen b) und c) die wiederholte Anwendung der Regel zu 
einer abnehmenden Folge von Näherungswerten 
b>un>n>. >> IinıD> DE 


führt, die von rechts gegen & streben. 


’ 


!) Die Konvergenz des Verfahrens läßt sich auch ohne die Voraussetzung über die zweite Ab- 
leitung beweisen; dann ist es aber nicht ausgeschlossen, daß die Punkte 7, von der einen 
Seite von E auf die andere überwechseln. 
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Somit kann man in allen Fällen die Nullstelle mit beliebiger Genauigkeit berechnen, wenn 
man die Regel hinreichend oft anwendet. Hierbei bleibt übrigens die Frage offen, wie man die 
Genauigkeit der berechneten Näherungswerte %,„ abschätzt. Um sie zu beantworten, wenden 
wir auf die Differenz f{x,) — /(&£) den Mittelwertsatz (Nr. 112) an: 

Ka) - Mein -H- fl) (KEsSc<sa,). 
Hieraus folgt 
_ fen) 

F(e) 

Bezeichnet man den kleinsten Wert von |f‘(x)| im betrachteten Intervall (den man ein für 
allemal im voraus berechnen kann) mit m, so erhält man 


u May)! 
lan —äIs Zr (6) 


un —E 


Somit liefert der Wert von /(x,) selbst eine Genauigkeitsschranke für die Güte der Approxi- 
mation. 
Nun betrachten wir ein Beispiel. Die Gleichung 


23 — 22° — de —- 7 =0 


besitzt eine Wurzel zwischen 3 und 4. Bezeichnen wir nämlich ihre linke Seite mit f(x), so er- 
halten wir 


/3)= -10<0, 4) =9>0. 
Wir wollen diese Wurzel bis auf 0,01 genau berechnen. Im Intervall [3, 4] behalten beide Ab- 


leitungen 
fa) = 322 — 4 —4, Plüa)=6r— 4 


ihr positives Vorzeichen bei (Fall a); der kleinste Wert der ersten ist m = 11. 
Wir haben also 


-3_ I) __3,10_ 
=3 Free Taler 534082... 


abgerundet x, = 3,52. Wegen (3,52) = —2,246592 ist nach Ungleichung (6) die geforderte 
Genauigkeit noch nicht erreicht. 
Wir setzen die Berechnung fort: 


x, = 3,52 — 0,48 - [(8,52) _ 3,52 PR NLERNEL — 3,52 + 0,09..., 
f{4) — (3,52) 11,246 592 


abgerundet x, = 3,61. Nun ist f(3,61) = —0,458319; benutzen wir Ungleichung (6), so stellen, 
wir fest, daß das Ziel immer noch nicht erreicht ist. Schließlich ist 


039 SE) _ 2, 4, ET _ 2 61 + 0,0188... 

f(4) — (3,61) 9,458319 

Aufgerundet ergibt dies x, = 3,63. Da wir „auf der Seite der Nullstelle‘“‘ aufgerundet haben, 
könnten wir damit die Nullstelle bereits überschritten haben. Daß dies nicht der Fall ist, zeigt 


f(3,63) = —0,041 653. Diesmal liefert uns Ungleichung (6) jedoch 


= 0,041... 
11 


%a = 3,61 = 


a3 -|3=-°—-% < 0,004. 


Somit ist 
3,630 < E< 3,634, £ = 3,63(+0,004). 


Auf dieses eine Beispiel wollen wir uns beschränken, da diese Sehnenmethode noch wenig 
zweckmäßig ist. Man zieht die Tangentenmethode, zu der wir jetzt übergehen, vor. 
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155. Die Newtonsche Regel (Tangentenmethode). Wir benutzen wieder die obigen Voraus- 
setzungen (Nr. 153) bezüglich der Funktion f(x). Die gesuchte Nullstelle & dieser Funktion sei 
isoliert im Intervall [a, 5]: « < &£< b. Wir gehen von einem der Endpunkte dieses Intervalls, 
beispielsweise von b, aus und schreiben die Taylorsche Formel mit dem Lagrangeschen Rest- 
glied an: 


= fe = MO +FO-E-D+ ZI E-D (E<e<d). 


Lassen wir das Restglied unberücksichtigt, so können wir näherungsweise 


f6) +) - (Ed) » 0 


setzen, woraus v. 
_f&) 
Erw 
rb) 
folgt. Auf diesem Wege gelangen wir zu einem Näherungswert der Nullstelle £, 
f(b) 
7b (8) 
6) 


Dieser Ausdruck läßt sich ebenfalls geometrisch veranschaulichen. Wir betrachten die im 
Punkt M’ mit der Abszisse b an die Kurve % = f(x) gelegte Tangente. Ihre Gleichung hat die 
Form 

y-Id)=Fl)-(«—b). 
Setzen wir hier y = 0, so finden wir die Abszisse des Schnittpunktes 7’ der Tangente mit der der 


x-Achse, also genau (8). Das Wesen der Sache besteht also darin, daß der Kurvenbogen MM 
näherungsweise durch die in einem der Endpunkte des Intervalls an die Kurve gelegte Tangente 
(vgl. Abb. 82) ersetzt wird. Dieses nach Nzwron!) benannte Verfahren wird daher auch Tan- 
gentenmethode genannt. 

Es erhebt sich jedoch die Frage, wo der nach Formel (8) erhaltene Wert x, liegt. 

Aus Abb. 82 ist ersichtlich, daß der Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse sogar außer- 
halb des betrachteten Intervalls liegen kann.:Wir beweisen nun folgendes: Hat der Wert f(b) 
das gleiche Vorzeichen wie f’’(x) [d. h. in den Fällen a) und d)], dann liegt x| zwischen & und b. 

Da f(b) und f’(b) gleiches Vorzeichen haben, folgt aus (8) unmittelbar, daßx| < b ist. Anderer- 
seits folgt aus (7) und (8) 

fl) _ _1 f”o 
-ul=£—b = ——. — b)2. 9 
En =f-b+.. 7 270) re =D) (9) 
In den betrachteten Fällen besitzt f”’(z) das gleiche Vorzeichen wie f’(x), folglich ist & < x]. Da- 
her gilt schließlich&< x! <b. 
Analog erhalten wir an Stelle von (8) dern Näherungswert 


f(a) 
u =a—-— —, * 
77 u: 

wenn wir vom Punkt a ausgehen und die Tangente im Endpunkt M (mit der Abszisse a) an die 
Kurve legen. Hinsichtlich des nach Formel (8*) errechneten Wertes kann man wie oben fol- 
gendes feststellen: Hat der Wert f(a) das gleiche Vorzeichen wie f’’(x) [d. h. in den Fällen b) und 
c)], so liegt x] zwischen a und £. 

Somit ist für jeden der vier möglichen Fälle gezeigt, von welchem Endpunkt aus eine erfolg- 
reiche Approximation der Nullstelle nach der Newtonschen Regel gewährleistet ist. 

Die wiederholte Anwendung dieser Regel liefert in den Fällen a) und d) eine fallende Folge 
von Werten: 


b>aui> >. >> uln> ">E, 


1) Isaac Newton, 1643—1727, englischer Mathematiker und Physiker. 
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in den Fällen b) und c) dagegen eine wachsende F olge von Werten: 
am <m<-<uji<uin<:er<e, 
wobei jeder Wert aus dem vorhergehenden nach der Formel 


’ ’ fx,) 
La+1 = In 7 F@i) (10) 


berechnet wird. 


Auch hier läßt sich leicht beweisen, daß x, gegen & strebt. Die monotone und beschränkte 
Veränderliche x} besitzt einen endlichen Grenzwert ß. Fehen wir in (10) zurGrenze über und be- 


rücksichtigen dabei die Stetigkeit der beiden Funktionen f(x) und f(x), so finden wir KB 
= 0, also ff) =0 und =E£. f(8) 


Abb. 84 


Abb. 84 veranschaulicht die Annäherung der Schnittpunkte 7,, T,, ... der aufeinander- 
folgenden Tangenten mit der x-Achse an den Punkt A. 

Somit gestattet auch die Newtonsche Regel durch wiederholte Anwendung, die Nullstelle £ 
mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. Dabei läßt sich die Genauigkeit der bereits berech- 
neten Näherungswerte wie oben nach Formel (6) abschätzen. 

Um die Geschwindigkeit zu charakterisieren, mit der die Differenzen x, — & abnehmen, keh- 
ren:wir zur Formel (9) zurück. Darin ersetzen wir b und x/ und x] durch 27 ,:: 


EEE LO RER 
u 


Bezeichnet man den größten Wert von |/”’(z)| in dem gegebenen Intervall [a, 5] mit M [und mit m 
wieder den kleinsten Wert von |/’(z)|}, so erhält man hieraus 


en - Sl ER. (11) 
2m 
Da auf der rechten Seite ein Quadrat steht, ist eine äußerst schnelle Annäherung von x} an & 
(wenigstens von einer bestimmten Stelle an) gewährleistet, wodurch die Tangentenmethode 
eines’der wirkungsvollsten Verfahren zur näherungsweisen Berechnung von Nullstellen wird. 
Die Ungleichung (11) leistet noch etwas mehr. Wenn die Genauigkeit eines berechneten 
Wertes x} bereits abgeschätzt ist, z. B. mit Hilfe der Ungleichung (6), so gestattet die Un- 
gleichung (11), die Genauigkeit des noch nicht berechneten Wertes x,;ı abzuschätzen. Dies 
erweist sich als nützlich, wenn man wissen will, ob man zweckmäßigerweise abrundet oder auf- 
rundet. 


Wir wenden uns jetzt Beispielen zu. Ihre Lösung setzt die Anwendung aller zur Verfügung 
stehenden Rechenhilfsmittel voraus. 
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156. Beispiele undÜbungen. Hier werden wir ausschließlich die Tangentenmethode benutzen. 
1. Die Wurzel der Gleichung 
 — 220° — 4 — 7=0 


ist bis auf 0,01 genau zu berechnen. Als bekannt wird vorausgesetzt, daß sie im Intervall (3, 4) 
enthalten ist (vgl. Nr. 154). Es ist 


fa) =? — 22° — 4x —T, 3) = —-10<0, /4)=+9>0, 
fa) = 32? —- 4. —-4>0, Pia)=6r—-4>0 (für3ses4) 


[Fall a)]. Der kleinste Wert von |f’(xz)| ist m = 11. 
Wir gehen von dem Endpunkt des Intervalls b = 4 aus, für den das Vorzeichen von f(x) 
mit dem von f’’(x) übereinstimmt. Nach (8) ist 


2 1 0 
aufgerundet «/ = 4 — 0,3 = 3,7. Da f(z1) = f(3,7) = 1,473 ist, gilt nach Ungleichung (6) 
mn —E< — < 0,14, d. h., die erreichte Genauigkeit genügt noch nicht. 
Weiter erhalten wir 
or NL 37 -- ZE 37-0068 ...; 


f(8,7) 92,27 


wir setzen 23 = 3,7 — 0,066 = 3,634. Jetzt ist f(z,) = f(3,634) = 0,042 ..., also nach (6) 
2 —E< = < 0,004. Daher ist 3,630 < &< 3,634 und & = 3,63 mit der geforderten 


Genauigkeit. (Dieses Resultat haben wir in Nr. 154 nach der Regula falsi erst in drei Schritten 
erhalten.) 


2. Als zweites Beispiel wollen wir die Gleichung 
xz-lgr=1 
lösen. 
Wir benutzen dieses Beispiel, um dem Leser zu erläutern, wie man die graphische Darstellung 
einer Funktion zur vorläufigen Orientierung über die Lage der Wurzeln der Gleichung benutzen 


kann. 
Der Wert x, der die Gleichung 


' 1 
0gr = — 
X 


erfüllt, ist offenbar die Abszisse des Schnittpunktes der Kurven 
y=lgx und y= Zi, 
x 


Schon die recht grobe Darstellung dieser Kurven (Abb. 85) läßt erkennen, daß die gesuchte 
Wurzel zwischen 2 und 3 liegt. Das folgt leicht, wenn wir f{x) = x: logx — 1 setzen; dann ist 


f2) = -0,39793....<0, #3) = 0,43136 ...> 0. 


Wir berechnen diese Wurzel auf 0,0001 genau. 
Offenbar ist für 2 sx s3 


I(&) = logxe +loge>0, (a) = log e > 0 
x 


[Fall a)]; wir können m = 0,7 setzen. 
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Da /(3) das gleiche Vorzeichen wie f(x) besitzt, ergibt sich nach Formel (8) 


‚ f(3) 0,43136 ... 
i (3) Guitar. > lid 


Wir setzen x«] = 3 — 0,47 = 2,53. Dann gilt f(x)) = f(2,53) = 0,019894, so daß wir 2] — E 
< NALEN, < 0,03 erhalten. Weiter ist 


3 


2 = 2,53 -- (2,53) — 2,53 _ 901989... 
f'(2,53) 0,83741 ... 
Wir wählen 2, = 2,53 — 0,0237 = 2,5063. Gemäß Ungleichung (6) schätzen wir den Fehler ab: 
/(2,5063) = 0,000096 ..., 
2 6 < 20 — 0,0002, 
0,7 
also 2,5061 < & < 2,5063. In diesem Fall haben wir bereits mit der geforderten Genauigkeit 
& = 2,5062 + 0,0001. 


In Wirklichkeit übertrifft der Näherungswert 2,5062 den Wert für & etwas, da (2,5062) > 0 
ist. 


= 2,53 — 0,02375 ... 


Abb. 85 


3. Wir kehren zu der Gleichung 
27 — 4r 


zurück, von der bereits in Nr. 81 die Rede war. Wir haben dort gesehen, daß eine Wurzel dieser 
Gleichung zwischen 0 und 0,5 liegt. Das läßt sich auch mit Hilfe der graphischen Darstellungen 
der Funktionen y = 2° und y = 4 leicht ermitteln; aus Abb. 86 ist klar ersichtlich, daß sich 
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diese Kurven außer im Punkt mit der Abszisse 4 noch in einem Punkt mit der Abszisse € zwi- 
schen 0 und 0,5 schneiden. Wir wollen diese Wurzel bis auf 0,00001 genau berechnen. 
Für0ö szrs 0,5 erhalten wir 


fx) =2° —-4, fla)=2°-n2—-4<0, f’k) = 2°-m2>0 
M 
[Fall b)]. Hier st m=4—- P2ln2>3, M=Rlm2< 0,7, 5, < 912. Da /(0) = 1 das 


gleiche Vorzeichen wie f”’(x) besitzt, beginnen wir mit a = 0; nach (6) ist der Fehler dieses 


Näherungswertes kleiner als — dann läßt sich aber auf Grund von (11) der Fehler im voraus 


folgendermaßen abschätzen: 
&E—21<0,12- — < 0,014. 


Daher runden wir den nach (8*) berechneten Wert 
1 1 
’ 


u = —— = — 0,890... 
In2—4 3,306852... 


auf zwei Dezimalstellen ab: x] = 0,30. Wir benutzen den Wert f(0,30) = 0,031144 und schät- 
zen nach Ungleichung (6) den Fehler genauer ab: 


0,031144 .. 


E—- n< -< 0,011; 


dann ergibt sich nach (11) 
&E— 2, < 0,12 - 0,000121 < 0,000015, 


so daß wir uns der geforderten Genauigkeit nähern. 


Die folgende Näherung 
ee er a LE ee. 
0,8533643 ... — 4 3,1466356 ... 


runden wir „auf der Seite der Wurzel‘ auf fünf Stellen auf: x} = 0,30990. Wegen (0,309 90) 
= 0,000021 ...> 0 ist dieser Wert trotzdem kleiner als die Wurzel. Sein Fehler beträgt aber 
auf Grund von (6) in Wirklichkeit 


0,000022 


2 < 0,00001, 


e—n< 
so daß wir schließlich 

€ = 0,30990(-+0,00001) 
erhalten. 


4. Die Gleichung 


ttnz=x 


hat unendlich viele Wurzeln. Dies läßt sich sofort der Abb. 87 entnehmen, da unendlich viele 
Schnittpunkte der Tangenskurve y = tan x mit der Geraden y = x vorkommen. Wir stellen 
uns die Aufgabe, die kleinste positive Wurzel dieser Gleichung zu berechnen; sie liegt zwischen 
Sr IT 
— und —. 
4 2 9 

Da der Tangens für x = > den Wert oo annimmt, schreiben wir die vorgegebene Gleichung 


in eine geeignete Form um: 


fa) =sine —-z.csr=(. 
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Abb. 87 
Wir haben dann 
5re y2 Br Ir 
run —n — (mei 1 Cie ren PRAG m— * 


f(e)=x-sinz<0, m > 2,7; F(e)=snze +xr-cosr<0O 


[Fall d)]. Sr 
Wir beginnen mit b = u 4,7123889 ... und erhalten 


2? = 3E_ 2 — 4,1123889 ... — 0,2122066 ... 


2 It 


Hier zeigt sich folgendes: In den (älteren) Tafeln der trigonometrischen Größen (und ihrer 
Logarithmen) sind die Winkel in Graden, Minuten und Sekunden angegeben. Daher müssen wir 
die Rundung des Korrekturgliedes 0,2122066 auf diese Einheit umrechnen. Wir nehmen dafür 
12° 10’, was der etwas größeren Zahl 0,21223484 ... entspricht (Rundung auf der Seite der 
Wurzel), so daß wir 


x! = 4,5000406 ... (257° 50‘) 
erhalten. Ferner ist 
f{z!) = —cos 12° 10’ + 4,5000406 ... - sin 12° 10’ = —0,0291274 ..., 
Pal) = —4,398%62..; m —E< < 0,012. 
Im zweiten Schritt ergibt sich 
0,0291274 ... 
4,398962 ... 
wir runden das Korrekturglied auf: 0,0066177 ... (22° 45”) und nehmen 
x, = 4,4934229 ... (257° 27’ 15). 


Da f(x!) = —0,000059 ... ist, gilt 
0,00006 
2, 


x; = 4,5000406 ... — — 4,5000406 ... — 0,0066215 ...; 


2 —$< < 0,0000223. 


Somit ist 4,4934006 ... < &£< 4,4934229 ..., und wir können & = 4,4934(+-0,00003) setzen. 
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5. Die Leistungsfähigkeit der Newtonschen Methode zeigt sich besonders dann, wenn das 
Intervall, das die Wurzel enthält, hinreichend klein ist. Zum Abschluß berechnen wir die Wurzel 


1 
der Gleichung «=? — 22 — 5 = 0 mit großer Genauigkeit, und zwar bis auf 1010 genau, wobei 
wir vom Intervall (2; 2,1) ausgehen, in dem diese Wurzel liegt. 

Hier ist 
fe) =? +22 —5, (= —-1<O, f2,1) = 0,061 > 0, 
Pla) = 3? —2>0, Fiea)=-6r>0 (ür2srs2jl) 


M 
[Fall a)]. Man findet leicht m = 10, M < 12,6, so daß sn < 0,63 gilt. 


0,061 
Wir beginnen mit b = 2,1. Nach Formel (6) erhalten wirb —E< ErE — 0,0061. Unter 


Benutzung von Ungleichung (11) können wir nun im voraus ermitteln, welche Genauigkeit wir 
von x, erwarten dürfen: 2] — £< 0,63 - 0,0061? < 0,000024. Daher runden wir die Zahl 


= 21— 2,1) =2,1= BALL = 
f’(2,1) 11,23 
„auf der Seite der Wurzel‘ auf fünf Stellen: 2) = 2,1 — 0,00544 = 2,09456. Da 
f{z]) = f(2,09456) = 0,000095078 690 816 
ist, läßt sich jetzt nach Formel (6) der Fehler genauer abschätzen: 


me — < 0,00001. 
Wir gehen zu x, über und ziehen (11) nochmals heran; wir berechnen im voraus 
22 — € < 0,63 - 0,00001? = 0,000000000063. 

Daher unterscheidet sich die Zahl 
0,000095078 690816 
11,1615447808 
die auf elf Stellen gerundet ist und somit x) = 2,09456 — 0,00000851841 = 2,09455148159 

beträgt, von der gesuchten Wurzel um weniger als 0,000000 00007. Also gilt 
2,09455148152 < &< 2,09455148159, 
d.h.£E= 2,0945514815 (+ ns) A 


157. Die kombinierte Methode. Diese Methode besteht in der gleichzeitigen Anwendung der 
Tangentenmethode und der Sehnenmethode. | 
Der Einfachheit halber betrachten wir Fall a). Die Näherungswerte x, und x, berechnen wir 
wie oben mit Hilfe der Formeln (2) und (8): 
B-a).f) „_,._1d 
Tr u u re 
(6) — fa) Fb) 


Dann ist nach dem Bewiesenen 


2,1 — 0,00543 ... 


21 -E< 


x, = 2,09456 — = 2,09456 — 0,000008518416 ..., 


tt, =qa 


a<mıy <i<ui<b. 
Für den folgenden Schritt jedoch ersetzen wir jetzt in diesen Formeln «a und b durch x, und az: 


FR (2 — 2%) fa) Bl cn Kz}) 

May) — Mar) Fey) 
Dieses Verfahren läßt sich unbegrenzt fortsetzen. Haben wir Näherungswerte x, und x), er- 
halten, zwischen denen die Wurzel £ liegt, so gehen wir zu dem folgenden Paar von Näherungs- 


rn 
— 


.} 
i 


1 
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werten über, und zwar nach den Formeln 


(x, u %,) z f(x.) ' Re ft, 


’ ı = eng 
fen) — Ian) plan) 
Die zweite ist identisch mit (10); die erste dagegen unterscheidet sich dadurch wesentlich von 
(5), daß hier der Punkt b durch den Punkt x), ersetzt ist, der immer näher an E heranrückt. 
Schreiben wir die Ungleichung (4) für unseren Fall in der Form 


Lnr+ı 7 In 7 


—a = b—-a 
(2) — gla) 6) — fla) 


und setzen darina=x, und 2 = x,, so ist leicht zusehen, daß das erwähnte Ersetzen von b 
durch x, nur zu einer schnelleren Approximation von x, an die gesuchte Wurzel führt (geometrisch 
ist dies offensichtlich!). 

Somit approximieren wir bei der kombinierten Methode die Wurzel gleichzeitig von unten 
und von oben; die Näherungswerte streben von verschiedenen Seiten gegen diese. In den Fällen 
a) und d) strebt x, von links gegen & und x, von rechts; in den Fällen b) und c) dagegen ist es 
offenbar umgekehrt. Die Größe x/ — x, gibt unmittelbar eine Abschätzung für die Güte der 
erreichten Näherung, und darin liegt der Vorteil der kombinierten Methode. Ihre Anwendung 
erläutern wir durch Beispiele. 


158. Beispiele und Übungen. Hier soll nur die kombinierte Methode benutzt werden. 
1. Man bestimme die drei reellen Wurzeln der Gleichung 


fx) = 2° — 2? - 17c+5=0, 


und zwar bis auf 0,001 genau. 
Durch eine einfache Zeichnung der Kurve von y = /(x) finden wir die Intervalle, in denen 
diese Wurzeln liegen: 


<< —l, <<], 1<&<.2. 
Dies überprüft man leicht an Hand der Vorzeichenwechsel der Funktion. 
(a) Im Intervall [—2, —1] gilt 
Pix) = 62? — 2: — 7>0, P(z) = 122: —2<0O 


[Fall c)]. Wegen f(—2) = —1<0, f{-1)=9> 0 muß man die Newtonsche Regel auf den 
linken Endpunkt des Intervalls anwenden. Es ist ’(—2) = 21 und 


ij 9 


1=-2-—=-102., 1-1 = —19. 


9 — (—1) 
Runden wir den Wert x ab, so erhalten wir —1,96 < 5}. Runden wir ihn jedoch (auf der Seite 
der Wurzel) auf, so erhalten wir —1,95. Nun ist aber f{—1,95) = 0,01775 > 0, d. h., in diesem 
Fall haben wir die Wurzel überschritten. Das ist vorteilhaft, da man das Intervall verkleinern 
kann, in dem die Wurzel liegt. Wir lassen den obigen Wert x, unberücksichtigt und setzen 
2 = —1,96, x, = —1,95. Ferner ist 


f(-1,96) = —0,180672, (1,96) = 19,9696, 


x, = —19 + DLALLER —: —1,96 + 0,00904 ... = —1,9509 ..., 


19,9696 


_ __901.0,01775 _ _ _4 95 — 0,00089 ... = —1,95089 ... 
0,01775 + 0,180672 


Id = —1,95 
Da &, zwischen diesen Grenzen liegen muß, gilt 
&, = —1,9509(+0,0001) 


(so daß die geforderte Genauigkeit sogar mehr als erreicht ist). 
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(b) Im Intervall [0, 1] bleibt die erste Ableitung f(x) negativ, während die zweite Ableitung 


im Punkt x = — ‚ wo sie gleich 0 wird, ihr Vorzeichen ändert. Das zwingt uns, das Intervall 


weiter zu verkleinern. 

Wenn wir es mit dem Wert x = 0,5 versuchen, erhalten wir (0,5) = 1,5 < 0.Da fl) = —1 
< 0 ist, muß £&, im Innern des Intervalls [0,5; 1] liegen, wo /”’(z) positiv bleibt [Fall b)]. Auch 
hier wenden wir die Newtonsche Regel auf den linken Endpunkt an. Es folgt 

1,5 0,5 
= 05+ 65 — 0,7307 » 0,74, zu =1- 25 —= 0,80. 
Rundet man x] auf der Seite der Wurzel, so wird die Wurzel nicht überschritten, da /(0,74) 
— 0,082848 > 0 ist. 
Schließlich ist 


0.082848 _ 55... 2, 0,80 „01296 
5,1944 0,298848 


so daß 0,755 ....< &, < 0,756 ... gilt. Demnach ist 
&, = 0,756(-+0,001). 


(c) Im Intervall [1, 2] bleibt die zweite Ableitung positiv, während die erste Ableitung ihr 
Vorzeichen in 


xt = 0,74 + = 0,756 ..., 


wo sie gleich 0 wird, ändert. 
Wir versuchen es mit dem Wert 1,5: Es ist f(1,5) = —1, während f{2) = 3 ist, so daß 
1,5 < &;, < 2 gilt. Die Ableitung f’(x) bleibt in diesem Intervall positiv [Fall a)]. Es gilt 


n=1ö4+on 1,6, ae 1.7. 


13 
Die Wurzel wird auch hier nicht übersprungen, da f(1,7) = 0,036 ist. 
Somit ist 
0,0568 
= 1,6 + — = 1,6 + 0,094 ... = 1,694 ..., 
x, Ei 0,604 + 0,09 1,694 
; 0,036 


al = 1,7 — Z=— = 1,7 — 0,005 ... = 1,69 ..., 
. 6,94 “ 


also &, = 1,694(+-0,001). 


Bemerkung. Da nach dem Vietaschen Wurzelsatz die Summe der Wurzeln gleich 0,5 sein 
muß, kann dies zur Nachprüfung benutzt werden. 


2. Die Gleichung f(x) = «* — 3x2? + 752 — 10000 = 0 besi.zt zwei reelle Wurzeln: eine 
zwischen —11 und —10, die andere zwischen 9 und 10. Man beiechne sie auf 0,00001 genau. 


(a) Im Intervall [—-11, —10] gilt 
f(&) = 4 — 62 + 75 <0, P(&) = 12x? —-6>0 
[Fall b)]. Wir erhalten 
3453 


a u —i —11 — —10, ... en T 
, + 5153 3... —103, 
1050 
I, == —10 — m —10,2 ... m [) 
1 1508 3... —10,2 


Im ersten Fall rundeten wir auf der Seite der Wurzel, haben sie jedoch nicht übersprungen. 
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Ferner ist 


= —10,3 + Foren = —10,262 ...» —10,262, 
25,27984 
417,1165 
(hier trifft dasselbe zu). Und schließlich ist 
4,334569118736 _ 
4186,137218912 
= —10,2609645 ..., 
0,00807038048 
8,369759358736 
= —10,2609642 ..., 


also &, = —10,260964(—0,000001) (sogar mit größerer Genauigkeit als gefordert). 
(b) Im Intervall [9, 10] gilt (x) > 0 und f(x) > 0 [Fall &a)]. Hier ist 


x, = 10,2 — — 10,260 ... 3 —10,260 


23 = —10,262 + — 10,262 + 0,0010354 ... 


%, = —10,260 — — 10,260 — 0,0009642 ... 


3007 
= — 9 0,869 re; 9,87 
zı =9I+ 3487 + 
(auf der Seite der Wurzel), 
450 
. = FE UEREREEREENE. ) Saeoen 10 ai 0,112 ... 9,89; 
u: = 
1,2389658878 I 
= nn = 9,87 0,01599 ...= 9,83599 ...;: 
2 = STH 7 7689008 T 
x’ = 9,89 — 15,520606 4 = 9,89 — 0,003993 ... = 9,886006 ..., 
z 3885,106676 


also &, = 9,88600(+40,00001). 
3. Wir betrachten die Gleichung 
f&) = zsinz —0,5=0. 
Stellen wir die Funktionen y = sinzundy= = graphisch dar (Abb. 88), so sehen wir, daß sie 


sich in endlich vielen Punkten schneiden, so daß unsere Gleichung unendlich viele Wurzeln 
besitzt. Aus der Zeichnung ist aber auch ersichtlich, daß die kleinste positive Wurzel € in der 
Nähe von 0,7 liegt. Wir wollen sie auf 0,000001 genau berechnen. 


IT gs 
x 
0 1 2 3 


Abb. 88 
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(Hier ist die Bemerkung zu Aufgabe 4 in Nr. 156 über das Runden in Teilen eines Grades zu 
berücksichtigen.) 

Setzen wir die Werte a = 0,6981317...(40°) und b = 0,7853982...(45°) in die Funktions- 
gleichung ein, so erhalten wir im ersten Fall einen negativen Wert, im zweiten einen positiven. 
Also gilta < £< b. Beide Ableitungen f’(x) und f”’(z) sind in diesem Intervall positiv[Falla)]. 

Das Schema der Berechnung lautet 


x, = 0,6981317.... + 0,0419512...., 
x! = 0,7853982 ... — 0,0438510 ...; 


die erste Korrektur ‚‚runden‘“ wir auf 0,0418879... (2° 24’) und die zweite auf 0,0439231.... 
(2° 31’), so daß wir schließlich 


x, = 0,7400196 ... (42° 24°), x] = 0,7414741 ... (42° 29°) 
erhalten. Ferner ist 
%, = 0,7400196 ... + 0,0008211 ... = 0,7408407 ..., 
x, = 0,7414741... — 0,0006329 ... = 0,7408412..., 
und hieraus erhalten wir mit der geforderten Genauigkeit £ = 0,740841(+0,0000005). 
4. Zum Schluß untersuchen wir die Gleichung 
Kı)=t—- cc —-1=0. 


Wir haben in Nr. 81 gesehen, daß sie eine Wurzel zwischen @ = 1,22 und b = 1,23 hat. Man 
untersuche, welche Genauigkeit bei der Bestimmung dieser Wurzel in zwei Schritten der kom- 
binierten Methode erreicht wird. Das Rechenschema lautet: 

0,000 046 6544 


0,06353115 
nt 1,2 ET _ , young... 1,2209; 
6,443 468 


0,000. 000055 337 605983 98 
0,001255538012096 


0,000978849982 1761 
6,279478 581316 


und somit ist £ = 1,2207441(+0,0000001). 


% =1,22 + = 1,22073 ... u 1,2207, 


x, =: 1,2207 + — 1,22074407 ..., 


x’ = 1,2209 — — 1,2207441 ..., 


V. Funktionen mehrerer Veränderlicher 


$1. Grundbegriffe 


159. Funktionale Abhängigkeit zwischen Veränderlichen. Beispiele. Bisher haben wir 
die gemeinsame Veränderung zweier Veränderlicher betrachtet, von denen die eine 
von der anderen abhing: Durch den Wert der unabhängigen Veränderlichen war der 
Wert der abhängigen Veränderlichen oder der Funktion bestimmt. In der Wissen- 
schaft und im Leben kommen jedoch viel öfter Fälle vor, in denen mehrere unab- 
hängige Veränderliche auftreten und es zur Bestimmung des Wertes der Funktion 
unerläßlich ist, vorher die Werte anzugeben, die alle diese unabhängigen Veränder- 
lichen annehmen. 


1. So ist z. B. das Volumen V eines Kreiszylinders eine Funktion des Radius R 
seiner Grundfläche und seiner Höhe H; die Abhängigkeit zwischen diesen Veränder- 
lichen wird durch die Formel 


V=xrR’H 


ausgedrückt, aus der wir, wenn wir die Werte der unabhängigen Veränderlichen R 
und HZ kennen, den entsprechenden Wert von V bestimmen können. 

Das Volumen V eines Kegelstumpfs ist offenbar eine Funktion von drei unab- 
hängigen Veränderlichen, und zwar eine Funktion der Radien R und r der Grund- 
bzw. Deckfläche und der Höhe ZH; diese Abhängigkeit wird durch die Formel 


V- TR + Rr+n) 


ausgedrückt. 

2. Nach dem Ohmschen Gesetz hängt die Spannung U in einem elektrischen Strom- 
kreis mit dem Widerstand R und der Stromstärke I] durch U = R.J zusammen. 
Wenn U und R gegeben sind, so kann man J als Funktion von U und Z bestimmen: 

U 
= u 

3. Die Temperatur einer Gasmenge, die sich in einem Kolbenzylinder befindet, sei 
nicht konstant; dann hängen das Volumen V und der Druck p eines Gasmols mit 
seiner (absoluten) Temperatur 7’ nach der Clapeyronschen Formel 


»V =RT (R= const) 
zusammen. Nimmt man V und T als unabhängige Veränderliche, so kann man hier- 


aus p durch 
RT 


az 


ausdrücken. 
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4. Untersucht man den physikalischen Zustand eines Körpers, so findet man oft, 
daß sich seine Eigenschaften von Punkt zu Punkt ändern, beispielsweise die Dichte, 
die Temperatur, das elektrische Potential usw. Alle diese Größen sind ‚„Punktfunk- 
tionen‘ oder, wenn man will, Funktionen der Koordinaten x, %, 2 des Punktes. 
Ändert sich der physikalische Zustand des Körpers mit der Zeit, so kommt zu diesen 
unabhängigen Veränderlichen auch noch die Zeit ti hinzu. In diesem Fall haben wir es 
mit einer Funktion von vier unabhängigen Veränderlichen zu tun. 

Die Zahl dieser Beispiele kann der Leser selbst beliebig vergrößern. 

Um den Begriff der Funktion im Fall mehrerer unabhängiger Veränderlicher zu 
präzisieren, beginnen wir mit dem einfachsten Fall, dem zweier Veränderlicher. 


160. Funktionen zweier Veränderlicher und ihr Definitionsbereich. Ist von der Ände- 
rung zweier unabhängiger Veränderlicher x und y die Rede, so muß stets angegeben 
werden, welche Paare (x,y) von Werten sie annehmen können; die Menge M dieser 
Paare wird der Wertebereich der Veränderlichen x, y genannt. 

Der Begriff der Funktion wird in denselben Worten definiert wie im Fall einer ein- 
zigen unabhängigen Veränderlichen: 

Die Veränderliche z (mit dem Wertebereich oder Wertevorrat £) wird Funktion 
der unabhängigen Veränderlichen x und y in (auch auf) der Menge X genannt, wenn 
jedem Wertepaar (x, y) aus A nach einer bestimmten Vorschrift ein bestimmter 
Wert z (aus #) zugeordnet ist. 

Hier handelt es sich um eine eindeutige Funktion; die Definition läßt sich jedoch 
leicht auf den Fall mehrdeutiger Funktionen verallgemeinern. 

Die Menge M ist der Definitionsbereich der Funktion. Die Veränderlichen x und y 
werden die Argumente der Funktion 2 genannt. Die funktionale Abhängigkeit zwi- 
schen z einerseits und x und y andererseits wird wie im Fall einer einzigen unabhän- 
gigen Veränderlichen bezeichnet: 


:=fw,y), =), 2=2(0,y) usw. 


Gehört dasPaar (z,,%0) zu M, so bezeichnet f(x,,%,) den speziellen (Zahlen-) Wert, den 
die Funktion f(x, y) für x = x, und y = y, annimmt. 


Wir führen einige Beispiele für Funktionen an, die analytisch, d. h. durch Formeln, gegeben 
sind, wobei wir auch ihren Definitionsbereich angeben. Die Formeln 


z= xy (a) 
und 

=.’ 4+y? (b) 
definieren die Funktionen für alle Paare (x, y) ohne Ausnahme. Die Formeln 

= j1— 2 — 2 (c) 
und " 

1 
A — (d) 
yıi- ?— 


dagegen gelten (wenn wir uns auf endliche reelle z-Werte beschränken) nur für diejenigen Paare 
(z, y), die der Ungleichung 


"+ysi bw @2+2<1 
genügen. 
Durch die Formel 


BE 
z = arcsin = + arcsin z (e) 
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wird die Funktion z für alle diejenigen Werte von x und y definiert, die einzeln den Unglei- 
chungen 


-aSı=Sa, —bsysb 
genügen. 
In allen diesen Fällen gaben wir den umfassendsten (natürlichen, Nr. 46, Punkt 2) Gültig- 
keitsbereich der Formeln an. 
Wir betrachten jetzt ein Beispiel. 
Die Seiten eines Dreiecks mögen sich beliebig ändern, jedoch soll der Umfang konstant gleich 
2p sein. Bezeichnet man die Länge von zwei der Seiten mit x bzw. y, so hat die dritte Seite die 


Länge 2p — x — y; das Dreieck ist durch die Seiten x und y vollständig bestimmt. Wie hängt 
nun der Flächeninhalt z des Dreiecks von ihnen ab? 


Nach der Heronschen Formel gilt für diesen Flächeninhalt 
= ep -)P—-YW)@+y-p). (#) 


Was den Definitionsbereich M dieser Funktion betrifft, so wird er dieses Mal durch das kon- 
krete Problem, das auf die Funktion führte, eingeengt. Da die Länge jeder Dreieckseite positiv 
und kleiner als der halbe Umfang ist, müssen die Ungleichungen 


0<2e<p, 0<y<p, zH+y>» 
gelten; damit ist das Gebiet M bestimmt.!) 


Während also für Funktionen einer Veränderlichen der übliche Wertebereich des 
Arguments ein (endliches oder unendliches) Intervall ist, kommen bei Funktionen 
zweier Veränderlicher sehr verschiedenartige und komplizierte (natürliche) Werte- 
bereiche der Argumente vor. 

Die Untersuchung solcher Bereiche wird durch ihre geometrische Interpretation 
beträchtlich erleichtert. Wählen wir in der Ebene zwei zueinander senkrechte Achsen 
und tragen auf ihnen wie üblich die Werte x und y ab, so ist bekanntlich jedem Paar 
(x, y) eindeutig ein Punkt in der Ebene zugeordnet, der diese Werte als Koordinaten 
hat, und umgekehrt. 

Daher ist es zur Charakterisierung der Menge der Paare (x, y), für die die Funktion 
definiert ist, am einfachsten, anzugeben, welche Figur in der x, y-Ebene von den ent- 
sprechenden Punkten ausgefüllt ist. 


Y 
VE ZOVTHIEEER 


> 


Abb. 89 Abb. 90 Abb. 91 


Man sagt, die Funktionen (a) und (b) seien in der ganzen Ebene, die Funktionen (c) und (d) 
in einem abgeschlossenen Kreis (da der Rand dazugehört) bzw. in einem offenen Kreis (ohne 
Rand) (Abb. 89) definiert; die Funktion (e) ist in einem Rechteck (Abb. 90), die Funktion (f) 
schließlich in einem offenen Dreieck (Abb. 91) definiert. 


!) Unabhängig davon, daß der Ausdruck für die Funktion auch in einem srößeren Gebiet sinn- 
voll ist, z. B. in dem Bereich, für den gleichzeitig x > p, y > p st. 


91 Fichtenholz I 
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Diese geometrische Interpretation ist so bequem, daß man meist die Zahlenpaare 
(x, y) selbst als ‚Punkte‘ und die Menge dieser Punkte, die eine bestimmte geome- 
trische Figur bildet, mit dem Namen dieser Figur bezeichnet. So ist die Menge der 
„Punkte“ oder Paare (x, y), die den Ungleichungen 


asısb, cSysd 


genügen, ein „Rechteck“ (Rechteckfläche mit Rand), dessen Ausmaße gleich 5b — a 
bzw. d — c sind. Wir bezeichnen es mit [a, b; c, d], ähnlich wie ein Intervall. Die 
Menge der ‚Punkte‘ oder Paare (x, y), die der Ungleichung 


co’? +y—-Prsr 
genügen, ist ein Kreis (Kreisfläche einschließlich der Peripherie) mit dem Radius r 
und dem Mittelpunkt (x, ß), usw. 

Ähnlich wie eine Funktion y = f(x) durch eine Kurve (Nr. 47) geometrisch dar- 
gestellt wird, läßt sich auch die Gleichung z = (x, y) geometrisch deuten. Wir nehmen 
im Raum ein rechtwinkliges x, y, 2-Koordinatensystem an; in der x, y-Ebene stellen 
wir den Wertebereich # der Veränderlichen x und y dar, und schließlich errichten wir 
in jedem Punkt M(x,y) dieses Bereichs eine Senkrechte auf der x, y-Ebene und tragen 
hierauf den Wert 2 = f(x, y) ab. Der geometrische Ort dieser so erhaltenen Punkte 
ist die räumliche Darstellung der Funktion. Das ist im allgemeinen eine Fläche (im 
üblichen anschaulichen Sinne); die Beziehung 2 = f(x, y) wird dann die Gleichung der 


Fläche genannt. 
Als Beispiele sind in Abb. 92, 93 und 94 die Funktionen 


z=y, 2=ÜaH+y, = 1 2 —y% 


bildlich dargestellt. Die erste ist ein hyperbolisches Paraboloid, die zweite ein Ro- 
tationsparabolotrd und die dritte eine Halbkugel. 

Zum Schluß weisen wir noch darauf hin, daß man auch eine Veränderliche x... be- 
trachten kann, deren Werte mit zwei natürlichen Indizes m und n numeriert sind 
(jeder von ihnen durchläuft unabhängig vom anderen die Folge der natürlichen Zah- 


Abb. 92 
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Abb. 93 Abb. 94 


len). Solche Veränderliche sind in gewissem Sinn eine Verallgemeinerung einer dis- 
kreten Veränderlichen. 
Als Beispiele mögen 


(m + n)! 1 _ (m+1)-n 


Im.n 7 n = ——_———n_ x Fe SEE EEE ASEEEREEER 
m ! r MN m2 + n?’ Mn m-(n-+1) 


dienen. 

Im Grunde müßte man hier die Indizes m und n als unabhängige Veränderliche 
ansehen und die Veränderliche x,,,, als Funktion von ihnen. In diesem Fall wird der 
Wertebereich der unabhängigen Veränderlichen m, n, also der Definitionsbereich der 
„Funktion“ z,,,, geometrisch durch die „Gitterpunkte“ im ersten Quadranten dar- 
gestellt. 


161. Der arithmetische n-dimensionale Raum. Wir gehen nun zu Funktionen von n 
unabhängigen Veränderlichen (n > 3) über und wollen uns zumächst mit den Sy- 
stemen der Werte dieser Veränderlichen befassen. 

Im Falln = 3 kann ein solches System (x, y,z) dreier Zahlen, wie ohne weiteres 
klar ist, noch anschaulich-geometrisch gedeutet werden, und zwar als Punkt des 
Raumes, und die Menge dieser Tripel als Teil des Raumes oder geometrischer Körper. 
Für n > 3 besteht diese Möglichkeit der unmittelbaren anschaulich-geometrischen 
Interpretation nicht mehr, weil wir uns einen Raum von mehr als drei Dimensionen 
nicht mehr vorstellen können. 

Wenn man also die geometrischen Vorstellungen (die sich für Funktionen zweier 
und dreier Veränderlicher als fruchtbar erwiesen haben) auch auf die Theorie der 
Funktionen von mehr als drei Veränderlichen ausdehnen will, muß man den Begriff 
des n-dimensionalen „Raumes“ für n > 3 in die Analysis einführen. 

Unter einem (n-dimensionalen) ‚Punkt‘ M versteht man ein System von » reellen 
Zahlen x, %a «.., %n; die Zahlen x X, -..,%, selbst sind die Koordinaten dieses 
„Punktes‘.t) Die Menge aller möglichen n-dimensionalen ‚Punkte‘ bildet den n-di- 


1) Da wir es hier nicht mit einer festen Zahl von Veränderlichen zu tun haben, ist es zweck- 
mäßig, sie nicht mit verschiedenen Buchstaben, sondern mit einem einzigen Buchstaben 
mit verschiedenen Indizes zu bezeichnen. Somit bedeutet (abweichend von der bisherigen 
Praxis) x; nicht den i-ten Wert irgendeiner Veränderlichen, sondern die :-te Veränderliche 
selbst, die die Werte ihres Wertebereichs durchläuft. 


21* 
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mensionalen „Raum“ (der manchmal auch arithmetischer Raum oder Zahlenraum 


genannt wird). 
Es ist zweckmäßig, den Begriff des „Abstandes“ MM M M' zwischen zwei (n-dimensio- 


nalen) „Punkten“ 
M (x, %2 ...,%) und M’(a1, % ++, %n) 


einzuführen, und zwar setzt man in Analogie zum zwei- und dreidimensionalen Fall, 
der in der analytischen Geometrie behandelt'wird, 


n 


MM'= MM = |/ F (« — x;)® 
i—1 
- Ya- + - te tn: ) 


fürn = 2 und n = 3 stimmt dieser ‚Abstand‘ mit dem gewöhnlichen Abstand zwi- 
schen den entsprechenden geometrischen Punkten (der Ebene bzw. des Raumes) über- 
ein. 

Wenn wir noch einen weiteren ‚„Punkt“ 


DI (0,0. 
hinzunehmen, so gilt für die „Abstände“ MM’, M'M” und MM" die Ungleichung 
MM” <MM'-+ MM", (2) 


die an den folgenden bekannten Satz aus der Geometrie erinnert: Die Länge einer 
Seite eines Dreiecks ist nicht größer als die Summe der Längen der beiden anderen Seiten. 
(Daher nennt man diese Ungleichung auch Dreiecksungleichung.) 


Beweis. Für jedes System reller Zahlen a,, a,, ...,a, und by, ba, ..., 0, gilt die 
Ungleichung!) 


: (a Kart EB. 


i=1 1 ı=1 
Setzt man hier 


14 [2 [4 . 
=; —-%, =; — x, also za +b = —-—% (i=l,2,..,n), 


1) Diese Ungleichung ist der Spezialfall der Minkowskischen Ungleichung (7) aus Nr. 133 für 
k = 2. Erhebt man beide Seiten ins Quadrat und streicht auf beiden Seiten die einander glei- 
chen Glieder, so geht sie in die Cauchysche Ungleichung [Nr. 133, Formel (5a)] über. Sie läßt 
sich aber auch direkt völlig elementar beweisen, und damit ist auch die obige Ungleichung 
bewiesen. 


Das quadratische Trinom B> ax? +2 = a;b;x 2 E bi = 2 (a;2 -H b,)* nimmt: offenbar 
i=1 —1 
keine negativen Werte an; es kann also nicht zwei erichielens reelle Nullstellen x haben. 
Daher ist der Ausdruck 


n n 
va. 1er 
i—1 i=1 i=1 


nicht negativ, und diese Aussage ist der Cauchyschen Ungleichung äquivalent. 
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so erhält man 


ze - rs) L@- ar + / Fa — a 
= a = > 


was (2) äquivalent ist. Somit gilt diese wesentliche Eigenschaft des Abstandes auch 
in unserem „Raum“. | 


Im n-dimensionalen ‚Raum‘ können wir auch stetige „Kurven“ betrachten. 

Bekanntlich (Nr. 106) liefern die Gleichungen x = ot), y = ylt), wobei p(t) und 
y(f) in einem Intervall [t’, t’"] stetige Funktionen eines Parameters t sind, in der x, y- 
Ebene eine stetige Kurve. Analog können wir mit drei stetigen Funktionen 


= el), y=yl), z=rl) (Si) 


eine stetige Kurve im (gewöhnlichen dreidimensionalen) Raum darstellen. Wir verall- 
gemeinern das und betrachten jetzt n stetige Funktionen von t, 


=), B=pl), ., m = m) SiS"). 
Dann stellt die Menge der „Punkte“ 


(eilt), Ol), 0,0, (£)) > 


die wir für die verschiedenen Werte des Parameters t erhalten, eine stetige „Kurve“ 
im n-dimensionalen ‚‚Raum‘“ dar. Setzt man 


=)... =); = gl’)... = ont”), 


so kann man sagen, daß diese ‚Kurve‘ den ‚‚Punkt“ M’(x}, ..., x) mit dem „Punkt“ 
M'(x7,...,2,) verbindet. | 

Wenn alle Funktionen 9,, ..., 9, linear sind, geht die „Kurve“ in eine „Gerade“ 
über: 


%ı =0l-+ ßı: 0. %n = Ol + Pu5 


hier werden die Koeffizienten «,,...,&, als nicht gleichzeitig verschwindend 
(l&ıl + lag| + »-- + |a.| > 0) und der Parameter i von —oo bis oo variierend an- 
gesehen. Die ‚Punkte‘ fassen wir als nach wachsenden Parameterwerten geordnet auf; 
für ’ <t < t” liegt von den entsprechenden „Punkten“ M’, M, M'’ der ‚Punkt‘ M 
zwischen den beiden anderen, da er hinter M’und vor M’' kommt. Unter diesen Be- 
dingungen kann man leicht zeigen, daß für die Abstände zwischen den Punkten die 
Beziehung M’M”= M’M + MM” gilt, was für eine Gerade im gewöhnlichen Raum 
charakteristisch ist. 

Die Gleichung der ‚Geraden‘, die durch zwei gegebene „Punkte“ M’(x,, ..., %,) 
und M'(z7', ..., 25) geht, kann offenbar in der Gestalt 


su tl - nt ln a) (TO <E<on) 


geschrieben werden, wobei die „Punkte“ M’ und M’ den Werteni=0 bzw. ti=1 
entsprechen. Variiert t nur zwischen 0 und 1, so erhält man die ‚‚geradlinige Strecke“, 
die diese „Punkte“ verbindet. 

Eine ‚‚Kurve‘“, die aus endlich vielen ‚‚geradlinigen Strecken“ besteht, wırd Poly- 
gonzug oder Streckenzug genannt. 
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162. Beispiele für Bereiche im n-dimensionalen Raum. Wir betrachten jetzt einige 
Beispiele von .,Körpern‘‘ oder „Bereichen“ im n-dimensionalen ‚Baum‘. 


1. Die Menge der Punkte M(x,, ..., %,), deren Koordinaten unabhängig vonein- 
ander den Ungleichungen 
1, < <b,y Sm <br, Sm Sb 
genügen, heißt (n-dimensionales) ‚„rechtwinkliges Parallelepiped‘‘ und wird mit 
[@1, bi; @p» ba5 »..5 @n, Ön] 


bezeichnet. Für n = 2 erhält man hieraus ein ‚Rechteck‘, wovon schon in N T. 160, 
Beispiel (e), die Rede war; dem dreidimensionalen „Parallelepiped‘ entspricht im 
Raum das gewöhnliche rechtwinklige Parallelepiped (auch Quader oder Rechiflach 
genannt). 

Wenn in diesen Beziehungen die Gleichheit ausgeschlossen wird, also 


a, <% = b,, 42 <% < b,, ln < Cr < bu 
so ist dadurch das offene ‚‚rechtwinklige Parallelepiped‘“ 
(Q1, Di; Ga, Ba; »..5 An, Dr) 


definiert, im Unterschied zu dem oben betrachteten abgeschlossenen!) „Parallel- 
epiped‘“. Die Differenzen b, — a,, bz — Q,, ...,d„ — a, nennt man in beiden Fällen 
die „Abmessungen“ (‚‚Kanten‘‘) des „Parallelepipeds“, der ‚Punkt‘ 


a + bı Aa + b; An + b 
2. = 2 wen 2 


wird sein Mittelpunkt genannt. 
Unter einer Umgebung des „Punktes“ M,(x°, x3,...,x2) versteht man ein belie- 
biges offenes ‚‚Parallelepiped‘ 


(21 Si ö1, x = öl; 25 m Ö2, x T Ög; ..., x nu Öns T. = Ön) (3) 
(ö1, Ög, «.., 6, > 0) mit dem „Mittelpunkt“ M,; meist nimmt man den „Würfel“ 
(2 — 6,2] +63 — 6,22 21: O0 = Ö,.% Z. 6) 
(6 > 0), dessen sämtliche Kanten gleich 2ö sind. 
2. Wir betrachten die Menge.der „Punkte“ M(x,, X, ..., %,), deren Koordinaten 
den Ungleichungen 
1eIdn—0,...,% z(, tat tn sh (> 0) 


genügen. Für n = 2 ist das dieser Menge entsprechende geometrische Bild ein gleich- 
schenkliges rechtwinkliges Dreieck, für n = 3 ein T'eiraeder (Abb. 95). Im allgemeinen 
Fall nennt man es (abgeschlossenes) Simplex?) (im Unterschied zu einem offenen, das 
man erhält, wenn in diesen Beziehungen die Gleichheit ausgeschlossen wird). 


1) Man kann auch ein unendliches Parallelepiped betrachten, bei dem eines (oder auch mehrere) 
der definierenden Intervalle unendlich ist (sind). Wenn von einem n-dimensionalen Parallel- 
epiped die Rede ist, ohne daß etwas dazu gesagt wird, meinen wir stets ein endliches,. 

2) Von dem lateinischen Wort simplex = einfach. In der Tat ist ein Simplex der einfachste mehr- 
flächige Körper mit der in dem betreffenden Raum kleinstmöglichen Anzahl Seitenflächen. 
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3. Schließlich bildet die Menge der „Punkte“ M(x,, &s, ..., %,), die durch die Un- 
gleichung 


1-3’ + - ++ se (bzw. <r?) 


definiert ist, wenn M,(x}, 2, ...,x0) ein konstanter ‚Punkt‘ und r eine konstante 
positive Zahl ist, eine abgeschlossene (bzw. offene) n-dimensionale ‚Kugel‘ mit dem 
Radius r und dem „Mittelpunkt“ M,. Mit anderen Worten, eine „Kugel“ ist die Menge 
der „Punkte‘ M, deren ‚Abstand‘ von einem konstanten ‚Punkt‘ M, nicht größer 
(bzw. kleiner) als r ist. Offenbar ist diese „Kugel“ für n = 2 ein Kreis (vgl. Nr. 160) 
und für n = 3 die gewöhnliche Kugel. 

Die offene „Kugel“ mit beliebigem Radius r > 0 und mit dem ‚Mittelpunkt‘ 
My(&t, ..., 23) kann ebenfalls als ‚Umgebung‘ dieses Punktes betrachtet werden; zum 
Unterschied von den früher betrachteten (parallelepipedischen) Umgebungen spricht 
man hier von einer „sphärischen“ (,‚Kugel“-)Umgebung. 

Es ist zweckmäßig, sich darüber klar zu werden, daß in jeder Kugelumgebung 
eines Punktes eine Würfelumgebung und in jeder Würfelumgebung eine Kugelum- 
gebung enthalten ist. 

Es sei zunächst ein ‚‚Paralelepiped‘“ (3) mit dem ‚Mittelpunkt‘ M, gegeben. Es 
genügt, eine offene ‚Kugel‘ mit demselben Mittelpunkt und einem Radius r, der 
kleiner als alle 65; =1,2,...,n) ist, zu nehmen, damit diese „Kugel“ in dem 
gegebenen ‚Parallelepiped‘ enthalten ist. In der Tat gilt für jeden „Punkt“ 
M (&,, &a, » +», &%) dieser „Kugel“ (für jedes? =1,2,..., n) 


n 
a - as) m - a’ = MM<r<6 


Er 
| 
je 


oder 
2; << +, 


so daß dieser „Punkt“ zu dem gegebenen ‚Parallelepiped‘ gehört. 
Wenn umgekehrt ursprünglich eine „Kugel“ mit dem Radius r und dem ,„Mittel- 
punkt‘ M, gegeben ist, so ist ein „Parallelepiped“ (3), z.B. für, =, =. - = Ön 
= Em in ihr enthalten. Das folgt daraus, daß jeder „Punkt“ M(x,, &,, ...,%,) dieses 
2 | 
„Parallelepipeds‘‘ von.dem „Punkt“ M, um 


n 
Hm=- Zu -m<j 29= 
k=1 k=1 


entfernt ist, also zur gegebenen „Kugel“ gehört. 


I» 


I 
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163. Allgemeine Definition des offenen und des abgeschlossenen Bereichs. Wir 
nennen einen „Punkt“ M’(x}, x, ..., 2,) einen inneren „Punkt‘‘ einer Menge M (im 
n-dimensionalen „Raum‘), wenn er nebst einer hinreichend kleinen Umgebung zur 
Menge M gehört. 

Aus der am Schluß von Nr. 162 bewiesenen Aussage folgt offenbar, daß es gleich- 
gültig ist, um welchen Typ einer Umgebung es sich handelt, um eine „parallel- 
epipedische‘ (Würfel-) oder eine „sphärische‘“ (Kugel-) Umgebung. 

Für ein offenes „rechtwinkliges Parallelepiped“ 


(a1, bi; ++. 5 Gm, On) (4) 
ist jeder ‚Punkt‘ ein innerer Punkt. In der Tat, ist 

1 <i<b,.en <a < dns 
so kann man leicht ein solches ö > 0 finden, daß 


Hu<m —-ds<mi +tö<b,.,n  <m -I<m +ö<5d, 
gilt. 
Analog ist bei einer offenen ‚Kugel‘ mit dem Radius r und dem „Mittelpunkt“ M, 
jeder ihrer ‚Punkte‘ M’ ein innerer Punkt. Wenn wir o so wählen, daß 


0<e<r—-— MM, 


ist und um M’ eine ‚„‚Kugel‘‘ mit dem Radius o beschreiben, so ist diese ganz in der 
ursprünglichen ‚Kugel‘ enthalten: Sobald MM’ << eist, gilt (vgl. Nr. 161, Formel (2)] 


MM, <MM+MM<o+MM<r; 


also gehört der ‚Punkt‘ M zur ursprünglichen „Kugel“. 
Dieselbe Schlußfolgerung kann man auch für ein offenes Simplex 


r,>0,.,m >0, Aut +m<h (h>0) 
ziehen. 

Mengen dieser Art, die ganz aus inneren „Punkten“ bestehen, werden ‚offene 
Bereiche‘‘ genannt. 

Somit sind das offene ‚rechtwinklige Parallelepiped‘“, die offene ‚„Kugel“, das 
offene Simplex Beispiele offener Bereiche. 

Wir verallgemeinern jetzt den Begriff des Häufungspunktes (Nr. 52) auf den Fall 
einer Menge Al im n-dimensionalen „Raum“. Ein ‚Punkt‘ M, heißt ‚„Häufungs- 
punkt‘ der Menge AM, wenn in jeder Umgebung (gleichgültig welchen Typs) von M, 
ein von M, verschiedener ‚Punkt‘ der Menge MH enthalten ist. 

Ein Häufungspunkt eines offenen Bereichs, der nicht zu ihm gehört, heißt ‚‚Rand- 
punkt‘ dieses Bereichs. Die Gesamtheit der Randpunkte bildet den ‚‚Rand des Be- 
reichs“‘. Ein offener ‚Bereich‘“ zusammen mit dem ‚„Rand“ heißt ‚abgeschlossener 
Bereich‘. 

Man sieht leicht, daß für ein offenes ‚‚Parallelepided“ (4) die Punkte M(x,, ..., %,), 
für die 

Q; S t, = b,, ...,Qy < In = b, 


ist, Randpunkte sind, wenn dabei mindestens in einem Fall Gleichheit gilt. 
Genauso sind für die oben betrachteten offenen „Kugeln“ alle ‚Punkte‘ M, für 


die MM, = r ist, Randpunkte. 
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Schließlich sind für ein offenes Simplex (5) die Punkte M(x,, ..., %„), die den Be- 
ziehungen 


u Z20.,m 20, u ++ +2,<h 


genügen, Randpunkte, wenn auch nur in einem einzigen Fall Gleichheit gilt. 

Somit sind das abgeschlossene „rechtwinklige Parallelepiped“, die abgeschlossene 
„Kugel“ und das abgeschlossene Simplex Beispiele für abgeschlossene „Bereiche“. 

Wenn wir im folgenden von (offenen oder abgeschlössenen) „Bereichen“ sprechen, 
meinen wir immer „Bereiche“ in diesem speziellen Sinne (also „Kugeln“, ‚„Parallel- 
epipede“‘, Simplexe). 

Wir wollen jetzt zeigen, daß ein abgeschlossener ‚‚Bereich‘‘ alle seine Häufungs- 
punkte enthält. 

Es seien ein abgeschlossener ‚Bereich‘ 2 und außerhalb von ihm ein ‚‚Punkt“ M, 
gegeben. Wir beweisen, daß dann M, kein Häufungspunkt D sein kann. 

Den abgeschlossenen Bereich D erhält man aus einem offenen Bereich D, indem 
man zu ihm noch seinen Rand & hinzunimmt. Offenbar ist M, kein Häufungspunkt 
für D; folglich kann M, so von einer offenen „Kugel“ umgeben werden, daß in ihr 
keine „Punkte“ aus D enthalten sind. Dann können aber auch keine „Punkte“ aus 
& in ihr enthalten sein. Wäre nämlich irgendein ‚Punkt‘ M’ aus & darin enthalten, 
so wäre darin auch eine ganze Umgebung des ‚Punktes‘ M’ enthalten, und in dieser 
Umgebung gäbe es keinen ‚Punkt‘ aus 2, im Gegensatz zur Definition des Häufungs- 
punktes und der Menge & als Rand. Somit gibt es in der erwähnten ‚Kugel‘ keine 
„Punkte“ aus D, und damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Allgemein wird eine Menge von Punkten, die ihre sämtlichen Häufungspunkte 
enthält, abgeschlossen genannt. Somit ist ein abgeschlossener Bereich ein Spezialfall 
einer abgeschlossenen Menge. 

Wir führen nun noch eine Reihe von Bezeichnungen ein. Eine ‚„Punktmenge“ Al 
heißt beschränkt, wenn sie ganzin einem ‚„rechtwinkligen Parallelepiped“ enthalten ist. 

Ein ‚Bereich‘ heißt zusammenhängend, wenn je zwei seiner Punkte durch einen 
„Polygonzug‘“, dessen sämtliche Punkte im „Bereich“ liegen, verbunden werden 
können. In Abb. 96 sind einige ebene zusammenhängende Bereiche dargestellt. 


Ein (offener oder abgeschlossener) beschränkter und zusammenhängender Bereich 
in einem n-dimensionalen Raum ist in gewissem Sinn einem endlichen (offenen bzw. 
abgeschlossenen) Intervall analog. Dem Leser dürfte aber klar sein, wie sich das Bild 
beim Übergang vom.zweidimensionalen zum n-dimensionalen (n > 2) Fall kompli- 
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ziert. Dem einfachen und typischen Intervall, dessen Rand ausschließlich aus zwei 
Punkten besteht, steht eine Vielzahl von Bereichen mit komplizierten Begrenzungen 
(Rändern) gegenüber. 

Alle Ausführungen der letzten Nummern sind als bloße geometrische Analogien 
zu betrachten, für die es (im Fallrn > 3) keine geometrische Darstellung im gewöhn- 
lichen-Raum gibt. Es sei jedoch darauf hingewiesen, daß der n-dimensionale (arith- 
metische) Raum tatsächlich nur der erste Schritt zu einer höchst fruchtbaren Ver- 
allgemeinerung des Raumbegriffs ist, die vielen Teilgebieten der modernen Analysis 
zugrunde liegt.!) 


164. Funktionen von » Veränderlichen. Es seien n Veränderliche z,, %s, ..., x, gegeben, 
deren Werte einer Punktmenge A des n-dimensionalen Raumes entnommen seien. 
Diese Veränderlichen nennt man unabhängige Veränderliche. Der Begriff der Funktion 
und alles, was in diesem Zusammenhang im Fall zweier unabhängiger Veränderlicher 
(Nr.160) gesagt wurde, läßt sich unmittelbar auch auf unseren allgemeinen Fall über- 
tragen, so daß wir nicht näher darauf einzugehen brauchen. Bezeichnet man den 
Punkt (z,, %, ...,%,) mit M, so nennt man die Funktion u = f{Xı, %, -.-, %,) dieser 
Veränderlichen manchmal auch Funktion des Punktes M und schreibt vu = f{M). 

Wir wollen nun annehmen, auf einer Punktmenge ? des n-dimensionalen Raumes 
seien n Funktionen von m Veränderlichen t,, ts, ..., t„, (wobei m unabhängig von 2 ist) 
gegeben: 


I = oltı, bo, ...;, bu); ..., 4,7 Y,ltı; lo, ..., En) (5) 
oder kürzer 
1=9MlP)..,% = M(P); (58) 


wobei Pden Punkt (t,,t,,....,t„) des m-dimensionalen Raumes bezeichnet. Wir 
nehmen überdies an, daß sich, wenn Pt}, ts, :..,t„) die Menge # durchläuft, der ihm 
entsprechende n-dimensionale Punkt M mit den Koordinaten (5) oder (5a) nur 
innerhalb der Grenzen der n-dimensionalen Menge MH variiert, in der die Funktion 
u = f(Xı, %a ++, %) = F{M) definiert ist. 

Dann kann man die Veränderliche als mittelbare Funktion der unabhängigen 
Veränderlichen t,, 13, ...,t„ (in der Menge 7) ansehen, und zwar durch Vermittlung 
der Veränderlichen x,, X, ».., X: 


u-= Hoıtı, boy er; im); “ Ynltı, PIREEr m); 


u ist eine Funktion der Funktionen 9,, ..., 9, (vgl. Nr. 51). 

Diese Art der Definition einer mittelbaren Funktion durch die Funktionen g,, ..., @, 
und die Funktion f nennt man (wie auch im einfachsten Fallder Funktion einer Ver- 
änderlichen) Superposition oder Verkettung. 

Die Klasse der Funktionen mehrerer Veränderlicher, mit der wir es zunächst zu 
tun haben werden, ist nicht sehr groß. Im wesentlichen ergibt sie sich durch Ver- 
kettung aus elementaren Funktionen einer Veränderlichen (Nr. 48, 50) und folgenden 
Funktionen zweier Veränderlicher: 


x 
z=2e-y, z=ı, En und 2=«#, 
d. h. den vier Grundrechenarten und der Potenzfunktion. 
*) Wir setzten bisher meist geometrische Termini, die in einer vom üblichen Sinne ver- 


schiedenen Bedeutung benutzt wurden, in Anführungszeichen, etwa ‚Punkt“, „Abstand“, 
„Bereich‘‘ usw. Von jetzt ab werden wir generell darauf verzichten. 
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Die Grundrechenarten, wiederholt auf die unabhängigen Veränderlichen z,, 2,, ---, 
x, und Konstante angewandt, führen auf Polynome: 


P(x,, X, oo}; %) = 2: Cs RR BR RE ee 


27 ZPEFFFR 7A 
(ganze rationale Funktionen)') und auf Quotienten zweier solcher Polynome 
= DA C,, Parcıı nt Ty E TC. 
’ 
2 Cu, Has untı 22" =“ U,” 


(gebrochene rationale Funktionen). 


Zieht man die elementaren Funktionen einer Veränderlichen heran, so kommt man 
auf solche Funktionen wie 


_h@+y+2) 
(2,92) = VYe+yp2 +22 ’ 


o(2,y,2,t) = sinzy + sin yz + sinzi + sinte, 


2%; %o, ...,; %.) 


usw. 
Die Bemerkungen, die wir in Nr. 46 über die Definition von Funktionen durch ana- 
lytische Ausdrücke gemacht haben, lassen sich auf unseren Fall übertragen. 


165. Grenzwert von Funktionen mehrerer Veränderlicher. Wir nehmen an, die Funk- 
tion f(x, ++., %,) sel auf einer Punktmenge NM mit dem Häufungspunkt M,(aı, Qa, ---, 
a,„) definiert. 

Analog wie im Fall von Funktionen einer Veränderlichen sagt man, die Funktion 
f&1, -.-,%,) habe, wenn die Veränderlichen x,,...., 2, gegen a1, ...,a, streben, den 
Grenzwert A, wenn zu jeder Zahl & > 0 eine Zahl ö > 0 existiert derart, daß 


rIGZE ...,; TC.) == Al <e (*) 
gilt, sobald 


a — al <ö,..., | —a,| < 6 
ist. 
Dabei wird der Punkt (z,, ..., x,) als zu M gehörig und von dem Punkt (a,, ..., @,) 
verschieden vorausgesetzt. Die Ungleichung (*) für die Funktion muß also für alle 
Punkte der Menge , die in einer hinreichend kleinen Umgebung 


(aı — 6,01 + 65 ...5 Gm — 6,4 + 6) 


von M, liegen, erfüllt sein, mit Ausnahme des Punktes M, (wenn er zu M gehört). 
Den (n-fachen) Grenzwert bezeichnet man mit 


A = lim f(x, .-»„ &n)- (6) 


Führt man für die Punkte (x,, ..., 2,) und (a,, ..., @,) die Bezeichnungen M bzw. M, 
ein, so kann man diese Definition in geometrischer Terminologie auch folgendermaßen 
formulieren: Eine Zahl A heißt Grenzwert der Funktion f{M) für gegen M, konver- 
gierende Punkte M (oder Grenzwert im Punkt M,), wenn zu jedem & > 0 eine Zahl 


1) Wir erinnern an die Bedeutung des Summenzeichens. Hier handelt es sich um mehrfache 
Summen, d. h., die Summanden hängen von mehreren Summationsindizes ab. 
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r > 0 existiert derart, daß 
AM) —Al<e 


gilt, sobald der Abstand M,M kleiner als r ist. 

Wie oben wird dabei M als zu A gehörig und von M, verschieden vorausgesetzt. 
Somit muß die Ungleichung für die Funktion f{M) in allen Punkten der Menge MN, 
die in einer hinreichend kleinen sphärischen Umgebung des Punktes M, liegen, mit 
Ausnahme des Punktes selbst, erfüllt sein. 

Dementsprechend kann man den Grenzwert einer Funktion auch in der Form 


A = lim f({M) (6*) 
M>M;, 
schreiben. 
Aus der Bemerkung in Nr. 161 über die Äquivalenz der verschiedenen Arten von 
Umgebungen folgt unmittelbar die Gleichwertigkeit dieser beiden Definitionen. 
Analog kann man den Begriff eines unendlichen Grenzwertes einer Funktion defi- 
nieren. Im Fall A = oo bzw. —oo ist die Ungleichung 


(zı, ...; %n) u: Al <e 
durch die Ungleichung 
Mau.) >E bzw fMHan-.,%) <—E 


zu ersetzen, wobei E eine beliebig vorgegebene positive Zahl ist. 

Wir erwähnen zum Schluß noch den Fall, daß einige der unabhängigen Veränder- 
lichen x;, ..., x, gegen einen unendlichen Grenzwert streben. 

Man könnte den Begriff des Häufungspunktes M,(a,, ...,a,) eines Bereichs A 
auch auf den Fall erweitern, daß alle Koordinaten dieses Punktes (oder einige von 
ihnen) oo sind.!) 

Beispielsweise ist der Punkt (oo, ...., oo) Häufungspunkt für M, wenn in diesem 
Bereich ein Punkt mit beliebig großen (positiven) Koordinaten existiert. 

Unter dieser Voraussetzung sagt man, die Funktion f(x,, ..., x.) habe dieZahl A als 
Grenzwert (wenn alle Veränderlichen x,, ...,2, gegen oo streben), falls zu jedem 
e > OÖ eine Zahl A > 0 existiert derart, daß 


Kan.) Al<e 
gilt, sobald 

mod MA > 
ist. Man schreibt 

A = lim f(x, -.-,%,)- 


Lı>09 


Wir kommen nochmals auf die Veränderliche x,,, aus Nr. 160 zurück. Man sagt, 
diese Veränderliche habe bei unbeschränktem Wachsen beider Indizes m und n den 
Grenzwert A, wenn zu jedem & > 0 eine Zahl N existiert derart, daß 


mm -Al<e für m>N und n>N 


!) Dann heißt M, uneigentlicher Punkt. 
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ist, in Zeichen 


A= lımz„„» odereinfach A=limz... 
A mn 
n—>%0 


Man sieht leicht, wie der Fall A = oo oder —o zu behandeln ist. 


e- ae auf Folgen. Wir betrachten im n-dimensionalen Raum eine Punkt- 
olge 
Med, (k=1,2,...). 


Wir sagen, daß diese Folge gegen den Häufungspunkt M 0(@1, ..., @,) konvergiert, 
wenn für k — oo 


M oM k >? 0 (7) 
gilt. 
Statt dessen könnte man auch fordern, daß die Koordinaten des Punktes M ‚ ein- 
zeln gegen die entsprechenden Koordinaten des Punktes M, streben, d. h., daß 


N > a,.,2 9 a, (8) 
gilt. 

Die Aquivalenz der beiden Definitionen folgt aus der in Nr. 161 bewiesenen Aus- 
sage über die Äquivalenz der Umgebung der beiden Typen. 

In der Tat bedeutet die Bedingung (7), daß für jede beliebig gewählte Zahlr > 0 
der Punkt M, für hinreichend große k der Ungleichung M,M, < r genügt, d. h. in der 
(offenen) Kugel mit dem Radiusr um M, liegt; die Forderung (8) besagt, daß bei jeder 
beliebig gewählten Zahl ö > 0 der betreffende Punkt (wiederum für hinreichend großes 
k) den Ungleichungen 


9 — al <ö6,...,|c® — a, <6 
genügt, d. h. in dem (offenen) Parallelepiped 
(a; zZ ö, 0, 7 ö; ...,l, — Ö, Ay 2 ö) 


mit dem Mittelpunkt in demselben Punkt enthalten ist. 

Der Punkt M,(a,, ..., @„) sei Häufungspunkt einer Menge MA im n-dimensionalen 
Raum. Dann kann man aus M immer eine Folge {M,} von M, verschiedener Punkte 
auswählen, die gegen M, konvergiert. Um das zu beweisen, gehen wir von einer posi- 
tiven diskreten Veränderlichen r, —0 aus. Nach Definition des Häufungspunktes 
(Nr. 163) gibt es in jeder sphärischen Umgebung von M, mit dem Radius r, einen 
von M, verschiedenen Punkt M, der Menge M. Die Folge {M,} ist.dann offenbar die 

esuchte. 
: Jetzt kann man eine Bedingung formulieren, die notwendig und hinreichend für die 
Existenz des Grenzwertes (6) bzw. (6*) ist: 


Dieser Grenzwert existiert genau dann, wenn für jede gegen My strebende Folge {M,} 
von Punkten aus M, die von M, verschieden sind, die Zahlenfolge {f[M,)} der ent- 
sprechenden Funktionswerte gegen A konvergvert. 


Die Bedingung ist notwendig. Es gelte (6*), und zu einem gegebenen e > 0) möge 
einr > Oin Einklang mit der Definition aus Nr. 165 gefunden sein. Wenn die Folge 


1) Die Übertragung der Definition vom ebenen auf den allgemeinen Falln > 2 überlassen wir 
dem Leser. 
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der Punkte M, gegen M, konvergiert, so gilt M,M, < r für hinreichend großes k; 
daraus folgt die Ungleichung 


f(M,) 7 A| <E, 


die gerade besagt, daß f(M,) gegen A strebt. 

Die Bedingung ist hinreichend. Wir nehmen jetzt an, die obige Bedingung sei er- 
füllt. Um zu beweisen, daß in Übereinstimmung mit der Definition aus Nr. 165 die 
Gleichung (6*) besteht, nehmen wir das Gegenteil der Aussage dieser Definition an. 
Dann existiert zu einer Zahl e > 0 kein entsprechendes r, d. h., wie immer auch die 
Zahl r > 0 gewählt wird, stets läßt sich in M ein (von M, verschiedener) Punkt M’ 
finden derart, daß gleichzeitig 


M,M'<r, aber |f{M')— A| Se 
gilt. 
Wir wählen eine positive Nullfolge {r,} und nehmen für r der Reihe nach die Zahlen 
r,,‚ dann läßt sich nach dem Gesagten zu jedem r, ein (von M, verschiedener) Punkt M, 
angeben, für den 


M,M:<rx; aber \/(M,.) — A| ZE 


gilt. Die so konstruierte Punktfolge {M,} konvergiert gegen M,, während die Zahlen- 
folge {f{M,)} nicht den Grenzwert A haben kann, entgegen der Voraussetzung. Mit 
diesem Widerspruch ist aber unsere Behauptung bewiesen. 

Offenbar liefert die eben bewiesene Bedingung eine andere Definition des Grenz- 
wertes einer Funktion (in der ‚‚Sprache der Folgen“). 

Somit läßt sich auch für Funktionen mehrerer Veränderlicher das Problem des 
Grenzwertes einer Funktion auf den Grenzwert von Folgen (Nr. 53) zurückführen. 
Das Ergebnis kann leicht auch auf den Fall ausgedehnt werden, daß die Zahlen A, 
G1, +.., d, oder einige von ihnen oo sind. 

Dieser Sachverhalt gestattet es, alle grundlegenden Begriffe und Sätze der in 
Kapitel I entwickelten Theorie der Grenzwerte in der gleichen Weise auch auf den 
neuen Typus des Grenzwertes auszudehnen, wie wir esin Nr. 55 für den Grenzwert 
von Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen getan haben. 


167. Beispiele. 


1. Wenn man den Satz über den Grenzwert eines Produktes benutzt, so läßt sich 
zeigen, daß 


1 14 ... 4 =—— v ... 
lim Oxj + = Cal!---a’ 


gilt, wobei C, a,, ..., a„ beliebige reelle und »,, ..., »„ nichtnegative ganze Zahlen sind. 
Bezeichnet man mit P(z,, ..., 2,) eine ganze rationale Funktion (Nr. 164), 


s....,... 
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Analog erhält man für eine gebrochene rationale Funktion (Nr. 164) 
2 On ech 
> Cu, ... untı u x” 


nach dem Satz über den Grenzwert eines Quotienten 


UTSTETEN A 


lım Oz, ..., 2.) = Yan», An); 
I,7>0, 


„eos e®e 


natürlich unter der Voraussetzung, daß der Nenner im Punkt (a), ...,@,) nicht 0 
wird. 


2. Wir betrachten die Potenzfunktion «8 fürz > O und beliebiges y. Sinda > O und 
b beliebige reelle Zahlen, so gilt 
lım «9 = a®, 


>60 
y>b 


In der Tat gilt für beliebige Folgen x, — a und y, — b nach Nr. 78 


Un = ey» Inz, _— ed Ina = ad: 


das liefert in der ‚Sprache der Folgen‘ das geforderte Ergebnis. 


3. Für die Folgen {x,} und {y,} sei bekannt, daß sie die Grenzwerte a bzw. b haben. 
Wir fragen nach dem Grenzwert der Ausdrücke 


%n 
Can E Uns  %n° Ya: ya Un 
n 


bei den sogenannten unbestimmten Ausdrücken, die durch die Symbole 
0 © 
FE 
charakterisiert werden. Wie wir wissen (Nr. 31 und 78), braucht der Grenzwert über- 
haupt nicht zu existieren, und wenn er existiert, so kann er für dieselben a und b ver- 
schiedene Werte haben, je nach dem speziellen Bildungsgesetz der Folgen {x,} und 
(Yn}- 

Wenn wir uns an die Definition des Grenzwertes von Funktionen zweier unab- 
hängiger Veränderlicher in der ‚Sprache der Folgen“ erinnern, so wird klar, daß die 
erwähnte ‚‚Unbestimmtheit‘‘ damit zusammenhängt, daß die Grenzwerte 


x — 890,0:.%, 


im(&—y), lm x.y, im-—, lm —, 
2-—>00 0 0 Y s>to Y 
yv>o y>F+% y>— y>L9 


lim x, lmx’, lmaxV! 
z>1l z—0 27-700 
y>-ox y>0 y>0 
nicht existieren. 


4. Wir fragen nach dem Grenzwert lim — = z. (Die Funktion ist hier in der ganzen 
Try 


yo . . . 
Ebene mit Ausnahme des Punktes x = 0, y = 0 definiert.) Wir betrachten die beiden Teilfolgen 


ee Pe 
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die gegen den Punkt (0, 0) könvergieren; es zeigt sich, daß für alle & 
1 1 1 1 2 
I.) = II—: —)|=— d M,) = == — 
arg) wa ar) 
gilt. Hieraus folgt schon, daß der erwähnte Grenzwert nicht existiert. 


2 
nicht existiert. 


2 


2 
Analog kann man sich davon überzeugen, daß der Grenzwert lim 


zu 7% 
y>0 
2 
5. Dagegen existiert der Grenzwert lim a y ; und ist gleich 0. Das folgt sofort aus der 
Ungleichung try 
y>0 
xy 1 Ir 
x? +? Put 
23 -- y? 
Genauso kann man beweisen, daß auch lim ui 0 gilt. 
zart 
y>0 


168. Iterierte Grenzwerte. Außer dem oben betrachteten Grenzwert einer Funktion 
f{z1, a, -.., %n) für gleichzeitig gegen ihre Grenzwerte strebende Argumente hat man 
es auch noch mit Grenzwerten anderer Art zu tun, nämlich mit Grenzübergängen, 
bei denen sukzessive die Argumente einzeln in irgendeiner bestimmten Reihenfolge 
gegen ihre Grenzwerte streben. Die oben betrachteten Grenzwerte sind n-fache (zwei- 
fache, dreifache usw.) Grenzwerte, während die letzteren sterierte Grenzwerte genannt 
werden. 

Wir beschränken uns auf den einfachsten Fall einer Funktion f(x, y) zweier Ver- 
änderlicher. Wir nehmen dabei an, daß der Variationsbereich der Veränderlichen x, y 
so beschaffen ist, daß x (unabhängig von %) jeden Wert einer Menge 2 annehmen 
kann, für den a Häufungspunkt ist, aber nicht zu 2 gehört; analog möge y (unab- 
hängig von x) in einer Menge U/ varlieren, die den nicht zu ihr gehörenden Häufungs- 
punkt b habe. Einen solchen Bereich könnte man symbolisch mit 2° X U bezeichnen; 
beispielsweise 

(a,a+H;b,b+K)=(a,a+H)X(b,d-+K). 
Wenn zu jedem festen y aus / für die Funktion f(x, y), die eine Funktion von x 


allein ist, ein Grenzwert für x — a existiert, so wird dieser Grenzwert im allgemeinen 
von dem vorgegebenen festen y abhängen: 


um f&,y) = Hy). 


Alsdann kann man die Frage nach dem Grenzwert der Funktion o(y) für y—b 
stellen: 


lim o(y) = lim lim f(x, y). 
y>b y>b s>0 


Dies ist einer von zwei iterierten Grenzwerten. Den anderen erhält man, wenn man 
die Grenzübergänge in der umgekehrten Reihenfolge durchführt: 
lim lim f(x, y). 


z>a y>b 


Man darf nicht glauben, daß diese iterierten Grenzwerte einander gleich sein müssen. Wenn 
wir z. B. in dem Gebiet M(0, 00; 0, oo) 


en 3 2 
fa, y) = ı -yteöry 


2 -+Y = 
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setzen und a = b -= 0 annehmen, so erhalten wir 


ey) =limfw,y)=y—1, limo(y) = lim lim %y)= —1i 
0 y>0 yv>0 2-0 i 
aber 


yla)=limfa,=x+1, limy(e) = lim lim fix, )=1. 
y>0 z—0 20 y>0 


Es kann auch vorkommen, daß der eine der iterierten Grenzwe istj 
sn gi u: rte existiert und d 
nicht. So existiert z. B. für die Funktionen nd der andere 


x. sin — +y 
Ivy) = a (b) 
oder, 
fa, ) = 2. sin (c) 


in beiden Fällen der iterierte Grenzwert lim lim f, nicht aber der iterierte Grenzwert lim lim f 


pr L [ } * ® o . y>0 30 70 y>0 
(im letzten Beispiel existiert nicht einmal der einfache Grenzwert lim f). 


y>0 
Diese einfachen Beispiele zeigen, wieviel Vorsicht beim Vertauschen zweier Grenz- 
übergänge bei verschiedenen Veränderlichen nötig ist; viele fehlerhafte Schlußfolge- 
rungen entstehen gerade aus solchen unerlaubten Vertauschungen. Zugleich hängen 
viele wichtige Fragen der Analysis mit der Vertauschung von Grenzübergängen zu- 
sammen; dabei muß natürlich jedes Mal besonders begründet werden, daß das Ver- 
tauschen erlaubt ist. 
Eine Methode zum Beweis der Vertauschbarkeit liefert der folgende Satz, der zu- 
gleich einen Zusammenhang zwischen den zweifachen und den iterierten Grenz- 
werten vermittelt. 


Satz. Wenn erstens der (endliche oder unendliche) zweifache Grenzwert 


2->6 
y>b 


existiert und zweitens für jedes y aus Y der (endliche) einfache Grenzwert bezüglich x, 
o(y) = lim f(w, y); 
z>G 
existiert, so existiert auch der iterierte Grenzwert 
lim p(y) = lim lim f(x, y) 
y>b y>b z>a 
und ist gleich dem zweifachen Grenzwert. 


Wir beweisen diesen Satz für den Fall endlicher A, a und b. Nach der Definition 
aus Nr. 165 gibt es zu gegebenem & > 0 ein ö > 0 derart, daß 


kay) -Al<e (9) 


gilt, sobald |e — al < d und y — | < 6 ist (wobei x aus 2 und y aus Y ist). Wir 
wählen jetzt y so, daß die Ungleichung |y — 5] < ö erfüllt ist, und gehen In (9) zur 
Grenze für x > a über. Da nach Voraussetzung dabei f(x, y) gegen den Grenzwert o(y) 
strebt, erhalten wir 


ey) —Al=se- 


92. Fichtenholz I 
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Nun erinnern wir uns, daß % hier eine beliebige Zahl aus Y ist, die der Bedingung 
|y — b]| < ö genügt; somit kommen wir zu der Schlußfolgerung, dab 


A = lim o(y) = lim lim f(x, y) 
y>b y>b sa 


gilt, was zu beweisen war. | 
Wenn außer den beiden Voraussetzungen zu jedem x aus X auch noch der (end- 
liche) einfache Grenzwert bezüglich %, 


vr) — lim I(®; Y); 
y>b 


existiert, so existiert, wie aus dem schon Bewiesenen folgt, wenn x und y ihre Rollen 
vertauschen, auch der zweite iterierte Grenzwert 


lim y(x) = lim lim f(x, y) 

za z>a y>b 
und ist gleich derselben Zahl A: In diesem Fall sind die beiden ıterierten Grenzwerte 
gleich. 


Aus diesem Satz ist sofort klar, daß in den Beispielen (a) und (b) der zweifache 
Grenzwert nicht existiert (warum?). Hiervon kann man sich leicht auch direkt über- 
zeugen. 

Im Beispiel (c) existiert dagegen der zweifache Grenzwert: Aus der Ungleichung 


S |e] 


| 
x- sın — 
Y 


ersehen wir, daß er gleich 0 ist. Dieses Beispiel zeigt, daß die erste Voraussetzung des 
Satzes keineswegs die zweite Voraussetzung zur Folge hat. 

Man darf jedoch nicht denken, daß die Existenz des zweifachen Grenzwertes für 
die Gleichheit der iterierten Grenzwerte notwendig ist: Im Beispiel4 aus Nr. 167 
existieren die beiden iterierten Grenzwerte und sind gleich 0, obwohl der zweifache 
Grenzwert nicht existiert. 


$2.  Stetige Funktionen 


169. Stetigkeit und Unstetigkeit von Funktionen mehrerer Veränderlicher. Die Funk- 
tion f(X,, ...,%,) sei in einer Punktmenge NM des n-dimensionalen Raumes definiert, 

M'(z1, ...,%,) sei ein Häufungspunkt dieser Menge und gehöre selbst zu M. 
Die Funktion f(z,, ..., 2.) heißt im Punkt M’(x}, ..., x,) stetig, wenn die Beziehung 
lim f{azı, ..., 2) = Ha ++ %n) (1) 


4,7, 


gilt; andernfalls heißt die Funktion im Punkt M’ unstetig. 

In der ‚e-ö-Sprache‘“ kann man die Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt M’ 
folgendermaßen ausdrücken (Nr. 165): Zu beliebig vorgegebenem &e > 0 muß sich ein 
ö > 0 finden lassen derart, daß 


Mau». 2%) — Man + 2m) I< € (2) 
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ist, sobald 

al < 6... on al <6 (3) 
gilt; oder auch anders: Zu &> 0 muß ein r > 0 existieren derart, daß 

AM) — KM <e 


ist, sobald für den Abstand MM’ <r gilt. 

Dabei wird vorausgesetzt, daß der Punkt M (%1, «.., %,) zur Menge M gehört; ins- 
besondere kann er auch mit dem Punkt M’ zusammenfallen. Mit Rücksicht darauf, 
daß der Grenzwert der Funktion im Punkt M’ gleich ihrem Wert in diesem Punkt ist, 
wird die übliche Forderung, daß. M von M’ verschieden sein soll, hier unnötig. 

Sieht man die Differenzen x, — 1, ...,2, — x! als Zuwächse Az, ...,2, der un- 
abhängigen Veränderlichen an und die Differenz 


f(&ı, ... %n) Böse f&; ... 2%.) 


als Zuwachs der Funktion, so kann man (ebenso wie im Fall von Funktionen einer 
einzigen Veränderlichen) sagen, die Funktion sei stetig, wenn einem unendlich kleinen 
Zuwachs der unabhängigen Veränderlichen ein unendlich kleiner Zuwachs der Funk- 
tion entspricht. 

Die oben definierte Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt M’ is sozusagen eine 
Stetigkeit in der Gesamtheit der Veränderlichen z,, ..., x,. Wenn sie vorliegt, so ist 
gleichzeitig auch 


lim fx, 2, ...,2%5) = MR 2 ...,%), 

Ly>2ı 

lim f(z,, &, &% +.,2%) = Han 2% 2... &%), 

es 
usw.; denn hierbei wird jeweils nur eine bestimmte Art vorgeschrieben, in der sich M 
dem Punkt M’ nähert. Mit anderen Worten, eine stetige Funktion ist insbesondere 
in jeder einzelnen Veränderlichen x; stetig, in bezug auf jedes Paar von Veränder- 
lichen x;, x; stetig, in bezug auf jedes Tripel, Quadrupel usw. 

Mit Beispielen stetiger Funktionen haben wir uns schon befaßt. So war in Nr. 167, 
Beispiel 1, die Stetigkeit der ganzen und der gebrochenen rationalen Funktionen von 
n Argumenten in allen Punkten des n-dimensionalen Raumes nachgewiesen worden 
(die der gebrochenen Funktionen mit Ausnahme derjenigen Punkte, in denen der 
Nenner O0 wird), ferner in Beispiel 2 die Stetigkeit der Potenzfunktion x? in allen 
Punkten der rechten Halbebene (x > 0). 


Ergänzt man die in der ganzen Ebene mit Ausnahme des Ursprungs definierte Funktion 


| es 9 
f(x, y) Ey (für 22 + y? > 0) 

durch die Festsetzung f{0, 0) = 0, so erhält man ein Beispiel für eine unstetige Funktion. Sie 
ist im Ursprung unstetig; denn nach Nr. 167, Beispiel 4, hat sie für x — 0, y — 0 keinen Grenz- 
wert. Hier beobachten wir nun ein interessantes Phänomen. Die betrachtete Funktion f(x, %) 
ist zwar im Punkt (0, 0) in bezug auf beide Veränderlichen nicht stetig, aber in diesem Punkt 
sowohl in x als auch in y einzeln stetig; das folgt aus f{x, 0) = f{(0, y) = 0. Im übrigen ist das 
durchaus verständlich, wenn man bedenkt, daß bei der Stetigkeit in (0, 0) in x bzw. in y ein- 
zeln nur die Annäherung an den Punkt (0, 0) längs der x- bzw. der y-Achse in Betracht gezogen 
wird, während unendlich viele andere Arten der Annäherung beiseite gelassen werden. 


227 
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Wenn für eine Funktion f{M) für gegen M’ strebendes M kein wohlbestimmter endlicher 

Grenzwert 
lim /(M) 
M—M' 

existiert, so sagt man, die Funktion sei im Punkt M’ unstetig, selbst wenn f{M) im Punkt M’ 
nicht definiert ist (vgl. die Bemerkung in Nr. 66). 

Die Unstetigkeitspunkte einer Funktion können isolierte Punkte sein, wie im vorigen Bei- 
spiel, können aber auch eine Linie, eine Fläche usw. ausfüllen. So haben z. B. die Funktionen 
zweier Veränderlicher 


x” + y° 1 
22’ at? —1 


folgende Unstetigkeitsstellen: die erste die Geraden y = +, die zweite den Kres® -Y” =1. 
Für die Funktionen dreier Veränderlicher 


x -+y-+2z 1 
y—-z2' @+yp—22 
erfüllen die Unstetigkeitsstellen folgende Flächen: das hyperbolische Paraboloid z = xy bzw. 
den Regel 2? = x? + 2. 


170. Das Rechnen mit stetigen Funktionen. Der Satz über die Stetigkeit der Summe, 
der Differenz, des Produktes und des Quotienten zweier stetiger Funktionen (vgl. 
Nr. 67) läßt sich leicht formulieren und beweisen; das möge der Leser selbst tun. 
Wir gehen nur auf die Verkettung stetiger Funktionen näher ein. Wie in Nr. 164 
nehmen wir an, neben einer in einer Menge N von n-dimensionalen Punkten M(x,, ..., 
x„) gegebenen Funktion u = f(x}, ..., %,) seien noch n Funktionen 
% = Als sim) + m Yrltı, u. Im) (4) 


in einer Menge ? von m-dimensionalen Punkten P(t,, ..., 2m) definiert, und der Punkt 
M mit den Koordinaten (4) liege nicht außerhalb der Menge MN. 


Satz. Sind die Funktionen 9,(P) W =.1,.:.,n) sämtlich im Punkt P’'(t, ...,t) 
aus P stetig und ist die Funktion f{M) im entsprechenden Punkt M'(x1, ..., x,) mit den 
Koordinaten 


= tl esin) + el.) 
stetig, so ist auch die mittelbare Funktion 


u— Mpıltı ee dm)s 05 Pal en m)) = FplP) --., PalP)) 
im Punkt P’ stetig. 
In der Tat existiert zu gegebenem & > 0 zunächst eine Zahl ö > 0 derart, daß aus 


(3) die Beziehung (2) folgt (da f stetig ist). Da die Funktionen g,, ..., 9, stetig sind, 
gibt es zu diesem ö eine Zahl 7 > 0 derart, daß aus . 


h-tl<mes im tml<n .(5) 
die Ungleichungen 
‘1 . I un | = IYıltı, ..., En) — oıltı, eo Em )l en Ö, an 


In — ul = pille tn) — Pallls ee |< 6 
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folgen. Dann ergibt sich aber aus (5) auch 
Yzı; ..., Ch) ae: fz4; “.., zn) 


= IMoıtı, ..., Im)» ..., Oultı, ..., 1m)) ze Hot, ..., En)» o..,; o.(t, ..., 1) < Es, 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


171. In einem Bereich stetige Funktionen. Die Sätze von Bolzano-Cauchy. Man sagt, 
eine Funktion f(x,, ..., 2%.) sei auf einer Punktmenge M des n-dimensionalen Raumes 
stetig, wenn siein jedem einzelnen Punkt dieser Menge, welcher Häufungspunkt dieser 
Menge ist, stetig ist. Von jetzt ab werden wir uns auf den Fall beschränken, daß die 
Menge M ein offener oder abgeschlossener (zusammenhängender) Bereich (Nr. 163) 
ist, ähnlich wie wir stetige Funktionen einer einzigen Veränderlichen in einem Inter- 
vall betrachtet haben. 

Wir wollen jetzt einige Eigenschaften von Funktionen mehrerer Veränderlicher 
untersuchen, die in einem Bereich des n-dimensionalen Raumes stetig sind. Sie sind 
den Eigenschaften der Funktionen einer einzigen Veränderlichen, die in einem Inter- 
vall stetig sind (Kap. II, $ 5), völlig analog. 

Bei der Darlegung beschränken wir uns der Kürze halber auf den Fall zweier un- 
abhängiger Veränderlicher. Die Ergebnisse lassen sich ohne weiteres auf den all- 
gemeinen Fall übertragen. Einige Hinweise in dieser Richtung werden nebenbei 
gegeben werden. 

Wir formulieren zunächst einen Satz, der dem ersten Satz von BOLZANO-CAUCHY 
für Funktionen einer Veränderlichen (Nr. 80) analog ist. 


Satz. Die Funktion f(x, y) sei in einem zusammenhängenden Bereich D definiert 
und stetig. Wenn die Funktion in zwei Punkten Mo(%o, Yo) und M,(&ı, Yı) dieses Bereichs 
Werte verschiedenen Vorzeichens annimmt, wenn also etwa 


(2o» Yo) — 0, (21; Yı) > 0 


ist, so gibt es in diesem Bereich auch einen Punkt M’(x’, y’), in dem die Funktion den 
Wert O annimmt: f(x’, y') =. 


Den Beweis führen wir auf den Fall einer Funktion einer unabhängigen Veränder- 
lichen zurück. 


Abb. 97 


Da der Bereich D zusammenhängend ist, kann man die Punkte M, und M, durch 
einen Streckenzug verbinden, der ganz in D liegt (Abb. 97). Durchläuft man den 
Streckenzug, so nimmt entweder in irgendeinem seiner Eckpunkte die Funktion den 
Wert 0 an (damit wäre der Satz bewiesen), oder aber dies ist nicht der Fall. Dann muß 
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es aber eine Strecke des Streckenzugs geben, an deren Endpunkten die Funktion 
Werte verschiedenen Vorzeichens annimmt. Wir ändern die Bezeichnung der Punkte 
und nehmen an, M, und M, seien gerade die Endpunkte dieser Strecke. Ihre Glei- 
chungen lauten (vgl. Nr. 161) 


z=u +1 —%) Y=Y + tYyı — Yo) ((sStsS1). 


Wenn der Punkt M(z,y) diese Strecke durchläuft, so geht unsere ursprüngliche 
Funktion f(x, y) in eine mittelbare Funktion der einen Veränderlichen t über: 


Fi) = fxo + 421 — 20), yo + Hyı — Yo)) 0<stS1). 


Sie ist (nach dem Satz aus Nr. 170) stetig, da sowohl f(x, y) als auch die linearen 
Funktionen von i, die an Stelle ihrer Argumente eingesetzt wurden, stetig sind. Für 
F(t) gilt aber 


F(0) = fa %) <0, Fl) = Man yı) >. 


Wenn wir auf die von der einzigen Variablen i abhängende Funktion Ft) den in 
Nr. 80 bewiesenen Satz anwenden, so können wir schließen, daß F(t’) = 0 ist für 
einen Wert t’ zwischen O0 und 1. Nach Definition der Funktion Ft) gilt somit 


fzo + (21 — %), Y% + !lyı — Yo)) =. 


Der Punkt M’(«’,y’), wobei "=, +l'(&ı —%) und y = +t!lyı - Yo) Ist, 
leistet das Gewünschte. 

Hieraus erhalten wir wie in Nr. 82 den zweiten Satz von BOLZANO-CAUCHY, den 
man übrigens auch direkt hätte erhalten können. 

Der Übergang zum n-dimensionalen Raum (n > 2) bereitet keinerlei Schwierig- 
keiten; denn in einem n-dimensionalen zusammenhängenden Bereich können die 
Punkte ebenfalls durch einen „Streckenzug‘‘ verbunden werden, und das Problem 
reduziert sich auf die Untersuchung eines Gliedes dieses Streckenzugs, längs dessen 
die Funktion nur von einem einzigen Parameter abhängt. 


172. Der Satz von Bolzano-Weierstrass. Für die weiteren Darlegungen benötigen wir 
die Verallgemeinerung des Satzes von BOLZANO-WEIERSTRASS (Nr. 41) auf den Fall 
einer Folge von Punkten im Raum beliebiger (endlicher) Dimension; wir beschränken 
uns auch hierbei wieder auf den ebenen Fall. | 


Satz. Aus jeder beschränkten Punktfolge 
M ı(&,, Yı) ’ M;(%xs, %) se Mn; Ya)» > 


kann man eine Teilfolge 


Mn. Yaı)> Mn. Ya); | Mn (&nı Ynr)s al 
(m <n<-<m<.-;n.> 0) 


auswählen, die gegen einen Grenzwert konvergiert. Dieser ist natürlich ein Häufungspunkt 
der Folge. 


Erster Beweis. Dabei übertragen wir die in Nr. 41 im Eindimensionalen durch- 
geführten Überlegungen auf unseren zweidimensionalen Fall. Da die gegebene 
Punktfolge beschränkt ist, gibt es ein (endliches) Rechteck [a,b; c,d], in dem sie voll- 
ständig erhalten ist. Wir halbieren sowohl das Intervall[a, b] der x-Werte als auch das 
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Intervall [c, d] der y-Werte: 
a—+b a—+b d 
6 5 | Eu | und B —; | - i 4 


Wenn wir jede Hälfte des ersten Intervalls mit jeder Hälfte des zweiten kombinieren, 
erhalten wir die vier Rechtecke 


(1) B ei c, u (II) En. b; c, u 


3 3 2 2 
ab d 
(II) B A A |. (IV) 2, b: Is, | 


in die das ursprüngliche Rechteck [a, b; c, d] zerlegt wurde (Abb. 98). 


Mindestens in einem dieser Teile muß eine unendliche Menge von Punkten der ge- 
gebenen Folge erhalten sein; denn sonst wären im ganzen Rechteck nur endlich viele 
dieser Punkte enthalten. Es sei [a,, bı; cı, d,] dasjenige der Rechtecke (I), (IT), (III), 
(1V) (oder eines davon, wenn es mehrere geben sollte), in dem eine unendliche Menge 
von Punkten unserer Folge enthalten ist, 

Dieses so erhaltene Rechteck teilen wir wieder durch Seitenhalbierung in vier klei- 
nere Rechtecke und greifen von diesen dasjenige (oder eines von mehreren) heraus, 
das unendlich viele Punkte der gegebenen Folge enthält; wir bezeichnen es mit [a,, b;; 
Ca, da]. 

Diesen Prozeß der sukzessiven Zerlegung der Rechtecke setzen wir unbegrenzt fort. 
Nach % Schritten haben wir das Rechteck [a,, b;; c,, d,] erhalten, in welchem eine un- 
endliche Menge von Punkten M, enthalten ist. Die Abmessungen dieses Rechtecks, 


b—a d—c 


Henn: u Er u 


streben für k — oo gegen 0. | 

Wir wenden jetzt den Intervallschachtelungssatz aus Nr. 38 einzeln auf die Folge 
der Intervalle [a,, b,] der x-Werte und auf die Folge der Intervalle [c,, d,] der y-Werte 
an. Dann folgt, daß die Endpunkte a, und b, sowie die c, und d, gegen gemeinsame 
Grenzwerte streben: 


lim A, = lim br 7) und lim 6. = lım di = Y. (6) 
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Man kann somit sagen, daß sich die Folge der Rechtecke {[a;, 5x; x, d«]} auf den 
Punkt M(Z, 7) „zusammenzieht‘“, 

Jetzt nehmen wir als M„, einen beliebigen Punkt unserer Folge, der in dem Recht- 
eck [a,, b1; c1, dı] liegt, ferner sukzessive die Punkte M„,, Mn,, ..., wobei wir im all- 
gemeinen Fall als M„,(&n,, Yn,) einen beliebigen Punkt der Folge wählen, der auf die 
schon früher ausgewählten Punkte folgt und im k-ten Rechteck [a,, dx; 6x, d,] ent- 
halten ist. Das kann man tatsächlich tun, da jedes der Rechtecke unendlich viele 
Punkte M,„ enthält. Wegen a, S x, S 5b, und c, S %,, = d;, ist nach (6) 

lim, = lmy,=)9: 

k—>00 k—>o0 
so daß die ausgewählte Teilfolge {M,„,} gegen den Punkt M(&, y) als Grenzwert kon- 
vergiert (vgl. Nr. 166). 


Zweiter Beweis. Einfacher kommt man zum Ziel, wenn man den Satz benutzt, 
der in Nr. 41 für den eindimensionalen Fall bewiesen wurde. Sind die Punkte unserer 
Folge in dem endlichen Rechteck [a, b; c, d] enthalten, so ist 


asus 2b, ey, Sa Mir 2, 3.) 


Wenden wir den Satz aus Nr. 41 zuerst auf die Folge {x,} an, so erhalten wir eine 
Teilfolge {x,,}, die gegen einen Grenzwert & konvergiert. Somit haben für die Teilfolge 
der Punkte 


(Un, Yn,); (&n, Yn,); ... (In, Yn.)» .. 


die ersten Koordinaten schon einen Grenzwert. Nun wenden wir denselben Satz auf 
die Folge {y„,} der zweiten Koordinaten an und können eine Teilfolge {y,„, } auswählen, 
die gegen einen Grenzwert % strebt. Dann strebt offenbar die Teilfolge der Punkte 


(Cars Yarı) (Cnxs Ynxa)s ...,; (Ann Yarn)s ... 


gegen den Grenzwert (Z, 7). 

Beide Überlegungen lassen sich leicht auf den n-dimensionalen Raum (n > 2) über- 
tragen. Bei der ersten ändert sich nur die Anzahl der Teile, in die der n-dimensionale 
Quader zerlegt wird, wenn jedes der ihn definierenden Intervalle halbiert wird; im 
allgemeinen Fall gibt es n dieser Intervalle, also 2” Teile. 


173. Die Weierstraßschen Sätze. Mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes kann man 
zunächst für Funktionen zweier Veränderlicher den Zwischenwertsatz (ersten Satz von 
WEIERSTRASS) beweisen. 


Satz. Ist eine Funktion f{x,y) in einem beschränkten abgeschlossenen (nicht not- 
wendig zusammenhängenden) Bereich D definiert und stetig, so ist sie beschränkt, d. h., 
ıhre sämtlichen Werte liegen zwischen zwei endlichen Grenzen: 


msf&,y) sM. 
Wir beweisen diesen Satz indirekt, durch Überlegungen, die denen aus Nr. 84 völlig 


analog sind. Die Funktion f(x, y) sei also nicht beschränkt, wenn der Punkt (x, y) in 
D variiert. Dann ließe sich zu jedem rn in D ein Punkt M,(x,, y.) finden derart, daß 


Mn, Ya)| > n (7) 


ist. Nach dem Satz aus Nr. 172 könnte man aus der beschränkten Folge {M,„} eine 
Teilfolge {M „,} auswählen, die gegen einen Grenzpunkt M(z, 7) konvergiert. 
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Dieser Punkt M müßte im Bereich 2 liegen. Denn sonst wären alle Punkte M,, 
von M verschieden, und M wäre ein Häufungspunkt des Bereichs D, der nicht zu D 


ee entgegen unserer Voraussetzung über die Abgeschlossenheit von 2 (vgl. 
Tr. 


Da f(x, y) in M stetig ist, gilt 


IM.) = Many Yu) > HM) = 16, 9), 
im Widerspruch zu (7). 


Der zweite Weierstraßsche Satz läßt sich mit Hilfe des vorhergehenden Satzes 
genau so formulieren und beweisen wie in Nr. 85. 


Bemerkung. Beide Weierstraßschen Sätze lassen sich ohne wesentliche Ände- 
rung der Überlegungen auch auf den Fall übertragen, daß die Funktion in einer be- 
— PIE, abgeschlossenen Menge M (die also kein Bereich zu sein braucht) 
stetig Ist. 

Ebenso wie bei Funktionen einer einzigen Veränderlichen heißt die Differenz 
zwischen der oberen und der unteren Grenze der Werte einer in einer Menge M 
definierten und beschränkten Funktion f(x, y) die Schwankung der Funktion in (auf) 
dieser Menge. Ist M beschränkt und abgeschlossen (insbesondere ein beschränkter ab- 
geschlossener Bereich) und ist f in M stetig, so ist die Schwankung einfach die Diffe- 
renz zwischen dem größten und dem kleinsten Wert. 


174. Die gleichmäßige Stetigkeit. Wir wissen, daß die Stetigkeit einer Funktion f(x, y) 
in einem bestimmten Punkt (x,, Y,) einer Menge M, in der sie gegeben ist, in der 
„‚e-ö-Sprache“ folgendermaßen definiert werden kann: Zu jedem e> 0 gibt es ein 
ö > 0 derart, daß die Ungleichung | 


If, Y) = (zo, Yo)l <e 
für jeden Punkt (z, y) aus M erfüllt ist, für den 


ea <ö, Yy-Yl<ö 


gilt. Nun sei f(x, y) auf der ganzen Menge M stetig; dann entsteht die Frage, ob man 
zu gegebenem e > 0 ein 6 > 0 finden kann, welches für alle Punkte (x,, 4.) aus M 
das Gewünschte leistet. Ist das für jedes e möglich, so sagt man, f(x, y) sei in M 
gleichmäßig stetig. 


Satz von CAnTor. Ist eine Funktion f(x, y) in einem beschränkten abgeschlossenen 
Bereich D stetig, so ist sie dort gleichmäßig stetig. 


Beweis (indirekt). Für ein e > 0 möge kein 6 > 0 existieren, das gleichzeitig für 
alle Punkte (x,, y,) von D geeignet ist. Wir betrachten nun eine monoton fallend gegen 
0 strebende Folge positiver Zahlen ö,. Da keine von ihnen gleichzeitig für alle Punkte 
(29, Y0) aus D das Gewünschte leisten kann, gäbe es zu jedem ö, in D einen: wohl- 
bestimmten Punkt (x,, y,), für den 6, nicht das Verlangte leistet. Das würde aber 
bedeuten, daß esin D einen Punkt (z,, y,) gäbe, für welchen zwar 


x, : %| < Ön und |Yn En Yn] < Ön; 
aber 
fan; Yn) Eu &n Yn)| = € (8) 


wäre. Da aber die Folge {(x,, y„)} beschränkt ist, könnte man nach dem Satz von 
BoLZANo-WEIERSTRASsS eine Teilfolge {(x.,; Yn,)} herausgreifen derart, daß x,, —%, 
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Yn, — % gelten würde, wobei der Limespunkt (z, %) auf Grund der Abgeschlossenheit 
von D zu D gehören würde. 

Da ferner |x7, — &n,| < 6n, und |yn, — Yn,| < Ön, wäre und mit wachsendem k 
natürlich n, — oo und 6,, — 0 gilt, würde 


’ ' 
& — %n, >09 und %Yn,— 4m. >®; 


also auch x}, > Z und y„, > Y folgen. Da f(x, y) in (£, 9) stetig ist und dieser Punkt zu 
D gehört, würde dann sowohl /(x,,, 4n,) > H&, 9) als auch f(x, 4n,) > HZ, 9) gelten 
und somit 


(&n,; Yn,) Fi Mas Yn,) = 0, 
was aber der Ungleichung (8) widerspricht. Damit ist der Satz bewiesen. 


Zur Formulierung einer Folgerung aus diesem Satz benötigen wir den Begriff des 
Durchmessers einer Menge: Darunter versteht man die obere Grenze der Abstände je 
zweier beliebiger Punkte der Menge. 


Folgerung. Ist f{x,y) in einem beschränkten abgeschlossenen Bereich D stetig, so 
gibt es zu gegebenem e > 0 ein 6 > O derart, daß bei jeder Zerlegung von D in abgeschlos- 
sene Teilbereiche D, ..., D„, die höchstens Randpunkte gemeinsam haben und deren 
Durchmesser kleiner als ö sind, die Schwankung von f(x, y) in jedem einzelnen dieser 
Teilbereiche kleiner als e ist. 


Es genügt, für ö die in der Definition der gleichmäßigen Stetigkeit vorkommende 
Zahl ö zu nehmen. Ist der Durchmesser des Teilbereichs 2; kleiner als ö, so ist die 
Entfernung je zweier seiner Punkte (x, y) und (x,, Y.) kleiner als ö, 


Ye — x” +WYy—-%Y)<ö6. 


Hieraus folgt erst recht |e — x,| <6 und |y — %,| < ö, also die Ungleichung 
If®, Y) WE (X Yo) |< e. Wählt man also (x, Yy) und (%o» Yo) So, daß (Xo» Yo) bzw. 1%; Y) 
der größte bzw. der kleinste Funktionswert in 2; ist, so hat man die gewünschte 
Aussage. 

Man sieht leicht, daß sich dieser Satz ohne Änderung (ähnlich dem Satz von WEIER- 
STRASS) auf den Fall einer Funktion übertragen läßt, die auf einer beliebigen be- 
schränkten abgeschlossenen Menge M stetig ist. 


175. Der Überdeckungssatz. Der in Nr. 88 bewiesene, so äußerst nützliche Satz läßt 
sich ebenfalls auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern. Wir betrachten den 
zweidimensionalen Fall. 

Es sei & ein System offener Bereiche o; ist jeder Punkt einer Menge Al in einem 
dieser Bereiche o enthalten, so sagt man, & überdecke M. 


Überdeckungssatz (BoREL). Wird eine beschränkte abgeschlossene Menge M von 
Punkten der Ebene durch ein unendliches System & = {co} offener Bereiche überdeckt, so 
gibt es ein endliches Teilsystem 

ZF — (01, 09... On} 5 
das ebenfalls schon M überdeckt. 


seiBeweis (indirekt). NM möge also nicht durch endlich viele o aus & überdeckbar 
n. Da M beschränkt ist, ist A in einem Rechteck [a,b; c,d] enthalten. Durch 
Halbierung der beiden Intervalle [a, 5] und [c, d] zerlegen wir dieses Rechteck, ebenso 
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wie beim Beweis des Natzes von BOLZANO-WEIERSTRASS (Nr. 172), in vier Rechtecke. 
Dabei wird auch M in Teilmengen zerlegt, diein diesen Teilrechtecken enthalten sind. 
Dabei kann es durchaus weniger als vier solcher Teilmengen geben, beispielsweise, 
wenn ein Teilrechteck keinen Punkt von M enthält. Mindestens eine dieser Teilmen- 
gen, etwa Al, wäre jedoch nicht durch endlich viele « überdeckbar, denn sonst wäre 
ganz M durch endlich viele o überdeckbar. Das Rechteck, das M, enthält, bezeichnen 
wir mit [a,, db; c1, dı]. 

Wir zerlegen es wieder in vier Teilrechtecke, von denen mindestens eines, das wir 
mit [a,, d2; c,, dz] bezeichnen, eine Teilmenge M, von M enthalten müßte, die nicht 
durch enlich viele o überdeckbar ist. 

Wenn wir diesen Prozeß unbeschränkt fortsetzen, kommen wir mit dem %k-ten 
Schritt zu einem Rechteck [a,, b,; cy, d,], das eine Teilmenge M, von A enthält, 
welche nicht durch endlich viele o überdeckbar ist. Wie in Nr. 172 könnten wir 
nn daß sich das Rechteck [a,, b;; cx, d,] auf einen Punkt (2,Y) zusammenzieht, 

ür den 


lima,=lmb, =z, img =limd, =% 


gilt. Der Punkt M (2, Y) gehört aber zu M; denn für jede Umgebung (# — 6,2 +6; 
9 — 6,446) von M ist für hinreichend große k 


2—-ö<n, <bd. <ird, J-6I<u <IK<THtGS, 


so daß in dieser Umgebung die Teilmenge #, von M, die auf Grund unserer Kon- 
struktion tatsächlich aus unendlich vielen Punkten besteht, enthalten wäre. Daher 
wäre M Häufungspunkt von M, auf Grund der Abgeschlossenheit von M also ein 
Punkt von M. _ 

Dann wäre aber M in einem der Bereiche o, etwa in o,, enthalten. Da o, offen ist, 
enthält o, auch eine ganze Umgebung 


—-9,2+6;9—6,%9+06) 


von M. Wie oben läßt sich leicht zeigen, daß für hinreichend großes k das Rechteck 
[ax, dx; Ca, dx] in dieser Umgebung läge, also auch die darin enthaltene Teilmenge M; 
von M. 

Somit könnte M, von einem einzigen Bereich o, überdeckt werden, während A; 
so gewählt sein sollte, daß A, nicht durch endlich viele o überdeckt werden konnte. 
Mit diesem Widerspruch ist der Satz bewiesen. 

In den Anwendungen des Überdeckungssatzes, die der Leser in Nr. 176 und in 
anderen Teilen dieses Werkes findet, die ist Menge NM meist ein abgeschlossener 
Bereich. Gelegentlich wenden wir ihn aber auch auf andere abgeschlossene Mengen, 
beispielsweise stetige Kurven, an. 


176. Weitere Beweise der grundlegenden Sätze. 
1. Der erste Zwischenwertsatz. Die Funktion f{x,y) sei in einem beschränkten ab- 
geschlossenen Bereich D stetig. Dann kann jeder Punkt (x’, y’) dieses Bereichs in eine 
Umgebung o’ eingebettet werden derart,daß innerhalb ihrerGrenzen bei vorgegebenem 
e>oO 

Ma,y) - ea, y)i<e 
oder 

Key) —-e<fouy) <<), y)+e 


gilt. Somit ist f(x, y) im Bereich o’ beschränkt. 
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Wenden wir den Borelschen Überdeckungssatz auf das System £ = {c’} dieser 
Umgebungen an, so können wir aus & endlich viele Umgebungen o,, 0%, ..., ©) auS- 
wählen, die zusammen den ganzen Bereich D überdecken. Ist 


m S/&,y) SM; no (=1,2,..,n), 


so gilt in D, wenn wir die kleinste der Zahlen m; mit m und die größte der Zahlen M, 
mit M bezeichnen, 


was zu beweisen war. 


2. Der Satz von CANTOR. Es sei &e > 0 beliebig gegeben. Zu jedem Punkt (z’, /’) 
existiert eine Umgebung 


Pen (x’ na; Ö, a’ — Ö; y' ei Ö, y 4- Ö) 
derart, daß zu jedem ihrer Punkte (x, y) (aus D) die Ungleichung 


fa) - I@, vl <Z 


gilt. Ist (x), 45) ein anderer Punkt dieser Art, so daß also auch 


fe‘, y') — fa: yo)l < Z 
gilt, so ist 
2, y) — Mao Yyo)l< ee. (9) 


Wir ersetzen jedes Rechteck o’ durch ein Rechteck mit demselben Mittelpunkt und 
einem Viertel der Fläche, 


+ _ or _ I ud... ö? 
#-(r gr y— 3:YyH 3). 


Das System & = {7’} dieser offenen \ Rechtecke überdeckt den Bereich 2. Nach dem 
Überdeckungssatz können wir aus & ein endliches System von Rechtecken 


= (n-&, +; vi =, +3) 
mit derselben Eigenschaft auswählen. Schließlich bezeichnen wir die kleinste aller 
Zahlen = mit Ö. 
Es seien (x, y) und (x,, %0) zwei beliebige Punkte des Bereichs D, für welche 
wal<d, Yyyl<od (10) 
gilt. Der Punkt (2), Y,) gehört einer der Umgebungen 7; an, etwa der Umgebung 


= Ö;, Öi,, Ö;, ö;, 
co, = (= a, u. 5: Yu 2% + 2). 
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so daß 


Ö;, Ö 
ro — 2] < 2°’ Yo — Yyı| < Fr 


6; ; 
gilt. Aus (10) folgt wegen ö < > offenbar |r — x,| < , y— y| < = und dem- 


nach | a x;,| < Öl: IY Bi Yi,l < Opa Die Punkte x, und {x lieven offenbar 
beide in einer der ursprünglich definierten Tea (%» Yo) liege e 


(zi, — Öl Li, Eu öi,; Yi, er ö;,; Yi, Tr 6,.); 


es gilt also die Ungleichung (9). 


Somit kann man zu e > 0 unabhängig von der Lage des Punktes (x,, %,) ein solches 
ö > 0 auswählen; damit ist bewiesen, daß die Funktion f(x, y) gleichmäßig stetig ist. 


$3. Ableitungen und Differentiale von Funktionen 
mehrerer Veränderlicher 


177. Partielle Ableitungen und partielle Differentiale. Zur Vereinfachung der Schreib- 
weise und der Darlegung beschränken wir uns hier auf Funktionen dreier Veränder- 

_ alles hierfür Gesagte gilt aber auch für Funktionen beliebig vieler Veränder- 
icher. 

Es sei in einem beliebigen (offenen) Bereich D eine Funktion u = f(x, y, 2) ge- 
geben; wir wählen in diesem Bereich den Punkt M,(&,; %; 2,). Erteilen wir y und z 
die konstanten Werte y, und 2, und variieren x, so hängt u (in einer Umgebung von 
%,) nur von der einen Veränderlichen x ab. Man kann jetzt die Aufgabe stellen, die 
Ableitung von u im Punkt x = x, zu berechnen. Addiert man zu diesem Wert x, den 
Zuwachs Az, so erhält die Funktion den Zuwachs 


A,u = A,f(& Yo 2) = Fo + L%, Yo» 20) — Mo» Yo» 20)» 


den man partiellen Zuwachs (bezüglich x) nennen könnte, weil er durch die Ände- 
rung des Wertes einer einzigen Veränderlichen hervorgerufen wird. Nach Definition 
der Ableitung ist diese der Grenzwert (natürlich mit der Einschränkung ‚,‚sofern er 
existiert‘) 

A,u 


lim ur lim (2 du Az, Yo» 20) Eu 20» Yo» %o) ‚ 
40 4X 40 Ax 


Diese Ableitung wird partielle Ableitung der Funktion f{x,y,2) nach x im Punkt 
(X Yo 20) genannt. 

Wie wir sehen, sind in dieser Definition nicht alle Koordinaten gleichwertig; y, und 
2, sind fest, während x variabel ist und gegen x, strebt. 


Die partielle Ableitung bezeichnet man mit einem der Symbole!) 


7) 5) ) £ 
—; zo, Yo: 20). [77 [z(%o; Yo 20); Du, D,f(xo; %Y» 20): 
0X oh 


1) Der Vorschlag, an Stelle von d dieses runde 0 zur Bezeichnung der partiellen Ableitung zu 
benutzen, stammt von CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804--1851, deutscher Mathematiker). 
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Der Buchstabe x, der in dieser Beziehung als Index auftritt, weist darauf hin, nach 
welcher Veränderlichen die Ableitung gebildet werden soll; er hat nichts damit zu 
tun, in welchem Punkt die Ableitung berechnet wird.!) 

Analog betrachtet man den Grenzwert 


A,u ne (to, Yo + Ay, 20) — (%o, Yo; 20) 
Ayo Ay 4y>0 Ay 
wenn x und z als konstant angesehen werden und y variabel ist. Diesen Grenzwert 


nennt man die partielle Ableitung der Funktion f(x, y,2) nach y im Punkt (x,, %, 20); 
man bezeichnet diese Ableitung mit 


ou Of(xo; Yo» zo) 

y' Oy 
Entsprechend wird die partielle Ableitung von f(x, y,2) nach z im Punkt (x, Yo, 2%) 
definiert. 


Die Berechnung der partiellen Ableitungen bietet im Grunde nichts Neues gegen- 
über der Berechnung der gewöhnlichen Ableitung. 


; U, [y(%o; Yo 20); D,u; D,f&o; Yo» 29) ® 


Beispiele. 

1. Es sei v = 2 (x > 0); die partiellen Ableitungen dieser Funktion sind 
SS N LE EN 
0X 0 


Die erste von ihnen berechnet man wie die Ableitung einer Potenz von x (für y = const), die 
zweite wie die Ableitung der Exponentialfunktion von % (für & = const). 


x [) 
2. Ist vu = arctan —, so ist 
Y 


ou Y u x 
ZU En ve er ee re 


3. Für v = —————— erhalten wir 


du y+2°?— .? ou — 2ry au — 2rz 


Gem BEE EEE SE GE nn BEE EEE EREREE eu 


Es seiz = y- f{«? — y?), wo f{u) eine willkürliche Funktion ist (die eine Ableitung besitzt). 
Man zeige, daß für 2 immer die Beziehung 


erfüllt ist. 
Nach der Kettenregel (der Strich bezeichnet die Ableitung nach «) gilt nämlich 
02 07 


——oy.!a2 — y).9: = dry: Vlr? — 12 ae 2 _4N —_ Ani. tIma _a\e 
= ya — y?)- 2% = 2ry. Pix? — 2), DY ra? — y?) — 2? - la? — y?); 


N 5 i Ö 
!) Auch hier sind die Symbole — f;, D,f als Ganzes aufzufassen, als Funktionssymbol für 


die partielle Ableitung nach x. Auf solche Hinweise werden wir aber künftig verzichten. 

(Übrigens finden sich in der Literatur auch die Bezeichnungen f, oder D,/, die andeuten 
sollen, daß die Funktion nach der ersten der Veränderlichen, von denen sie abhängt, ab- 
geleitet werden soll. — Anm. d. Red.) 
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hieraus folgt 


0 


en u a « Fir? l 2 ‚ 
du 7 yet te N 


5. Die Seite a eines Dreiecks kann durch die beiden anderen Seiten 5 und c und den ein- 
geschlossenen Winkel & folgendermaßen ausgedrückt werden: 


a = Yb? -+ c? — 2bc - cosa. 


N oa b Aare C a COs &X —— . x1 
Dann ist — = _b-ec ca ca _be-sina 
ob Yb2 + 02 — 2bc - C08 & 4 RX a 


6. Aus der Physik ist die Clapeyronsche Formel pV =: RT (mit R = const) bekannt; sie 
beschreibt den Zusammenhang zwischen dem Volumen V, dem Druck p und der absoluten 
femperatur T' eines Mols eines idealen Gases. Eine der Größen p, V, T kann also als Funktion 
der beiden anderen definiert werden. Sind p, V die unabhängigen Veränderlichen und ist 7 die 


Funktion, = — , so ist 


> R 9 RR 


Sind p und 7 die unabhängigen Veränderlichen, so ist V eine Funktion dieser beiden, V = En s 
und es gilt p 
ı__N I7_E 
op p° ’ Fr » j 
Schließlich seien Y und 7 die unabhängigen Veränderlichen und 9 die Funktion: 9 = N, 
dann ist v 
Ba DE 
oV ze’ or v7 
Hieraus erhält man die in der Thermodynamik wichtige Beziehung 
Op U 7 __RT.R V__RT|_ 


oV oT % V’: op R pV 
Wir weisen nochmals darauf hin, daß die Jacobische Bezeichnung (mit dem runden 2) als 
Funktionszeichen aufzufassen ist, nicht etwa als Quotient oder als Bruch. Die obige Beziehung 
zeigt mit hinreichender Deutlichkeit den wesentlichen Unterschied in der Art der Bezeichnung 
der gewöhnlichen und der partiellen Ableitungen: Würde es sich bei den Ableitungen auf der 
linken Seite um gewöhnliche handeln, so könnte man sie als Quotienten ein und derselben 
Differentiale auffassen; durch Kürzen erhielte man 1. Hier aber steht auf der rechten Seite die 
Zahl —1. Eine partielle Ableitung ist also kein Quotient von Differentialen! 


Das Produkt der partiellen Ableitung = mit einem beliebigen Zuwachs Ar nennt 


man partielles Differential der Funktion u nach x; man schreibt 


ou 
d,u = 2x2 - Ax. 


Wenn man auch hier unter dem Differential dx der unabhängigen Veränderlichen x 
den Zuwachs Ax versteht, so kann man diese Formel in der Gestalt 
ou 
rd 
d,u a, de 
schreiben. 
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Analog ist 


ou ou 
Zy 9 d,u = de. 


Somit’sehen wir, daß man die partiellen Ableitungen ebenfallsin Form von Brüchen 
darstellen könnte: 


d,u = 


d,u du du 
de’ dy’ &’ 

jedoch muß dann unbedingt jeweils angegeben werden, nach welcher Veränderlichen 

das Differential zu bilden ist. 


178. Der vollständige (totale) Zuwachs einer Funktion. Erteilt man, von den Werten 
x = %, Y = Yo, 2 = 2, der unabhängigen Veränderlichen ausgehend, diesen die Zu- 
wächse Az, Ay, Az, so erhält die Funktion u = f(x, y, 2) den Zuwachs 


Ju = Aflty Yo 2%) = Mo + A, Yo + Ay, 20 + Az) — X: Yo: 20) ; 


den man den vollständigen Zuwachs der Funktion nennt. 

Im Fall einer Funktion y = f(x) einer einzigen Veränderlichen gilt [unter der Vor- 
aussetzung, daß in x, eine (endliche) Ableitung f’(x,) existiert] für diesen Zuwachs der 
Funktion die Formel [vgl. Nr. 96, Formel (2)] 


Ay = Afla) = (x) de + a. Aw, 


wobei & von Ax abhängt und für gegen 0 strebendes Az gegen 0 strebt. 
Wir wollen nun eine analoge Formel für den Zuwachs einer Funktion u = f(x, y, 2) 
herleiten: 


Au = Afl&o, Yo: %) 
= fz(%; Yo» 20) * dx + Fy(%os Yo» 20) Ay + Falko» Yo, 20) » Az 
+a-A2c+ß-Ay-+y-4z, (1) 


wobei a, ß, y von Ax, Ay, Az abhängen und gegen 0 streben, sobald alle diese Zu- 
wächse gegen 0 streben. Damit (1) richtig ist, müssen wir aber der Funktion stärkere 
Einschränkungen auferlegen. 


Satz. Existieren die partiellen Ableitungen f,(x, y, 2), J,(&, % 2), fa(&, y, 2) nicht nur 
im Punkt (%,, Yo, 20), sondern auch in einer Umgebung dieses Punktes und sind sie über- 
dies in (%o, Yo, 20) als Funktionen von x, y, 2 stetig, so gilt die Formel (1). 


Zum Beweis schreiben wir den vollständigen Zuwachs Au in der Gestalt 


Au = [ao + A, yo + Ay, 20 + 42) — fo, yo + Ay, 20 + 42)] 
T [/(zo; Yo F Ay, zo 7 Az) = (X, Yo» %0 F Az)] 
+ [os Yo» 20 + 42) — ro, Yo; 20)]. 


Jede dieser Differenzen ist der partielle Zuwachs der Funktion in einer Veränder- 
lichen. Da wir die Existenz der partiellen Ableitungen in einer Umgebung des Punktes 
(%o> Yo» 20) vorausgesetzt haben, können wir für hinreichend kleine Ax, 4 y, Az auf diese 
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Differenzen einzeln den Mittelwertsatz (Nr. 12) anwenden,!) und wir erhalten 
Au = flo + HAx,y + Ay,z2 + Az). Ax 
+ Fnl&o, Yo + 014y, 20 + Az) Ay + falzos Yo» 20 + 0242) - Az. 
Dabei sind 0, 0,, 0, Zahlen zwischen 0 und 1. Setzt man jetzt 


Iz(%o +04Ax, Yt Ay, 20 + 42) Fe J.(%o Yo%o)t 0%; 
fu(&o> Yo + 01Ay, 2, + 42) = Iu(%o> Yo 20) + Ps 
:(&o; Yo» %0 + 6,42) = Jz(%o» Yo; 20) 7 Y» 


so erhält man für Au einen Ausdruck der gewünschten Gestalt (1). Für Az — 0, 
Ay—0, Az—0 streben die Argumente auf den linken Seiten dieser Gleichungen 
gegen %o, Yo, 20 (eben weil 9, 6,, 9, zwischen 0 und 1 liegen). Da die partiellen Ab- 
leitungen in diesem Bereich als stetig vorausgesetzt wurden, streben sie selbst gegen 
die Ableitungen auf der rechten Seite, die Größen «, ß, y also gegen 0. Damit ist alles 
bewiesen. 

Dieser Satz erlaubt übrigens den Schluß, daß aus der Existenz und der Stetigkeit 
der partiellen Ableitungen in einem gegebenen Punkt die Stetigkeit der Funktion in 
diesem Punkt folgt. (Dagegen ergibt sich — vgl. S. 339 — aus der bloßen Existenz 
der partiellen Ableitungen noch nicht die Stetigkeit der Funktion.) Für Ar —0, 
Ay —0, Az —0 gilt in der Tat offenbar auch Au — 0. 

Um Formel (1) etwas kürzer schreiben zu können, führen wir den Abstand 


o = YAx? + Ay? + 422 
der Punkte (x,, %0 29) und (x, + Ax, Yyy + Ay, 2, + Az) ein. Dann können wir schrei- 
ben: | 


A A A 
tyra le Er rn Ze 


Bezeichnen wir noch den Ausdruck in der Klammer rechts mit e, dann wird 


a-Ax+ßB-Ay+y-Az=er0, 


wobei & von Ax, Ay, Az abhängt und gegen 0 strebt, wenn diese Zuwächse gegen 0 
streben oder, kürzer, wenn der Abstand o gegen 0 strebt. Dann läßt sich (1) in folgen- 
der Gestalt schreiben: 


Jdu= Af(zo Yo» 20) Jz(%o; Yo» 2) « Ax Tr f,(%o» Yo» 20) z dy 
+ Fl Yo, 20) d2 + &@ (2) 


mit & -> 0 für og — 0. Die Größe & - e kann offenbar in der Form o(g) geschrieben wer- 
den (wenn man das in Nr. 60 eingeführte Landau-Symbol auf Funktionen mehrerer 
Veränderlicher erweitert). 

Bei unseren Überlegungen hatten wir den Fall nicht ausgeschlossen, daß Az, Ay, Az 


1) Man kann z.B. die erste Differenz als Zuwachs der Funktion fx, y, + Ay; 20 + 42) der 
einzigen Veränderlichen x zwischen dem Punkt x = x, und dem Punkt 2 = x, + Az an- 
sehen. Die Ableitung dieser Funktion, also f,(z, yo + Ay, 20 + Az), existiert nach Voraus- 
setzung für alle Werte von x im Intervall [x,, &o -+ Ay], so daß der Mittelwertsatz anwendbar 
ist. Ebenso schließt man für die übrigen Differenzen. 
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einzeln oder auch alle drei zugleich O sind. Als wir also von den Limesbeziehungen 
x —0, 0, y-0, Ee—>0O 


für d2—0, 4y—0, Az—0 sprachen, meinten wir den erweiterten Limesbegriff, 
der nicht ausschließt, daß die Zuwächse selbst den Wert O0 annehmen können, während 
sie gegen 0 streben. Man vergleiche dazu die analoge Bemerkung in Nr. 96. 


Beim Beweis des Satzes haben wir von der Funktion u, die von mehr als einer Veränder- 
lichen abhängt, mehr gefordert als in dem entsprechenden Fall einer Funktion einer einzigen 
Veränderlichen. Um nun zu zeigen, daß ohne diese Forderungen die Formeln (1) bzw. (2) nicht 
richtig zu sein brauchen, betrachten wir zum Abschluß nachstehendes Beispiel (wobei wir uns 
der Einfachheit halber auf eine Funktion zweier unabhängiger Veränderlicher beschränken). 
Es sei 

xy 
x 4 y? 


Diese Funktion ist in der ganzen Ebene stetig; für (0,0) folgt das aus Nr. 167, Beispiel 5. 
Ferner existieren die partiellen Ableitungen nach x und y ebenfalls in der ganzen Ebene. Für 
x? + y? > 0 ist offenbar 


f(z, y) = für 2 +,7>0, 0,0) =0. 


2xy a?(e* — Y?) 
1.8 Y) = —————— > f,(® en 
et IT TEN 
Im Ursprung gilt /,(0, 0) = f,(0, 0) = 0. Das folgt unmittelbar aus der Definition der partiellen 
Ableitung, denn es ist f(x, 0) = f(0, y) = 0. Nun läßt sich leicht zeigen, daß die partiellen Ab- 
leitungen im Ursprung nicht mehr stetig sind; für die erste beispielsweise braucht man nur 


y==—-0 zu setzen. 
n 


Die Formeln (1) bzw. (2) gelten für unsere Funktion im Punkt (0, 0) nicht mehr. Andernfalls 
müßte nämlich 


4/(0,0) = Au Ay _ &: Vda? + A92 


A +Ay 


sein, wobei e für Ac—0 und Ay-—- 0 verschwindet. Setzt man insbesondere Ay = dx > 0, 
so ist 


1 


wr 


und & strebt für Ar — 0 nicht gegen 0. Auch die Funktion 
Ks, y) = Vleyl 


weist in (0, 0) eine analoge Singularität auf, was sich der Leser selbst überlegen möge. 


— A = 2-2. Aa, also € 


179. Das vollständige Differential. Für eine Funktion y = f(x) hatten wir untersucht, 
ob und wann ihr Zuwachs Ay = Af(z,) = f(x + Ax) — fx) in der Gestalt (vgl. 
Nr. 103) 


Aflz,) = A-Ax + 0(Ax) (A = const) (3) 


darstellbar ist. Es zeigte sich (Nr. 104), daß dies genau dann möglich ist, wenn in 
x = x, die Ableitung f’(x,) existiert und endlich ist; dabei gilt für die in (3) vorkom- 
mende Größe A die Beziehung A = f’(x,). Den linearen Anteil des Funktions- 
zuwachses, also 


A-Ar= PÜ)-Aer=y'- Ar, 


nannten wir Differential dy. 
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Für eine in einem (etwa offenen) Bereich D definierte Funktion f(x, y, 2) mehrerer, 
beispielsweise dreier, Veränderlicher kann man die entsprechende Frage stellen: Wann 


ist der Zuwachs 
Au = Aflzo, Yo %) = (zo + Az, Yo + Ay,2, + Az) — fx, Yo, 20) 
in der Form 


Aflzo, Yo, 20) = A-Ac+ B- Ay+ 0-42 + o(e) (4) 


darstellbar, wobei A, B, C Konstante sind und oe = YAx? + Ay? + 422 ist? 

Wie in Nr. 103 läßt sich leicht zeigen: Wenn eine Darstellung (4) möglich ist, dann 
ENNER in (X, Yo, 20) die partiellen Ableitungen nach jeder Veränderlichen, und es 
iS 

fz(%0» Yo» 20) = 4, l,(20: Yy, %) = B; F:(%0, Yo, 20) = €. 


Setzen wir nämlich in (4) beispielsweise Ay = Az = 0 und Ax =# 0, so erhalten wir 


(0 + Az, Yo, 20) — !(%o> Yo» 20) o(}4x]) 
Ax Zn: Az ’ 


woraus folgt, daß 


| . I(&o + Ar, Yo; 20) — X Yo» 20) 
, : zen 1 0> 90> “0 
J2(X%o» Yo; 20) no Du sau F 


— 4 


existiert. Somit kann eine Darstellung (4) nur in der Gestalt 


Afl&os Yo; 20) 
= !,(&0 Yo: 2) 4X + [y(Xo; Yo, 20) Ay + Fz(%o, Yo, 20) - Az + 0(o) (5) 


vorliegen oder, kürzer, in der Gestalt 
Au=u,-Ax — u, Ay+ u-Az2 + 0(e). (5*) 


Während aber im Fall einer Funktion einer einzigen Veränderlichen die Existenz 
der Ableitung y’ = f’(x,) für das Bestehen der Identität (3) auch hinreichend war, 
gewährleistet die bloße Existenz der partiellen Ableitungen 


u; = [z(%o Yos 20); uU, = [y(%o» Y9 20), % = FrlXo: Yo 20) 


jetzt das Vorliegen der Identität (4) nicht mehr. Das haben wir für Funktionen zweier 
Veränderlicher an den Beispielen in Nr. 178 erkannt. Dort waren auch hinreichende 
Bedingungen für das Bestehen der Beziehung (4) angegeben worden: Die partiellen 
Ableitungen sollten in einer Umgebung des Punktes (x,, Y,, 2.) existieren und in die- 
sem Punkt stetig sein. Nun kann man leicht zeigen, daß diese Bedingungen für die 
Gültigkeit der Formeln (5) oder (5*) keineswegs notwendig sind. Das folgt im Grunde 
schon daraus, daß sie für Funktionen einer Veränderlichen (die man nach Belieben 
auch als Spezialfall von Funktionen mehrerer Veränderlicher ansehen kann) nicht 
notwendig sind. | 

Gilt Formel (5) bzw. (5*), so sagt man, die Funktion ff{x, y, 2) sei im Punkt (x,, %9, 20) 
total (vollständig) differenzierbar und nennt in diesem Fall den Ausdruck 


u,-Ac + u-Ay-+ u,- 42 
2 J(2o» Yo» 20) ü Ax nu [v(%o» %» 20) j Ay + J(2o: Yo» 20) z Az, 
23* 
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d. h. den linearen Anteil des Funktionszuwachses, das totale (vollständige) Differential 
der Funktion; man bezeichnet es mit dw oder mit df(x,, %0, 2o)- 

Für Funktionen mehrerer Veränderlicher sind also die Aussagen „die Funktion 
besitzt in einem Punkt (partielle) Ableitungen nach allen Veränderlichen“ und ‚‚die 
Funktion besitzt ein (totales) Differential‘ keineswegs äquivalent, wie es bei Funk- 
tionen einer einzigen Veränderlichen der Fall ist. Die Existenz eines totalen Differen- 
tials besagt etwas mehr. Allerdings werden wir meist Existenz und Stetigkeit der 
partiellen Ableitungen voraussetzen, und dann ist die (totale) Differenzierbarkeit, d.h. 
die Existenz des totalen Differentials, gewährleistet. 

Unter den Differentialen dx, dy, dz der unabhängigen Veränderlichen versteht man 
beliebige Zuwächse Az, Ay, Az.!) Daher kann man schreiben: 


d/(xo, Yo, 20) = Fal%o, Yos 20) » de + fy(to, Yo» 20) * Ay + Fe(kos Yo, 20) - d2 
oder 
du =u,-de+u,-dy-+ u,-dz. 


Das totale Differential ist also gleich der Summe der partiellen Differentiale (Nr. 177). 


180. Geometrische Deutung im Fall einer Funktion zweier Veränderlicher. Wir wollen 
nun, ähnlich wie in Nr. 91 und Nr. 104 bei der Ableitung und dem Differential einer 
Funktion einer einzigen Veränderlichen, die obigen Ausführungen geometrisch deuten; 
wir wenden uns daher dem Begriff der Tangente an eine Kurve X in einem Punkt M, 
auf X zu. 


Wir hatten die Tangente M,T (Abb. 99) als Grenzlage der Sekante M,M für gegen 0 


strebenden Abstand M,M definiert (Nr. 91). 

Offenbar kann man diese Definition (gleichwertig) auch folgendermaßen formu- 
lieren: 

Eine Gerade M,T heißt Tangente an eine Kurve X im Kurvenpunkt M,, wenn der 
Abstand MP eines veränderlichen Punktes M der Kurve X von der Geraden M,T 


für gegen 0 strebenden Abstand M,M von höherer Ordnung unendlich klein wird als 


M,M (d. h., wenn der Quotient gegen 0 strebt).2) 


0 


1) Identifiziert man das Differential der unabhängigen Veränderlichen x mit dem Differential 
von x als Funktion der unabhängigen Veränderlichen x, y, 2, so kann man nach der allgemei- 
nen Formel die Beziehung 


dr=2,-Ax +2,-Ay+2,-42=1-A4Ar40-Ay+0-42z = Ar 


aufstellen; dann ist die Identität dx = Ar bewiesen. 
®) Das bedeutet nämlich, daß sin, also der Winkel p zwischen der Sekante M,M und der 
Geraden M,T (vgl. Abb. 99) gegen O strebt. 
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Abb. 100 


Wir betrachten jetzt eine Fläche f und einen Punkt M, auf £ (Abb. 100). 
Ähnlich wie die Tangente an eine Kurve definieren wir jetzt die Tangentialebene: 
Eine Ebene M,K heißt Tangentialebene an die Fläche f im Punkt M, von f, wenn 


der Abstand MP eines veränderlichen Flächenpunktes M von dieser Ebene für gegen 
0 strebenden Abstand M,M von höherer Ordnung unendlich klein wird als M,M 


(d. h., wenn der Quotient 


MP 
eren 0 strebt). 
TAT geg ) 


0 

Die Fläche sei in der Form 2 = f(x, y) in rechtwinkligen Koordinaten gegeben (vgl. 

Nr. 160). Wir wählen darauf einen Punkt M,(x,, Yo, 2) [dort ist also 2, = f(x, %0)] 

und untersuchen, unter welchen Bedingungen eine durch M, gehende Ebene /, 
deren Gleichung 


Z— = 4X — x) + B(Y —y) (6) 


lautet, die Definition für die Tangentialebene genügt. 
Wir ziehen ML parallel der z-Achse (vgl. Abb. 100) und fällen von M, auf ML das 


Lot M,N. Da sich MK von MP durch einen von 0 verschiedenen konstanten Faktor 


untersuchen. 


den Quotienten 


unterscheidet, können wir an Stelle von 


0 0 
Nun wollen wir beweisen, daß wir dabei r = MM, durch oe = M,N ersetzen dürfen, 
ohne daß sich die Definition der Tangentialebene ändert. 


MK 
Wenn für M — M, der Quotient 
MK 


gegen 0 strebt, dann gilt das um so mehr für 


strebe gegen 0; wir be- 


,‚ denn es ist r > o. Nehmen wir umgekehrt an, 


weisen, daß dann auch en gegen 0 strebt. Es genügt zu zeigen, daß für MM, 
0 — 


MK MK r. 
u m: 0 SREBEE ıst). 
er ©e 


der Quotient _ beschränkt bleibt (weil 
Q re 

Bis auf das Vorzeichen ist MK gleich 

2 — Z=z— 2 — Alt — %) — Biy — Yo) 
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oder, mit x — u = Ax, y — yy = Ay, 2 — 2. = Az = Afl&o, Yo), gleich 
Az — (Adx + BAy). 


Nach unserer Annahme gilt wenigstens für hinreichend nahe bei M, gelegene Punkte 


M 
Az — (AAx + BAy)] <or= n YAx? + Ay? + 42°, 
also 
/ 2 
2a Ara Aryl), 


um so mehr an der WE Seite) 
A Az 
at al+zli+ 2). 


Hieraus folgt rn < 2(]A| + |B|) + 1 und schließlich 


= yı + (= < 24] + Bl + D,- 


was zu beweisen war. 
Somit ist eine Ebene (6) genau dann Tangentialebene an eine Fläche, wenn der 
Quotient 
Az — (AAx + BAy) 
e 
mit o gegen O strebt, d. h., wenn 


Az = Aflzy Y) = A: Ac + B- Ay + 0(o) 


gilt [vgl. (4)]. 

Wir kommen also schließlich zu folgendem Ergebnis: Eine Fläche z = f{x,Y) hat 
im Punkt My(&o; Yo: 20); wobei 2, = FXo; Yo) ?st, genau dann eine (nicht zur z-Achse 
parallele) Tangentialebene, wenn für <= x,Yy = Y, die Funktion fx,y) ein totales 
Differential hat. 

Da unter dieser Bedingung die Koeffizienten A und B mit den partiellen Ableitun- 
gen „(to %) bzw. f,(Xo, %0) übereinstimmen müssen, lautet die Gleichung der Tan- 
gentialebene 


Z— 2, = [z(%0 Yo) (X — 2) + Flo» Yo) (X — Yo). 
Gewöhnlich läßt man den Index weg und schreibt 
2-2=!.&y)- AK -2) hy) (Y—-Y). (7) 


Man sieht leicht: Schneidet man die Fläche und ihre Tangentialebene mit einer zur 


2-Achse parallelen Ebene durch M,, so erhält man eine Kurve und eine Tangente an 
diese.!) 


!) In Nr. 234 betrachten wir das allgemeinere Problem der Tangenten an beliebige Kurven, 
die auf einer Fläche durch einen gegebenen Punkt gehen. 
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Insbesondere ergeben sich beim Schnitt der Fläche mit den Eb Yyız d 
X = x, Kurven, deren Richtungskoeffizienten gleich i a Y, un 


Tz(%o, Yo) bzw. fy(%o» Yo) 
sind.!) | 
In Abb. 101 stellen die Strecken K,M,, KM, und KM die partiellen Zuwächse und 


den totalen Zuwachs der Funktion dar, die Strecken £ ıN), K:N, und KN die par- 
tiellen Differentiale bzw. das totale Differential (vgl. Nr. 104 und Abb. 44). 


Abb. 101 


181. Ableitungen mittelbarer Funktionen. Die Funktion 
wi N (2, Y, 2) 


sei in einem offenen Bereich D definiert, und jede der Veränderlichen x, y, 2 sei ihrer- 
seits eine Funktion einer in einem Intervall definierten Veränderlichen t: 


z= gl), y=yl), 2= x). 


Außerdem möge für die in Frage kommenden t der Punkt (x, y, 2) nicht außerhalb 2 
liegen. Wir erhalten also eine mittelbare Funktion 


u = f(plt), y), 2) - 


Die Funktion u möge stetige partielle Ableitungen w,, u,, u, besitzen,?) und x,, Y1, 2: 
mögen existieren. Dann kann man die Existenz des (totalen) Differentials der mittel- 
baren Funktion beweisen und es berechnen. 

Erteilen wir t den Zuwachs At, so erhalten x, y, 2 die Zuwächse Ax, Ay, Az und u 
den Zuwachs Au. 

Wenn wir den Zuwachs der Funktion u in der Form (1) darstellen (das können wir 
auf Grund der vorausgesetzten Stetigkeit der partiellen Ableitungen tun), so erhalten 
wir 


Au=u,- Ace tu, Ay+tw-A2e+a-Ae+ß-Ay+y- 4, 


1) Man überlegt sich leicht, in bezug auf welches Koordinatensystem diese Richtungskoefi- 


zienten berechnet werden. | 
2) Es würde genügen, die Existenz des totalen Differentials vorauszusetzen. 
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wobei a, ß, y für gegen 0 strebende Ax, Ay, Az selbst gegen 0 streben. Dividieren wir 
diese Gleichung durch 4t, so folgt 


Au Ax Ay Az Ax Ay de 
ae te treten 


Nun lassen wir At gegen 0 streben. Da x, y, z stetig sind (wir hatten sie sogar als diffe- 
renzierbar vorausgesetzt), streben auch A x, Ay, dz gegen. Daher streben auch «, ß, y 
gegen 0. In der Grenze erhalten wir die Keitenregel 


UM TU Yu TU 2%. (8) 


Unter unseren Annahmen existiert also die Ableitung der mittelbaren Funktion. Be- 
nutzen wir die üblichen Bezeichnungen, so können wir (8) in folgender Gestalt schrei- 
ben: 


du ou de, au dy, au d 

ee en. 9 

dt 0X FT 101% di 9 
Nun sollen x, y, z nicht nur von einer Veränderlichen t, sondern von mehreren Ver- 
änderlichen abhängen; beispielsweise sei 


= olt,v), y=ylıv), 2=xbv). 


Außer der Existenz und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen von f(x, y, 2) 
(übrigens würde wieder die Voraussetzung der Existenz eines totalen Differentials 
von f genügen) setzen wir die Existenz der partiellen Ableitungen von x, y, z nach t 
und v voraus. 

Wenn wir o, y und x in feinsetzen, so erhalten wir eine Funktion der beiden Ver- 
änderlichen £ und v; es entsteht die Frage, ob die partiellen Ableitungen w, und «, 
existieren und wie man sie berechnet. 

Dieser Fall unterscheidet sich nicht wesentlich von dem schon behandelten; 
denn bei der Berechnung einer partiellen Ableitung einer Funktion zweier Veränder- 
licher ist eine der Veränderlichen als fest anzusehen, so daß eine Funktion einer Ver- 
änderlichen übrigbleibt. Daher bleibt Formel (8) ungeändert, während die Ketten- 
regel (9) jetzt folgendermaßen lautet: 


ou ou % ou 0y ou 0 ‚ 
dt aaa (99) 


182. Beispiele. 
1. Wir betrachten 
u=ıJ. 


Setzt man x = plt),y = y(t) und bildet das totale Differential nach der eben bewiesenen Regel 
für mittelbare Funktionen, so erhält man die schon bekannte Formel von LEINEIZ und Jon. 
BERNOULLT: 


uw=y-adı.x, + a -Inz-y.. 


Wir hatten sie in Nr. 99, Beispiel 23,.unter anderen Bezeichnungen mit Hilfe eines Kunst- 
griffes erhalten. 


2. Die Funktion u = f(x, y, 2) habe stetige partielle Ableitungen, und es sei 


ı=ennl, y=I-L!, z={e-n. 
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Dann ist 
du __M , du ou _ Mu Du du du Bu 
0E ya m MR’ Eat 


3. Setzt man unter denselben Voraussetzungen bezüglich Hi 
y=y() und 2=z(r), 


behält also x als unabhängige Veränderliche bei, und nimmt man an, y(z) und z(z) seien nach x 
differenzierbar, so erhält man für x als mittelbare Funktion von z die Beziehung 


du u, Du dy ou dz 


«ar a» % 
oder 


du 
da: = I.(®, yx), 2(x)) T I, u(z), 2(x)) : y'(z) T Az y(z), (x)) . 2’(z). 
Hier spielt x dieselbe Rolle wie t in Formel (8). 
4. Sind x und y unabhängig-und setzt man für z 
z=2(x,y) 
ein (wobei die partiellen Ableitungen z, und 2, existieren sollen), so gelten für die mittelbare 


Funktion u = f(x, y, z(z, y)) die Beziehungen 


= = f.(& 9, 2(2, y)) + Ida, y, 2(%, 9)) 2202, Y), 


P = l,(&; Y: z(z, y)) + I.(2, Y, (x, Y)) . 2,(%, Yy). 


5. Als weitere Beispiele für die Anwendung der Formel (9) betrachten wir das Problem, die 
Determinante 


4ıı AG An 
A |Taı @e 4277 
Ayı Opa Apn 


partiell abzuleiten, wenn ihre Elemente a, (i=1,2,..,n;k=1,2,...,n) differenzierbare 
Funktionen eines Parameters t sind. Nach dem Entwicklungssatz ist 


A= Ay a + Aa + + Ana + Ana Anko 
wobei die algebraischen Komplemente A,y, ..., A,, das Element a;, nicht enthalten. Daher folgt 


4_,, 
0a: 

Somit ist nach Formel (9) 
dA u nn oA da;y Ru Ar : da;r 


dt k=1 i-1 O0; di k=1 i=1 
a pe n das. .. inante, die sich von der ge- 
Die Summe 5 4;, Era liefert die Entwicklung einer Determinante, die sich v g 
i=1 i 


gebenen nur dadurch unterscheidet, daß die Elemente ihrer k-ten Spalte durch deren Ab- 
leitungen nach ? ersetzt sind. Hieraus folgt die Regel: Die Ableitung einer Determinante A ist 
gleich der Summe von n Determinanten, die man aus A dadurch erhält, daß man der Reihe nach die 
Elemente ihrer ersien, zweiten, ..., n-ten Spalte durch ihre Ableitungen ersetzt. 

Formel (8) stimmt mit der Formel u, = u, - x; überein, wenn u nur von der einzigen Ver- 
änderlichen x abhängt. Wir weisen hier nochmals auf den Unterschied in den Voraussetzungen 
hin, unter denen diese Formeln hergeleitet wurden. Hängt u nur von einer Veränderlichen ab, so 
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braucht nur die Existenz der Ableitung %, vorausgesetzt zu werden; im Fall mehrerer Ver- 
änderlicher dagegen mußten wir neben der Existenz noch die Stetigkeit der Ableitungen u,, u,, 
... voraussetzen. Die folgenden Beispiele zeigen, daß die bloße Existenz der Ableitungen für die 
Gültigkeit der Formel (8) im allgemeinen nicht ausreicht. 


6. Es sei 
xy R 
I&y9)=——— für #+7?>0, 7009)=0. 
+ y? 


Diese Funktion hat, wie wir gesehen haben, in allen Punkten, einschließlich des Ursprungs, 
partielle Ableitungen, wobei f,(0, 0) = 0, f,(0, 0) = 0 ist. In diesem Punkt sind diese partiellen 
Ableitungen unstetig. 
Führt man durch x = t und y = t eine neue Veränderliche i ein, so erhält man eine mittel- 
bare Funktion von t. Nach (8) würde für die Ableitung dieser Funktion in t = 0 
yau tu = 0 
gelten. Setzt man andererseits die Werte x = t.und y = t in die Funktion ein, so erhält man 
12.4 1 
U m m 
2 +12 2 


’ 


durch Differentiation also u, = _ für jedes £, auch für ti = 0. Somit ist hier Formel (8) nicht 
anwendbar. 2 


7. Es sei 


öl. y 
z,y) = 
io9)=-7 ur 


Diese Funktion verhält sich im Ursprung (0, 0) ähnlich. Setzt man hier x = y = t, so erhält 


für 2 + y?>0, 0,0) =0. 


man die zusammengesetzte Funktion vu = 2 t2/°, die für& = 0 unendliche einseitige Ableitun- 
gen besitzt. Setzt man aber x = t und 


y- sin — für #0, y-—V für t=(, 


so hat die durch 


ee 
_ RE für +0, 
wm 1 +8. sin? — 
0 für E=0 


definierte Funktion in £ = 0 überhaupt keine Ableitungen. 


183. Der Mittelwertsatz. Die Funktion f(x, y, 2) sei in einem abgeschlossenen Bereich 
D definiert und stetig und besitze im Innern von 2 (d.h. in jedem inneren Punkt) 
stetige partielle Ableitungen /,, f,, f,. Wir betrachten zwei Punkte 

Mo (zo, Yo» zo) und M ,(&o Ei Az, Yo T Ay, 20 T Az) 


aus D, die man durch eine geradlinige Strecke M7,M, verbinden kann, welche ganz in 
D liegt. 
Dann gilt die Formel 
Af(xo; Yo, 20) = MXo + Az, yo + Ay, 20 +42) — flo» Yos 20) 
z= fz(%o +04Ax, Y+t 0Ay, %o+t 0Az) . Ax 
+ hl) 4y + hl.) de 0 (0<9<i1), (10) 
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die der bekannten Formel des Mittelwertsatzes für eine Funkt; ä 
lichen [Nr. 112, Formel (2)] völlig analog ist, e Funktion einer Veränder 
Zum Beweis setzen wir in /(x, y, 2) 


z=%+t-Ar, y=zYyHtrt-Ay, =, +t- Az (11) 


(für0O st <s1),d.h., wir betrachten unsere Funktion in den Punkten der Strecke 
M,M,. Die mittelbare Funktion 


Fi) = & +t- Am, y +t-Ay,2y +1: Ar) 


ist im ganzen i-Intervall [0, 1] stetig (Nr. 170) und 'hat in seinem Innern eine Ab- 
leitung, für die nach Formel (8) 


Ft) = fl +t- As, y +4: Ay,» +t- Ar): Ax 


+ hl.) dy+ hl...) - Az (*) 
gilt; denn aus (11) folgt 
de dy dz 
Fri 4 3: Fr 


Wenden wir auf die Funktion Ft) im Intervall [0, 1] die Formel (2) aus Nr. 112 an, 
so ergibt sich 


F(i1)—- F(0)= Ft) ((<9<1). 
Gemäß der Definition von F(t) ist 
Fi) vo. F(0) - IX TE Az, Yo Tr Ay, 2) F Az) = fo, Yo» 20); 


setzt man an Stelle von F’(0) den Wert (*) für i = 6 ein, so kommt man zu Formel 


(10). N 
Als einfaches Beispiel für die Anwendung dieser Formel geben wir nachstehende 
Folgerung an: 


Ist eine Funktion f(x, y, z) in einem abgeschlossenen und zusammenhängenden Bereich 
D stetig und sind im Innern von D die partiellen Ableitungen f., fy, fz gleich 0, so ist 
diese Funktion im ganzen Bereich D konstant: 


f > const. 


Es seien M,(&o, Yo, 20) und M(x, y, 2) zwei beliebige Punkte aus D. Da D zusammen- 
hängend ist, kann man diese Punkte durch einen Streckenzug verbinden, der ganz in 
D verläuft. Ist M,(z,, Y1,21) die auf M,folgende Ecke, so erhält man, wenn man in (11) 
%+ Ar = %u, Y%t Ay = y, %»+ Az = 2, setzt, 

f(x Y1 21) = Mo Y 20); 
geht man so von einer Ecke zur nächsten, so ergibt sich schließlich 


I®; Y, 2) == I(%o» Yo 20)» 
was zu beweisen war. 


184. Die Ableitung in einer bestimmten Richtung. Die partiellen Ableitungen einer 
Funktion f{M) = f(x, y,z) nach x, y, z bringen die Geschwindigkeit zum Ausdruck, 
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mit der sich die Funktion in der Richtung der Koordinatenachsen ändert. Beispiels- 
weise ist /, dieGeschwindigkeit der Änderung der Funktion in der x-Richtung: Man 
nimmt an, ein Punkt bewege sich nur auf einer Parallelen zur x-Achse. Bei vielen 
physikalischen Problemen ist es nun interessant, die Geschwindigkeit der Änderung 
einer Funktion f{M) auch in anderen Richtungen zu untersuchen. Das ist beispiels- 
weise der Fall, wenn ein Temperaturfeld gegeben ist, d.h. die Temperatur /({M) in 
jedem Punkt M eines zu untersuchenden Körpers. Die Gesetze der Verteilung und 
Ausbreitung der Wärme hängen wesentlich von der Geschwindigkeit des Absinkens 
(bzw. Ansteigens) der Temperatur in den verschiedenen Richtungen ab. Wir wollen 
nun den Begriff der Änderungsgeschwindigkeit bzw. der Ableitung einer Funktion in 
einer beliebig vorgegebenen Richtung präzisieren. Dabei werden wir wiederum Formel 
(9) anzuwenden haben. 

Die Funktion f({M) sei in einem (offenen) Bereich definiert. Wir betrachten einen 
beliebigen Punkt My(%o, Yo, 20) dieses Bereichs und eine beliebig gerichtete Gerade 
(einen Strahl) ! durch diesen Punkt (Abb. 102). 


Abb. 102 


Es sei M(z, y, z) irgendein anderer Punkt dieses Strahls, M,M die Länge der Strecke 
zwischen M, und M (positiv, wenn die Richtung von M,M mit der Richtung des 
Strahles übereinstimmt; negativ, wenn sie ihr entgegengesetzt ist). 

Nun nähere sich M unbegrenzt dem Punkt M,. Den Limes 


M>M, M,.M 


nennt man die Ableitung von f{M) in der Richtung 1 (oder längs des Strahles I); man 
bezeichnet ihn mit 


of(M,) Er Of(xo, Yo, 20) 
ol da 

Diese Ableitung charakterisiert die Geschwindigkeit der Änderung der Funktion im 

Punkt M, in der Richtung I. Insbesondere können, wie schon erwähnt, die gewöhn- 

of 0 02 | 

lichen partiellen Ableitungen a. ur a als solche ‚„Richtungsableitungen“ an- 

gesehen werden. ee 2 


184. Die Ableitung in einer bestimmten Richtung 365 


Wir nehmen nun an, /(2, y,2) habe in dem zu untersuchenden Bereich stetige par- 
tielle Ableitungen. (Wieder würde es genügen, die Existenz des totalen Differentials 
vorauszusetzen.) Der Strahl} bilde mit den Achsen die Winkel «, P, y. Wir zeigen nun, 
daß unter unseren Annahmen die Ableitung in der Richtung l existiert und daß 


Of(&o, Yo» 20) Of(%o, Yo, 20) Of(xg, Yos 20) 


Of(Xo, Yo» 20) 
2” en .COosYy (12) 


gilt. 


Beweis. Setzt man M,M = t, so ist 
”—- %=1.c0080, Y—-yw=t-cosß, 2—- 2%, =t:cosy. 


Somit kann man längs des Strahles I die Koordinaten x, y,z als Funktion von t an- 
sehen, 
= +3L-.c080, Yy—Ytt-cosß, z=2, +t:cosy, (13) 


und die Funktion /({M) = f(x, y, 2) als mittelbare Funktion go(t) von t. Dem Punkt M, 
entspricht dabei der Wert t = 0. 


Daher gilt 
Mo) _ m MI ZIM) _ PO ZEN _ (0) 
üÜ mm MM ch en 


wenn nur @'(0) existiert. Die Ableitung %’(t) existiert aber unter unseren Voraus- 
setzungen und läßt sich nach Formel (9) folgendermaßen ausdrücken: 
öf de  öf dy of de 


Ali er yd' x d' 
Auf Grund von (13) erhalten wir 


ö ö 
o(l) = EL . 0080 + nn 


und daraus folgt für # = 0 unsere Behauptung. 

Wir legen uns nun die Frage vor, in welcher Richtung eine Funktion in einem ge- 
gebenen Punkt am schnellsten wächst. Natürlich hat diese Frage nur dann Sinn, wenn 
die Ableitungen 


of 


cosß-+ 2% 


-C03Y, 


Of(Xo, Yo; Zo) ER Of(Xo, Yo; 20) PR Of(%o, Yo; 2o) 14 
ae or BE ler ae u "ee 14) 


nicht gleichzeitig 0 werden (mit anderen Worten, wenn nicht jede Richtungsablei- 
tung gleich 0 ist). Unter dieser Annahme formen wir die rechte Seite von (12) folgen- 
dermaßen um: 


a-Cc0o8& +b-cosß +%-Cosy 
C 


= RR TB. (Bra t ht — 087). 


366 V. Funktionen mehrerer Veränderlicher 


Die Brüche in der Klammer lassen sich als Richtungskosinus einer Richtung g auf- 
fassen: 


177 
Br = cos}, 


dann ergibt der in (*) untersuchte Ausdruck 


Va? --b2 + c2.(cosA-cos& + cosu.-cosß +4 cosv.-cosy). 


Bezeichnen wir mit (g, !) den Winkel zwischen den Richtungen g und /, so erhalten 
wir nach einer aus der analytischen Geometrie bekannten Formel 


IV FR FE. 008 (gl). (15) 


Jetzt ist klar, daß diese Ableitung ihren größten Wert erreicht, wenn ! mit g über- 


einstimmt, also für 
of _ ara of\®  (of\®, [0f\ 
a ee re 
Der Vektor g mit den Projektionen (14) auf die Koordinatenachsen zeigt die Rich- 
tung an, in der die Funktion am schnellsten wächst; seine Länge |g| liefert den Wert 
der entsprechenden Ableitung. Dieser Vektor wird der Gradient der Funktion f{M) 
— f(x, y,2) genannt. 
Schreibt man (15) in der Gestalt 


of 
ap = Ig1- cos (9,1), 


so ist leicht zu sehen, daß der Vektor, den man erhält, wenn man in der Richtung } die 


Strecke T aufträgt, einfach die Projektion des Gradienten auf diese Richtung ist. 


185. Die Invarianz des (ersten) Differentials. Die Funktion u = f(x, y, z) habe stetige 
partielle Ableitungen z,, u,, v,, und x, y, z seien ihrerseits Funktionen der neuen Ver- 
änderlichen t und v: 


= olt,v), y= yi,v), 2 = x(t,v), 


die wieder stetige partielle Ableitungen z;, &,, Yı, Yo, Zt, 2, haben mögen. Dann existie- 
ren nach Nr. 181 nicht nur die Ableitungen der mittelbaren Funktion v nach t und v, 
sondern diese sind auch in t und v stetig, wie leicht aus (8) zu ersehen ist. 

Wären x, y,z unabhängige Veränderliche, so würde, wie wir wissen, für das voll- 
ständige Differential von « 


du=u,-de+u,-dy-+ u,.dz 


gelten. In unserem Fall hängt u über x, y, z von t und v ab. Daher gilt für das Differen- 
tial bezüglich dieser Variablen 


du =u-de+ w-dv. 
Nun ist aber nach (8) 


Ur Uu to. % 
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und analog 
WU lo TU Yo U: 2. 
Setzen wir diese Werte in den Ausdruck für du ein, so ergibt sich 


du= (u um ty y tw 2)-di+ (u + U, Yo + u, 2) dv 
oder aber 


du=u,. u d+-.d)+u (yv-d+y- dv) + U (de + 2: de). 


Man sieht leicht, daß die Ausdrücke in den Klammern gerade die Differentiale der 
Funktionen x, y, z nach t und v sind; daher gilt 


du =u,. de+u,-dy+ u, de. 


Wir sind damit zu derselben Form des Differentials gekommen wie in dem Fall, daß 
x, y, z die unabhängigen Veränderlichen sind; allerdings haben die Symbole d«, dy, dz 
jetzt eine andere Bedeutung. 

Für Funktionen mehrerer Veränderlicher ist also ebenfalls das Differential in- 
variant, wie wir schon für Funktionen einer einzigen Veränderlichen erkannt hatten.') 

Es kann vorkommen, daß jede der Größen x, y, 2 von anderen Veränderlichen ab- 
hängt, beispielsweise x = oft), y = yit, w), 2 = y(v, w). Dann können wir immer an- 
nehmen, es sei 


= 9(,v,W), y=yıl,v,w, 2= xl, w), 
und alle obigen Überlegungen bleiben gültig. 


Folgerung. Sind x und y Funktionen einer einzigen Veränderlichen, so gilt be- 
kanntlich (vgl. Nr. 105) 


d(cxz) =c-de, de + y) = de + dy, d(zy) =y-de-+x-dy, 


(=) y-de—x-dy 
dIi— ar erze 
Yy Y 


Diese Formeln bleiben auch dann gültig, wenn x und y Funktionen mehrerer Ver- 
änderlicher sind, wenn also 


r 


x = olt,v,...),;, y=xl6d ...) 


gilt. Das zeigen wir für die letzte Formel. 
Zunächst nehmen wir x und y als unabhängige Veränderliche; dann ist 


Unter dieser Annahme hat also das Differential dieselbe Gestalt wie für Funktionen x 
und y einer einzigen Veränderlichen. Auf Grund der Invarianz des Differentials kann 


1) Übrigens gilt diese Behauptung auch dann, sobald vorausgesetzt wird, daß alle betrachteten 
Funktionen ein totales Differential haben. Um sich davon zu überzeugen, genügt es zu 
zeigen, daß eine Verkettung von Funktionen, die ein totales Differential besitzen, wieder eine 
ebensolche Funktion liefert. 
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man jetzt sagen, daß diese Formel auch dann gilt, wenn x und y Funktionen mehrerer 
Veränderlicher sind. 


Diese Eigenschaft des totalen Differentials und die Folgerung lassen sich benutzen, um die 
Berechnung von Differentialen zu vereinfachen; beispielsweise ist 


1: d arctan = — (7) = Ai ud 
14 (©) y try 
Y 
ee ee N 
ze + y? + 2° (x? + y2 + 22)2 
sun ran 


(+ y? + 2°)” 


Da die Koeffizienten der Differentiale der unabhängigen Veränderlichen die entsprechenden 
partiellen Ableitungen sind, lassen sich deren Werte hieraus leicht berechnen. So erhalten wir 


für 4 = arctan — unmittelbar 


au Yy u x 
0 ap’ 2? + 
x 


und für u = — 
Rry+z 

du y: +2? — 2? au _ 2x7y au _ 272 

er HP +y? +22 0% (=? + y® + 2°)? 


(vgl. Nr. 177, Beispiel 2 und 3). 


186. Anwendung des vollständigen Differentials in der Näherungsrechnung. Analog dem Diffe- 
rential einer Funktion einer einzigen Veränderlichen (Nr. 108) läßt sich das totale Differential 
einer Funktion mehrerer Veränderlicher mit Erfolg bei angenäherten Rechnungen zur Fehler- 
abschätzung verwenden. Es sei etwa eine Funktion u = f{z, y) gegeben, deren Argumentwerte x 
und y wir nur mit einem Fehler Ax bzw. Ay angeben können. Dann ergibt sich auch der Wert 
von u aus diesen ungenauen Argumentwerten nur mit einem Fehler Au = f{x + Az, y + 4y) 
— f{x, y). Es geht jetzt um die Abschätzung dieses Fehlers, wenn solche Abschätzungen für Az 
und Ay bekannt sind. 

Ersetzt man (näherungsweise) den Zuwachs der Funktion durch ihr Differential (was im 
rg der Näherungsrechung nur für hinreichend kleine Werte von Az und Ay erlaubt ist), so er- 

alt man 


ou ou 
A Oo — 6 A — 6 . 
U a, 28 7 er Ay (16) 


Hier können sowohl die Fehlerglieder Ax und Ay als auch ihre Koeffizienten positiv oder nega- 
tiv sein; ersetzt man alle beide durch ihre absoluten Beträge, so gelangt man zu der Un- 
gleichung 


Au] < Fi = 
x% 


Y 


Bezeichnet man mit du, öx, öy die maximalen absoluten Fehler (bzw. die Grenzen für diese 
absoluten Fehler), so ergibt sich offenbar 


del + -1dyl. 


ou 


ei ) 
0X 0Y (17) 


.öx + 


ÖU >= K 
ö 
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Beispiele. 


1. Zunächst leitet man mit Hilfe dieser Formeln eine für die Praxis der Näherungsrechnung 
wichtige Regel ab. Es seı u=ay (&>0,y>0), also da=ydeı-+ xdy; ersetzt man die 
Differentiale durch endliche Zuwächse, so folgt Au = yAx + x4y [vgl. (16)] oder, wenn man 
zu den Fehlergrenzen übergeht, du = y- 62 + x. öy. Dividiert man durch u = xy, so erhält 
man 

ou _ Ör , öy 
Fr T Fi (18) 


d.h. die folgende Regel: Der maximale relative Fehler eines Produktes ist gleich der Summe der 
maximalen relatwen Fehler der Faktoren. 


‚Wir hätten auch einfacher vorgehen, und zwar zuerst logarithmieren und dann differenzieren 
können: u = xy, also 


U en Y 


Ist u = = so kommen wir nach derselben Methode zu 


Inu=Iine--Iiny —=-—__—, 


Gehen wir zu den absoluten Beträgen und den maximalen Fehlern über, so kommen wir wieder 
zur Formel (18). Somit ıst auch der maximale relative Fehler eines Quotienten gleich der Summe 
der maximalen relativen Fehler von Dividend bzw. Divisor. 


2. Die Fehlerrechnung wird vielfach in der Topographie angewandt, in der Hauptsache bei 
der Berechnung nicht direkt meßbarer Stücke eines Dreiecks aus meßbaren Stücken. Es folgen 
einige Beispiele aus diesem Gebiet. 


C 


B z ) 


Abb. 103 


In einem rechtwinkligen Dreieck ABC (Abb. 103) seien die Kathete AB = b und der an- 
liegende Winkel BAC = & gemessen; die zweite Kathete wird aus a = b- tan berechnet. Wie 
wirken sich Meßfehler bei b und & auf a aus? 

Durch Differenzieren ergibt sich 


b 


da=tana-db + 5 
cos? & 


da, 


also 


da=tana-ob + -öX. 


cos? & 
Es möge b = 121,56 m + 0,05 m, a = 25° 21’ 40” + 12 gemessen worden sein. Für a ergibt 
sich a = 57,63 m. Um nach unserer Formel da zu bestimmen, setzen wir darin 
12’ 


öb = 0,05, d8 = 206265” 


1) Wir-machen hier darauf aufmerksam, daß wir das Differential von In u so berechnet haben, 
als wäre u eine unabhängige Veränderliche, obwohl « in Wirklichkeit eine Funktion von 2 
und y ist (vgl. Nr. 135). Das ist auch später zu beachten. 


94 Fichtenholz I 
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(6x muß natürlich im Bogenmaß ausgedrückt werden; eine Bogeneinheit ist aber gleich 


mach = 206265”). Wir erhalten 


tan & - öb = 0,0237, 6x = 0,0087, 


COS? & 
also gerundet da = 0,04. Somit ist @ = 57,62 m + 0,04 m. 


3. Man bestimme den Fehler, der bei der Berechnung der Seite a eines schiefwinkligen Drei- 
ecks ABC (Abb. 104) nach dem Kosinussatz 


a — Vb? + c® — 2bc - cos & 


auftritt. Benutzen wir die Resultate des Beispiels 5 aus Nr. 177, so können wir nach Formel (17) 
sofort 


b—-cC-COos«& —b-cCcosa be-sin«& 


da = — —  Öb + —————— — . öc + ÖX 
147 177 Ü 


aufschreiben. Aus Abb. 104 finden wir sofort 

b—c-csa=a:c08Yy, c—b-cosa=a-cosß, be-sina=a-.hw 
wobei h, die von A auf «a gefällte Höhe ist. Daher ist 

da = cosy -öb — cosß-öc + h,: 00; 
hieraus ergibt sich der Einfluß der Fehler öb, öc, da auf da. 


Abb. 104 
A e C 


187. Homogene Funktionen. Bekanntlich wird ein Polynom homogen genannt, wenn 
seine Glieder sämtlich denselben Grad haben. Beispielsweise ist 


322 — 2ry + 5y? 


ein homogenes Polynom zweiten Grades. Multipliziert man x und y mit einem Faktor 
it, so erhält das Polynom den Faktor i?. Entsprechend verhalten sich beliebige homo- 
gene Polynome. 
Jedoch können auch Funktionen komplizierterer Natur diese Eigenschaft besitzen. 
So multipliziert sich auch 
4 4 
re rY 8% 
ey Y 
mit i{?, wenn man x und % durch tx und {y ersetzt; diese Funktion verhält sich also 
ähnlich wie ein homogenes Polynom zweiten Grades. 
Naturgemäß nennt man diese Funktion homogene Funktion zweiten Grades. 
Allgemein definiert man: Eine in einem Bereich D definierte Funktion f(z,, ..., %,) 
von n Argumenten wird homogen vom Grad m genannt, wenn sich bei der Multipli- 
kation der einzelnen Argumente mit dem Faktor t die Funktion mit dem Faktor t” 


M 
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multipliziert, d. h., wenn die Gleichung 


f(xi, ...,1%,) = 1". fr, ...,%) (19) 


identisch erfüllt ist. 
Der Einfachheit halber nehmen wir an, x,,...., x, und it seien positiv. Der Bereich 2, 
in dem wir die Funktion f untersuchen, möge mit jedem Punkt M (X, ...,%,) auch 


alle Punkte der Form M,;(tx,, ...,tx,) fürr0 <a <t< ß enthalten, d.h. jeden Strahl, 
der vom Nullpunkt ausgeht, durch M hindurchgeht und ganz in D liegt. 


Der Homogenitätsgrad m kann eine beliebige reelle Zahl sein: beispielsweise ist die 
Funktion 


. y x 
x” »-sın — + Y” - COS — 
T Y 


eine homogene Funktion von x und y vom Grad x. 


Wir wollen jetzt einen allgemeinen Ausdruck für homogene Funktionen vom Grad 
m herleiten. 


Es sei zunächst /(x,, ..., %,) eine homogene Funktion nullten Grades; dann ist 
(ixı, 6%g, ..., 6%.) = I(&ı, Lg, 0.0, X). 


1 
Setzen wir = —, 80 folgt 
1 


12) Ln 
% % 
Führen wir die Funktion 


o(u; ..., Un-ı) — rd, U, Un-ı) 


von n — 1 Argumenten ein, so zeigt sich, daß 


Ko x 
(21 Loy une Ch) a, (=, 423 ) 


ist. Somit ist jede homogene Funktion nullten Grades darstellbar als Funktion der 
Verhältnisse ihrer Argumente zu einem dieser Argumente. Das Umgekehrte ist offen- 
bar ebenfalls richtig, so daß die obige Identität einen allgemeinen Ausdruck einer 
homogenen Funktion nullten Grades darstellt. 

Ist f(&1, ...,%,) eine homogene Funktion m-ten Grades (und nur dann), so ist 
Ken nn) eine homogene Funktion nullten Grades; also ist in diesem Fall 

1 
f(x,; Kdy 000 Cn) — 9 [2 =) 


3 .» .: 
x % 1 


Somit ergibt sich die allgemeine Gestalt einer homogenen Funktion m-ten Grades zu 


X 2 
f(x; Ka, ..., %,) = xT ® 7] (=, “on; =). 


Beispiel. x- 


\+Y m® 
TC 


—Y y y 


24* 
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188. Die Eulersche Formel. Wir nehmen nun an, eine homogene Funktion f(x, y, 2) 
vom Grad m habe in einem offenen Bereich D stetige partielle Ableitungen nach allen 
Argumenten.!) Wir greifen einen beliebigen Punkt (x,, Yo, 20) aus D heraus; dann ist 
nach Definition (19) für jedes > 0 


f(iXo, EYo, 120) = 1" - Mo, Yo 20). 
Diese Identität differenzieren wir nach t: die linke Seite nach der Kettenregel?), die 
rechte einfach als Potenz von t. Wir erhalten 
Fz(&%0, &Yos E20) * %o + Ty(l%o, 1Yo; 120) Yo + z(b%os 2Yo; 120) * 20 
= mit. (X, Yos 20). 
Für ti = 1 folgt 
[z(&o> Yo» 20) * %o + Fy(Xo> Yo» 20) * Yo + Fr(tos Yos 20) * 20 = M - Mo, Yo: 20)- 
Also gilt für jeden Punkt (x, y, 2) die Beziehung 


I2(&; Y, 2) "x + Ju(®; Y; 2) Yy + I.(®; Y, 2) 23m. (z, Y; 2). (20) 


Man nennt sie die Eulersche Formel. 

Wie wir gesehen haben, genügt jede homogene Funktion m-ten Grades, die stetige 
partielle Ableitungen besitzt, dieser Gleichung. Wir zeigen jetzt das Umgekehrte: 
Jede Funktion, die nebst ihren partiellen Ableitungen stetig ist und der Eulerschen 
Formel (20) genügt, ist eine homogene Funktion m-ten Grades. 

Es sei also f(x, y,2) eine solche Funktion. Für festes x,, Y9, 29 betrachten wir für 
t > 0 folgende Funktion von E: 


1X, 6Yo; 12 
a N 0, Yo Yu 


j 


Sie ist für alle in Frage kommenden i > 0 definiert und stetig. Wir berechnen ihre 
Ableitung o’(t) nach der Regel für die Differentiation eines Bruches und erhalten im 
Zähler (bis auf den Faktor t”-1) 

[/z(&%os Ey, 620) * %o + Fyllo 6yo, 820) * Yo + Tall%o, byo, 820) * zo] * t 

—,_m- /(ixo; 6Yo» i29). 
Ersetzen wir in (20) x, y, z durch ix, iyo, iz,, so sehen wir, daß dieser Zähler gleich O 


ist. Daher ist 9'(6) = O und p(f) = c (c = const) für > 0. Um c zu bestimmen, setzen 
wir & = 1 in der Definitionsgleichung für p(t). Dann ergibt sich 


c= (X, Yo 20)- 


Also ist 
[X [Yo TZ | 
ot) = Az Ua tr) —= (X, Yo» 20) 
oder 


(to, yo» t2,) = ti". [(%o» Yo 20)» 
was zu beweisen war. 


Man kann also sagen, daß die Eulersche Formel (20) die homogenen Funktionen 
vom Grad m ebensogut charakterisiert wie die definierende Gleichung (19). 


ı) Wir beschränken uns nur der Einfachheit halber auf Funktionen dreier Veränderlicher. 
?) Um diese Regel anwenden zu können, haben wir die Stetigkeit der partiellen Ableitungen 
vorausgesetzt (vgl. Nr. 181). 
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$4. Ableitungen und Differentiale höherer Ordnung 


189. Ableitungen höherer Ordnung. Wenn die Funktion!) v = f(x, y, z) in dem (offe- 
nen) Bereich D eine partielle Ableitung nach einer der Veränderlichen hat, so kann 
diese Ableitung, die selbst eine Funktion von x, Y,z Ist, ihrerseits in einem Punkt 
(20; Yo; 20) partielle Ableitungen nach derselben oder nach einer anderen Veränder- 
lichen haben. Für die Ausgangsfunktion u = f(x, y, z) sind diese Ableitungen partielle 
Ableitungen zweiter Ordnung (oder zweite partielle 4bleitungen). 

Ist z. B. die Funktion nach x abgeleitet, so bezeichnet man ihre zweiten Ableitungen 
nach x, y, 2 folgendermaßen?): 


ou _ O°f(x, Yo 20) 


9 


0x2 0x° 

Fu _ 0°f(%9, Yos 20) 
0x 0y Oxoy 
Au __ f(&o, Yo» 20) 
x 02 0x 02 


oder 

Un = Urn = 122%, Yo 20)» 

Ury = Tryl%o: Yo» 20) > 

U = F22(%o» Yo: 20). 
Analog definieren wir die Ableitungen dritter, vierter, ... Ordnung (die dritten, vierten, 
... Ableitungen). Die partiellen Ableitungen n-ter Ordnung können induktiv definiert 
werden. Die partiellen Ableitungen höherer Ordnung nach verschiedenen Veränder- 
lichen, z. B. 

u OU ou 
ou’ yon’ may’ 

werden gemischte partielle Ableitungen genannt. 


Beispiele. 

1. Es sei v = x'y?z?; dann ist z. B. 
u, dye, U Ay, U = 27, Uryız = 722°y?2, 
uymıIcyr, Un 120° y?22,  Uyaz = 36 y?2r, Uyazz = T2x°y?2, 
uU, = 2rty?z, u,, = Ir y2, Urn = My,  Uayı = Tax°y?z. 


2. Wir hatten schon in Nr. 177 die partiellen Ableitungen für die Funktion % = arctan = 
gebildet: Y 


eh es 
ee ae +y2 y. za + y®’ 


1) Wir beschränken uns auch hier auf Funktionen dreier Veränderlicher. 
2) Diese Bezeichnungen sind wieder als einheitliche Symbole aufzufassen; 0x* im Nenner be- 
deutet dx öx und besagt, daß zweimal nach x differenziert wird. Der im folgenden auftretende 


Index x? bedeutet xx. Das ist stets zu beachten. 
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wir berechnen jetzt die weiteren Ableitungen: 
u ö | Yy ) Ze 


> 0x \x2 +? (x? + y2)2 ’ 


u _0 u I. 
My \arty) (ty) 


u © x” — y° 
ir ar =)” rer 
u © 

Pas er a)" Pre 


) 6xy? — 2r° 
a Fr) ig (+ yo 

0 

ex 


a 2 —y?® \ __ 6ay? — 22° 
yo Le \a Hy) (+ yP° 
usw. 
3. Für die Funktion 
u EEE SE — % aD 47% aD 22)-1/2 
Vz? en y? m 22 
silt. 
U _ —r. (x? + y? .. 22)-3/2, 
0% 
u 2.(22 2 1 2-5/2 2 2 21-3/2 
Fra +y + 2°) — (& +y 22] . 
Analoge Ausdrücke erhalten wir auch für . -_ Wenn wir diese drei Ausdrücke addieren, 
Y 


so ergibt sich, daß die Funktion zu der Gleichung 
u, Ru, Hu 
77 a 777 7 
genügt. 


4. Esseiy= f(x +at) + g(x — at), wobei a = const und f(v), p(u) zwei beliebige Funk- 
tionen sind, die eine erste und eine zweite Ableitung besitzen. Wir zeigen, daß y der Gleichung 
Y 0. 
ot? 0x° 
genügt, wie auch immer die Funktionen f und 9 beschaffen sind. 
Wenn wir die Regeln für die Differentiation zusammengesetzter Funktionen benutzen, so 
finden wir!) 


Y-ar+a)+pe-a, I fa ra) + ge a), 
0X 0x° 
U = fle+ a). -argie—atl-(-a), 
y 7 Z Ey 
= (+ at)- a2 +9" — at) (a)? = at. 


2 x? 2 


was zu beweisen war. 


!) Die Striche an f, 9, ... bedeuten die Ableitungen nach dem Argument x der Funktion f(w), 
ou). 
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5. Wir beweisen, daß der Ausdruck 


= 2 0(2) vl), 
x x 


wobei p und y beliebige Funktionen sind (die eine erste und eine zweite Ableitung besitzen), der 
Gleichung 


genügt. 
Es gilt 


öz 1 ,„/[y {9 

Yo = “ > = et (2). 

Werden die letzten drei Ableitungen mit 2, 2xy, y? multipliziert und dann addiert, so erhalten 
wir tatsächlich 0. 


190. Der Satz über die gemischten Ableitungen. Sieht man sich die Beispiele 1 und 2 
näher an, so fällt auf, daß die gemischten Ableitungen, die nach ein und denselben 
Veränderlichen, aber in verschiedener Reihenfolge gebildet werden, übereinstimmen. 
Es sei zunächst bemerkt, daß dies keinesfalls notwendigerweise aus der Definition 
der gemischten Ableitungen folgt; es gibt Fälle, in denen sie nicht übereinstimmen. 


Als Beispiel betrachten wir die Funktion 
nf 


f&,y) = xy für A+yYP>0, 7009-0. 


Dann ist 


2 __ a3 4r2y? 
an=y-|® x — | w #+47>0, f.(0, 0) = 0. 


+ + 
Setzen wir für x den speziellen Wert 0 ein, so erhalten wir für beliebiges y (auch für y == 0) die 


Beziehung f,(0,y) = —y. Wenn wir diese Funktion nach y differenzieren, so erhalten wir 
fzy(0, y) = —1. Hieraus folgt insbesondere, daß im Punkt (0, 0) 
/ zy(d» 0) = =ı 


gilt. Berechnen wir auf dieselbe Weise f,, im Punkt (0, 0), so erhalten wir 
Jyz(9; 0) = 1. 

Für die betrachtete Funktion ist also 
[zy(0, 0) =# 7y2(0; 0). 


Nichtsdestoweniger ist die an Beispielen bemerkte Übereinstimmung gemischter 
Ableitungen, die sich nur durch die Reihenfolge der Differentiation unterscheiden, 
nicht zufällig: Tatsächlich stimmen für eine große Klasse von Fällen unter bestimm- 
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ten Bedingungen die gemischten Ableitungen überein. Wir beginnen mit folgendem 
einfachen Satz. 


Satz. Wir setzen voraus: 

a) fix, y) sei in einem (offenen) Bereich D definieri; 

b) in diesem Bereich mögen die ersten Ableitungen [, und f, sowie die gemischten zwet- 
ten Ableitungen f,, und f,, existieren; 

c) fr, und f,, seien als Funktionen von x und y in dem Punkt (xo, Yo) von D stetig. 


Dann gilt in diesem Punkt 
Izy(%o; Yo) = Tyz(%o» Y)- (1) 
Beweis. Wir betrachten den Ausdruck 


fxo + h,Y + k) — Ho + h,Y0) — Mo, Yo + k) + fixe, Y0) 
hk 


wobei 3 und k von 0 verschieden, etwa positiv und außerdem so klein sind, daß das 
ganze Rechteck [&,, & + k; yo Yo + klin D enthalten ist; das möge bis zum Schluß 
der Überlegung so bleiben. 

Wir führen jetzt eine Hilfsfunktion von x ein: 


_I®% + k) — Me, %) 
I 9 


W= 


Pr) 
die im Intervall [x,, x, + h] nach b) die Ableitung 


2) ze f.(z, Yo 7 I == Ix(; Yo) 


hat und somit stetig ist. Mit Hilfe dieser Funktion kann 
1 “= + h,yo+k) — (% + h,Y) Mo Yo + k) — Ro; = (2) 


h 
ın der Gestalt 


w _ ao + Rh) = PR) 
h 


u u TE a SE Eu TE NEE SERIE SEE ET SCENE — ESEL 


k k 


geschrieben werden. 

Weil für die Funktion o(x) im Intervall [x,, x, + h] alle Voraussetzungen des 
Mittelwertsatzes (Nr. 112) erfüllt sind, können wir den Ausdruck W folgender- 
maßen umformen: 


W— (x Eu Oh) zo I2(%o Pr Oh, Yo us 2 ai ]2(%o 5 Oh, Yo) 


Da die zweite Ableitung /,,(x, y) existiert, können wir den Mittelwertsatz nochmals 
anwenden, und zwar dieses Mal auf die von y abhängende Funktion f,(x, + 0h, y) 
im Intervall [y,, % + %].!) So erhalten wir schließlich 


W = faylco + Oh, yo +9) (<0<1;0<A<1). (3) 


0<9<i1). 


1) Zwar haben wir die zweidimensionale Stetigkeit von /, und /, nicht vorausgesetzt; wegen der 
vorausgesetzten Existenz von /,, ist aber f, bei festem x in y stetig. Analog ist f, in x stetig. 
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Der Ausdruck W enthält aber x und y einerseits und % und k andererseitsin gleicher 
Weise. Daher können ihre Rollen vertauscht werden; wenn wir die Hilfsfunktion 


u(ly) = (X + h, 2 — (x, Y) 


einführen, erhalten wir durch analoge Überlegungen das Ergebnis 


W= flo + Bh,y +0) O<,<1;0<H,<1). (4) 


Wenn wir (3) und (4) vergleichen, erhalten wir 


Izy(&o +0h,y + 0,k) == Jyz(%o + 0;h, Yo + Ok). 


Wir lassen jetzt h und k gegen O streben und gehen in dieser Gleichung zur Grenze 
über. Da die Faktoren 9, 0,, 0,, 0, beschränkt sind, streben sowohl die Argumente auf 
der rechten Seite als auch die auf der linken gegen x, bzw. y,. Nach c) erhalten wir also 
schließlich 


Fzy(%o» Yo) = Jyz(&o» Yo) 3 


was zu beweisen war. 
Somit stimmen stetige gemischte Ableitungen f,, und f,, immer überein. 


In dem oben angeführten Beispiel haben diese Ableitungen 


22 — y2 ga2y? 
he te @4r>0 


für <—0, y— 0 überhaupt keinen Grenzwert; folglich sind sie im Punkt (0, 0) unstetig. In 
diesem Fall ist der Satz natürlich nicht anwendbar. 


Es ist interessant, das Problem der Gleichung (1) dem in Nr. 168 betrachteten 
Problem der iterierten Grenzwerte gegenüberzustellen. Setzt man die Existenz der 
ersten Ableitungen voraus und schreibt den Ausdruck W in der Form (2), so sieht 
man leicht, daß 


imW = Iu(&o + R, Yo) — Tulzo; Yo) (20 + h,Y 2 — Iu(&o; Yo) (h = const) (5) 
k—>0 

und analog 
lim W ze Iz(20; Yo + I a Ix(Xo; Y%) (k ar const) (5*) 
h—0 


ist. Dann gilt nach Definition der Ableitung 


: fu(&o + Rs Yo) — Fulto Yo) __ . . 
Jyz(%o» %) = - a ne — lim eg W, (6) 
1m Jako» Yo + k) — fz(%o, Yo) _ lim lim W g* 
f zu(%o> Yo) = we j = : = rc . (6*) 


Somit ist das Problem der Existenz und Gleichheit der gemischten Ableitungen iden- 
tisch mit dem Problem der Existenz und Gleichheit der iterierten Grenzwerte für den 
(von h und k abhängenden) Ausdruck W. 
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AufGrund dieser Bemerkung kann man den soeben bewiesenen Satz verschärfen: 
Wir setzen jetzt nur voraus, daß neben den ersten Ableitungen noch eine der gemischten 
Ableitungen, etwa fz,(x, y), in der Umgebung des Punktes (x,, Yo) existiert (in diesem 
Punkt selbst wird die Existenz nicht vorausgesetzt). Ferner möge der endliche Grenzwert 


lim f,,(2,y) = 4 

ion 

y>VYo 
existieren. Hieraus ergeben sich schon die Existenz der beiden gemischten Ableitungen im 
Punkt (x, Y) und die Gleichung (1).!) 

Man kann nämlich, ebenso wie oben, auf Grund der Voraussetzungen zu Gleichung 
(3) kommen und danach, unter Benutzung der Existenz des Grenzwertes der Funktion 
fzy(2, y) im Punkt (x,, Y.), die Existenz des zweifachen Grenzwertes für gleichzeitig 
gegen 0 strebende h und % erschließen: 


imW=4. 

h—0 

k—0 
Die einfachen Grenzwerte (5) und (5*) existieren aber nach Voraussetzung; nach dem 
Satz aus Nr. 168 existieren dann aber auch die iterierten Grenzwerte (6) und (6*) 
und stimmen einzeln mit dem zweifachen Grenzwert überein. Das bedeutet aber 
gerade, daß die Ableitungen f,,(%o, %) und fyz(2o, Yo) eXistieren und einander gleich 
sind. 


191. Verallgemeinerung. Wir kommen jetzt zum Beweis eines allgemeinen Satzes 
über gemischte Ableitungen: 


Satz. Die Funktion u = f{&,, %a, -.., %,) vonn Veränderlichen sei in einem (offenen) 
n-dimensionalen Bereich D definiert und besitze dort alle möglichen, partiellen Ablei- 
tungen bis zur (k — 1)-ten Ordnung einschließlich und alle gemischten Ableitungen k-ter 
Ordnung, und alle diese Ableitungen seien in D stetig. 

Unter diesen Voraussetzungen hängt der Wert jeder k-ten gemischten Ableitung nicht 
von der Reihenfolge ab, in der sukzessive differenziert wird. 


Beweis. Für k = 2 ist der Satz schon bewiesen, denn es ist beispielsweise 


ou O?u 
0%; 0%; 0%; 0%; 


Um nämlich diesen Fall auf den Satz aus Nr. 190 zurückzuführen, genügt es zu 
bemerken, daß man bei der Berechnung dieser Ableitungen allen übrigen Veränder- 
lichen (außer x; und x;) konstante Werte zuschreiben kann; da diese Ableitungen in 
allen Veränderlichen stetig sind, sind sie es auch in den Veränderlichen x; und x;, 
wenn die übrigen festgehalten werden. Es sei jetzt k > 2. 

Zunächst beweisen wir den Satz für den Fall, daß bei der Berechnung einer Ab- 


leitung k-ter Ordnung nur zwei aufeinanderfolgende Differentiationen vertauscht 
werden, d. h., wir beweisen 


oku _ ok e 
0%, 0% 0%, OK, OK, u 0%, 08, Oi, Oi, 0%, i (7) 


!) Dieser Satz stammt von HERMANN AMmAnDUS Schwarz (1843—1921, deutscher Mathe- 
matiker). 
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(Hier bedeutet 21,23, ...,2% 241, -- ‚2, einSystem von k Indizes aus der Folge1,2,...,n 
mit möglichen Wiederholungen). Wenn wir die zur Berechnung dieser Ableitungen 
notwendigen Differentiationen durchführen, so sehen wir, daß die Ableitungen 
(h — 1)-ter Ordnung in beiden Fällen übereinstimmen. Wenden wir hierauf den für 

= 2 schon bewiesenen Satz an, so finden wir, daß auch die Ableitungen (h + 1)-ter 
Ordnung übereinstimmen. Alsdann sind in beiden Fällen die gleichen Operationen 
durchzuführen, die natürlich zu denselben Resultaten führen. 

Somit gilt Beziehung (7), und der Satz ist für diesen Fall bewiesen. Da aber jede 
Permutation von Elementen durch Hintereinanderausführung einer Reihe von Ver- 
tauschungen je zweier aufeinanderfolgender Elemente erhalten werden kann, ist der 
Satz auch ganz allgemein bewiesen. Sind die entsprechenden Ableitungen stetig, so 
kann man die Differentiation nach verschiedenen Veränderlichen miteinander ver- 
tauschen. 

Die Stetigkeit der Ableitungen werden wir von jetzt an immer voraussetzen, so daß 
die Reihenfolge der sukzessiven Differentiationen gleichgültig ist. Daher können wir 
von jetzt an bei der Bezeichnung der gemischten Ableitungen die Differentiationen 
nach ein und derselben Veränderlichen zusammenfassen. Ist u eine Funktion von 
%1, %g3 +», %n, So können wir eine solche Ableitung in der Form 


oru 
0x" 0x5° ++ - Oxdn 


schreiben, wobei a, +&+---+0o,=k ist; wenn u eine Funktion von x, Y, ...,2 
ist, so schreiben wir 


ou 
Ox° Oyf«.. O2r’ 
wobei +ß-+-"--+y=k ist. Die einzelnen „Exponenten“ a,, 09 -..,%, bzw. 


&, ß, ...,y können auch 0 sein; tritt etwa 9x° auf, so bedeutet das einfach, daß nach 
der Veränderlichen x nicht differenziert wird. 


192. Ableitungen höherer Ordnung für mittelbare Funktionen. Es sei die Funktion 
u — HR I +. 24) 

gegeben, die x,, X, - .., X, seien ihrerseits Funktionen der Veränderlichen t,, ts, ..., im: 
eds) Mein): 


Bezüglich der Funktionen f und 9; setzen wir voraus, daß sie stetige partielle Ab- 
leitungen nach allen Veränderlichen bis zur k-ten Ordnung einschließlich besitzen. 
Wir betrachten nun als mittelbare Funktion der Veränderlichen t;, ta, ..., ins 


U = Fit,, lo, ...; En) > (91; 2R ... On)» 


und zeigen, daß auch die zusammengesetzte Funktion alle Ableitungen bis zur k-ten 
Ordnung einschließlich besitzt und daß diese Ableitungen ebenfalls stetig sind. 
Genauer gesagt werden wir folgenden Satz beweisen: Sämtliche Ableitungen k-ter 
Ordnung der Funktion F existieren und lassen sich aus Ableitungen der Funktion f (nach 
den Argumenten x, %as - +, %,) und der Funktionen o; (nach den Argumenten t1, ta, ..., Im)» 
deren Ordnung nicht höher als k ist, mit Hilfe von Multiplikation und Addition bilden. 
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Den Beweis führen wir induktiv. Für k = 1 ist die Behauptung richtig; das folgt 
aus der schon früher bewiesenen Formel für die Ableitung einer mittelbaren Funktion 
(Nr. 181). 

Wir setzen nun voraus, der Satz sei für alle Ableitungen, deren Ordnung kleiner als 
k ist, schon bewiesen, und zeigen, daß er dann auch für die Ableitungen k-ter Ordnung 
gilt. Jede k-te Ableitung erhält man aus einer (k — 1)-ten durch Differentiation nach 
einer der Veränderlichen t;. Eine Ableitung (k — 1)-ter Ordnung erhält man nach 
Induktionsvoraussetzung aus Ableitungen von f und o; höchstens (k — 1)-ter Ordnung 
nach den Veränderlichen x und i durch Multiplikation und Addition, d. h. als Summe 
von Produkten solcher Ableitungen. Wenn wir eines dieser Produkte nach t; diffe- 
renzieren, so müssen wir der Reihe nach jeden der Faktoren differenzieren. Ist dieser 
Faktor eine Ableitung höchstens (k — 1)-ter Ordnung einer der Funktionen o;, so 
erhalten wir im Ergebnis der Differentiation eine Ableitung derselben Funktion, 
deren Ordnung nicht höher als k ist. Ist er eine Ableitung höchstens (k — 1)-ter 
Ordnung der Funktion f, so können wir diese Ableitung als mittelbare Funktion 
der Veränderlichen £ betrachten und nach t; differenzieren; diese können wir alsdann 
durch eine Summe von Produkten ersetzen.!) 

Im Ergebnis erhalten wir für die betreffende Ableitung k-ter Ordnung offenbar 
einen Ausdruck der erwähnten Form; damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Die Stetigkeit der Ableitungen der zusammengesetzten Funktion F folgt aus der 
Art, wie sie aus Ableitungen von f und 9; gebildet werden, da diese als stetig voraus- 
gesetzt wurden. 


193. Differentiale höherer Ordnung. In einem Bereich 2 sei eine Funktion u = f(x,, 
%g, +..,%n) gegeben, die stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, besitze. Dann 
versteht man, wie wir wissen, unter dem (vollständigen) Differential du den Ausdruck 


du 


du = 
e 0%, 


ou ou 
da, + en dy +++ Fr dt, 
.__. dry, ..., dt„ beliebige Zuwächse der unabhängigen Veränderlichen z,,...., 2, 
sind. 

Offenbar ist du wieder eine Funktion von x,, ..., z,. Setzt man die Existenz stetiger 
partieller Ableitungen zweiter Ordnung von u voraus, so hat du stetige partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung; man kann also von dem (vollständigen) Differential d(du) 
dieses Differentials du sprechen: Man nennt es Differential zweiter Ordnung (oder 
zweites Differential) von u und schreibt du. 

Es sei besonders hervorgehoben, daß die Zuwächse dzx,, dt,, ..., dx, hierbei als 
Konstante angesehen werden und beim Übergang von einem Differential zu dem 
nächst höheren unverändert bleiben. 

Benutzen wir die Differentiationsregeln aus Nr. 185, so erhalten wir 


ou OU ou 
du == d d = d an d —— ... en 


ou ou ou 
— d a ® > ® ..o. PS EEE EIERN EEREENER, . 
= | a) dx, + d | ee) dr +. +d | ) dx, 


*) Die vorausgesetzte Stetigkeit aller Ableitungen von f und p, ermöglicht die Anwendung der 


a m — Kettenregel zur Bildung der Ableitung einer mittelbaren Funktion 
T. ; 
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oder, ausgeschrieben, 


O2u ou ou 
d’u = e dx, + Amen dr, + ..— u E . de 


ou 
+ + dt er Aka; a ba 
nn d 

OL, 0x] de; ren Fr 27) + 7 de) . dr, 

ou u ou 

ou 
— 2 Ox, 0%, dr, dr, — 25 "rg, dxz — ——s 

ou ou 
+2 ———— Dr, Om. Pr da, dr, +. +2 ER dx,-, dt, 


Analog definiert man das Differential dritter Ordnung du, usw. Ist allgemein das 
Differential (k — 1)-ter Ordnung d*-!u schon definiert, so wird das Differential k-ter 
Ordnung du als (vollständiges) Differential des Differentials (k — 1)-ter Ordnung 
definiertt): 

du = d(d"-Wu). 


Wenn für eine Funktion u die stetigen partiellen Ableitungen bis zur k-ten Ord- 
nun einschließlich existieren, so ist die Existenz dieses k-ten Differentials gesichert. 
Die Ausdrücke für die sukzessiven Differentiale werden jedoch immer komplizierter. 
Zur Vereinfachung der Schreibweise dient folgendes Verfahren. 

Zuerst „klammert man“ indem Ausdruck für das erste Differentialden Buchstaben 
U „aus“ und schreibt .— 


du = (5 dr, +2 — dan + + dm) 

ıı 

Klammern wir jetzt in dem Ausdruck für das zweite Differential u aus, so steht in der 
Klammer offenbar das Quadrat des Ausdrucks 


= a Lee + -— day, 


man kann also das zweite Differential am folgendermaßen schreiben: 


au = (2 £ 


Analog läßt sich das dritte BANEEEER: schreiben, usw. Allgemein kann man diese 
Regel so aussprechen: Für en k gilt in symbolischer Schreibweise 


2 
de a 7 Br dr): 


d k 
k muss: je U 11 nn > ..0 en ud ® ® 
du = (= dm, dx, + — de, ++ + rn de) u; (8) 


1) Man kann natürlich auch partielle Differentiale (vgl. Nr. 177) beliebiger Ordnung definieren; 
wir wollen aber darauf nicht näher eingehen. 


382 V. Funktionen mehrerer Veränderlicher 


das ist folgendermaßen zu verstehen: Zunächst ist das in der Klammer stehende 
„Polynom‘“‘ nach den Regeln der Algebra in die k-te Potenz zu erheben, und dann sind 
alle erhaltenen Glieder mit u zu „multiplizieren“, wobei v im Zähler hinter * zu 
schreiben ist. Erst dann werden die Symbole wieder als Ableitungen bzw. Differen- 
tiale gedeutet. 

Diese Regel gilt offenbar für k = 1 und k = 2. Daher genügt es, sie unter der Vor- 
aussetzung, daß sie für d*u gilt, für d**!u zu beweisen. 

Unter dieser Induktionsvoraussetzung gilt 


ou 
en ya Os... Iren 


du=)C 


dry: dx5!---day”, 


wobei sich die Summation über alle möglichen Systeme nichtnegativer ganzer Zahlen 
13 &95 +.., &, erstreckt, für die oa, +0, + + a, = kist, und 
k! 


REES RE... FOREN 
wenn Kı!ag!. + a,! 


die „Polynomialkoeffizienten“ sind. 
Unter der Voraussetzung, daß die stetigen Ableitungen (k + 1)-ter Ordnung 
existieren, differenzieren wir die obige Formel und erhalten 


d*+1, aus Br C BEER. 5: SEE 
nen ogatl ägan... dgan 
ortly 
dar! Ong Hl... Ouar 
oktly 
Or Ort... Orartl 
1 2 n 


dent! dear...de?r 
der dag Hl. dar +... 


dr! dx3?.-- dee 
Offenbar würden wir dasselbe erhalten, wenn wir den symbolischen Ausdruck 


50 E 


Aı1f2...Ayn Ox° Oxat ... Omar dx! dx ..dıa 
1, OÖ Ö 
—d —d a ee 


gebildet und dann u dahintergeschrieben hätten. Dieses ‚‚Produkt“ ist jedoch nichts 
anderes als 


OÖ 9, 9) «lo 9, 9) 
\: x, % + dx, at ++ dx, dan) \- dr, + dx, dx, + T dx, da.) 


d d d k+1 
ee Se 
so daß in der Tat 
d d d k+1 
d’tl, — [| — — is se i 
u | 7 de, + x, dt, +... + de de) u 
gilt, was zu beweisen war. 


Diese Überlegungen zeigen, daß das k-te Differential ein homogenes Polynom k-ten 
Grades oder, wie man auch sagt, eine Form k-ten Grades in den Differentialen der 
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unabhängigen Veränderlichen ist, deren Koeffizienten die mit ganzzahligen Konstan- 


ten (den „Polynomialkoeffizienten‘‘) multiplizierten partiellen Ableitungen k-ter 
Ordnung sind. 


Ist beispielsweise u = f(x, m so ist 
e ou 


d? = —— de? 
U ER +27 


dx d y? 
2 y+— s 


ou Ai 
8 a  ) 
Be er a a dy +3 


Au 
Day er ER dx? dy? 


u 
7 BE OE ya 
+ du Op dx dy? + 


; NN i 
usw. Nehmen wir beispielsweise v = arctan —, so erhalten wir 


Ay ydz — xdy 


22 + y2 ’ 
ar, Zeylay, — dat) + ae — yAdedy 
(x? + y?)? 
du — (6x?y — 2y°) dx? + (18x2y? — 62°) de? dy 
u (x2 — y2)3 
(x? + y2)? 


usw, 
Der Ausdruck für das Differential wird mit wachsender Anzahl von Veränder- 


lichen immer komplizierter. Ist vu = f(x, y, z), so lautet das dritte Differential d’w 
folgendermaßen: 


—— dy + — du 


E rd +3 u. dy+3 22,2 ri 
. 
2 2 2 
oz „ de ur ana +37 a 02 
ER tt 
T 2 a yo 


194. Differentiale mittelbarer Funktionen. Es sei jetzt die mittelbare Funktion 
= (21 Kay %n) 


gegeben, wobei x; = gilt, ta, -.., im) (= 1,2,...,n) ist. In diesem Fall kann das 
erste Differential in der Gestalt 


du = 


E 
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dargestellt werden (auf Grund der Invarianz des ersten Differentials; Nr. 185). Hier 
sind jedoch dx,, ..., dx, nicht mehr Differentiale von unabhängigen Veränderlichen, 
sondern von Funktionen, also im Gegensatz zu vorhin selbst Funktionen und keine 
Konstanten mehr. 

Wenn wir jetzt unter Benutzung der Differentiationsregeln aus Nr. 185 das zweite 
Differential der Funktion berechnen, erhalten wir 


ou ou ou 
2 Ze BEER ® RER. ® ..0 d Tr .d n 
du az) an + (2) ds +++ ) C 


ou ou ou 
——  & GR .o.0 ar (j d d n 
+ dx, d(dz,) + dx, d(dx,) + + dx, (dr,) 
o o 0) 2 
= (da + Fr es da) U 


du 
OX, 


u ou 
be rl u Di .d’r,. 
Wir sehen, daß ein Differential höherer als erster Ordnung keineswegs invariant ist. 
Wir betrachten jetzt den Spezialfall, daß x;,, x,, ..., x, lineare Funktionen von t}, te, 
..., 2m sind, d.h. den Fall, daß 


= ran nu rar Peer LA 7 Pi (i = 1, 2, ..., n) 


ist, wobei a und ß; Konstante sind. 
In diesem Fall ist 


de; = MM di +. tod. =oM A, +. Ham A. = Ax;. 


Wir sehen, daß jetzt alle ersten Differentiale der Funktionen x,, X, ..., %, Konstant 
sind, also nicht mehr von t,, t,, ..., im abhängen; folglich lassen sich die Überlegungen 
aus Nr. 193 unverändert anwenden. Somit können bei der Ersetzung der unabhän- 
gigen Veränderlichen x,, &%, ...,%, durch lineare Funktionen der neuen Veränder- 
lichen t,, ta, ..., im die ursprünglichen Ausdrücke auch für die Differentiale höherer 
Ordnung beibehalten bleiben. In diesen stimmen die Differentiale dr,, dx, ..., dx, 
mit den Zuwächsen Az,, Ax,, ..., Ax, überein; aber diese Zuwächse sind nicht beliebig, 
sondern durch die Zuwächse 4t,, At,, ..., At, festgelegt. 

Diese einfache und wichtige Bemerkung (die von CaucHy stammt) benutzen wir in 
Nr. 195. 


195. Die Taylorsche Formel. Wir wissen [vgl. Nr. 126, Formel (13)], daß eine Funktion 
Ft), dien + 1 stetige Ableitungen besitzt, mit Hilfe der Taylorschen Formel folgen- 
dermaßen dargestellt werden kann: 


Fit) = Flo) + F'fio) (Ei) 
Ip 1 
T 51? ko) ur. + — Fb) (dt )" 
nn 
(n +1)! 
(Restglied in der Lagrangeschen Form). Setzen wir 


t-b=A=di, Ffi) — Fit) = AFlt,), 


+ Fed +6 —b))- (HN (0<H<I) 
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so geht diese Formel in 


1 
AF(t) = AR) + Sp FU) + + drFl) 


1 
Tom rwr0-A) (0<0<i1) (*) 
über. Hierbei ist wichtig hervorzuheben, daß die Größe di, die in verschiedenen Po- 
tenzen in den Differentialausdrücken auf der rechten Seite auftritt, genau gleich dem 
Zuwachs 4t ist, der in dem Zuwachs der Funktion auf der linken Seite auftritt. 

Die Taylorsche Formel (*) läßt sich auf den Fall mehrerer Veränderlicher über- 
tragen. 

Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf Funktionen f(x, y) zweier Ver- 
änderlicher. 

Wir setzen voraus, diese Funktion besitze in einer Umgebung eines bestimmten 
Punktes (x,, 4) stetige Ableitungen bis zur (a + 1)-ten Ordnung einschließlich. Die 
Zuwächse Ax und Ay seien so beschaffen, daß die geradlinige Verbindungsstrecke der 
Punkte (z,,y,) und (x, + Ax, y + Ay) innerhalb der betrachteten Umgebung des 
Punktes (x,, Y) verläuft. 

Es soll gezeigt werden, daß unter unseren Voraussetzungen die Beziehung 


Aflzo, Y) = to + Az, yo + Ay) — fo, Yo) 


1 1 
— df(xo, Yo) + ST flo Y) ++ =. A"f(xo, %0) 
1 n 


gilt, wobei die auf der rechten Seite in verschiedenen Potenzen auftretenden Diffe- 
rentiale dx und dy gleich denjenigen Zuwächsen Ar und Ay der unabhängigen Ver- 
änderlichen sind, durch die der Zuwachs der Funktion auf der linken Seite erzeugt 
wird. 

Zum Beweis führen wir (wie in Nr. 183) durch 


z=n+t-4r, y=y+tt-Ay (OstsSI) (10) 


die neue unabhängige Veränderliche t ein. Setzen wir diese Werte für x und y in die 
Funktion f(x, y) ein, so erhalten wir eine mittelbare Funktion, die nur von der ein- 
zigen Veränderlichen ? abhängt: 


Fit) = f&, +t- A, y +t- Ay). 


Wir wissen schon, daß Formel (10) geometrisch die Verbindungsstrecke der Punkte 
Mo(&o, Yo) und M,(&, + Az, Yo + Ay) bedeutet. 
Jetzt sehen wir, daß wir statt des Zuwachses 


Aflzo; Yo) == I(Xo + Az, %Y + Ay) Eu [(%o» Yo) 
den Zuwachs der Hilfsfunktion 
AF(0) = F(1) — F(0) 


betrachten können, weil beide Zuwächse gleich sind. F(t) ist aber eine Funktion einer 
Veränderlichen, die nach Nr. 192 sicher n + 1 stetige Ableitungen besitzt; folglich 


25 Fichtenholz I 


386 V. Funktionen mehrerer Veränderlicher 


gilt (nach der schon früher bewiesenen Taylorschen Formel) 
AF(0) = F(1) — F(0) 
1 1 n 0 0 Ar+1 
= AP) + Zr EFX0) ++ + od PO) + gr FO) 
0<9<1); (11) 


dabei ist das rechts in verschiedenen Potenzen auftretende Differential di gleich 
4dt=1—0=1. 

Da bei einer linearen Variablensubstitution auch die Differentiale höherer Ordnung 
invariant sind, kann man schreiben: 


dF(0) = fz(20, 90) - dx + Fy(to, %0) - dy = df(zo, Yo); 
d2F(0) = fzrlXo, Yo) - Ax? + 2fzy(Xo, Yo) dr dy + Fyrlto, Yo) - dy? 
= d’f(zo, Yo); 
usw. Schließlich erhalten wir für das (n + 1)-te Differential 
d’+!F(6) = d"t!fla, + 04x, y + 9 Ay). 


Es ist wichtig, zu bemerken, daß hier die Differentiale dr und dy mit den früher 
betrachteten Zuwächsen Ax und Ay übereinstimmen; in der Tat ist 


de = Ax-di= Ax, dy= Ay-dt= Ay. 
Wenn wir dies in (11) einsetzen, so erhalten wir die zu beweisende Formel (9). 
Man muß sich jedoch vor Augen halten, daß die Taylorsche Formel zwar in der 
Differentialform für Funktionen mehrerer Veränderlicher dieselbe einfache Gestalt 
hat wie für Funktionen einer einzigen Veränderlichen, ausgeschrieben aber viel kom- 


plizierter ist. Schreiben wir beispielsweise die ersten drei Glieder für eine Funktion 
von zwei Veränderlichen aus, so erhalten wir 


(zo + Az, yo + Ay) — Fo Y%0) = Ifr(%o; Yo) Ar + [y(&o> Yo) * Ay] 
1 
+ TI [Yz(%o> %0) - Ar? + 2f;y(%o» Yo) Ar Ay + Fyrl&o, Yo) - Ay?] 


1 ß 
Zu st [2(&o> Yo) » Ar? + 3fz2y(&o, Yo) - AR? Ay 


+ 3fzy:(%o, Y0) » Ar Ay? + Furl Y0)  Ayd] +. 


Die Formel (9) gilt auch für n = 0; diesen Spezialfall haben wir schon in Nr. 183 
betrachtet. 


$5.  Extremwerte. Größe und kleinste Werte 


196. Extremwerte einer Funktion mehrerer Veränderlicher. Notwendige Bedingungen. 
Die Funktion 


= f(ı, Lay een %n) 
seiin einem Bereich D definiert, und (x°, x9, ..., x°) sei ein innerer Punkt von D. 


Man sagt, f(x, 2, ...,%,) habe in (29, 23,...,20) ein (relatives) Maximum bzw. 
Minimum, wenn man diesen Punkt in eine Umgebung 


6,2 +6,29 6,29 + 6;...;,20 — 6,2%, +6) 
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einbetten kann derart, daß für alle Punkte dieser Umgebung die Ungleichung 


Ha I, ..,%) S MR, 8% ...,a0) (bzw. >) 
gilt. 

Kann diese Umgebung so klein gewählt werden, daß Gleichgewicht ausgeschlossen 
ist, d. h., daß in jedem Punkt dieser Umgebung mit Ausnahme von (x9, 29, ..., x9) 
selbst (man sagt auch: in jedem Punkt dieser punktierten Umgebung) die „echte“ 
Ungleichung 


fx, Ygy une, %n) < f& 2, ...; x) (bzw. >) 


gilt, so sagt man, im Punkt (21, 23, ..., 22) liege ein eigentliches Maximum (bzw. 
eigentliches Minimum) vor. Anderenfalls heißt das Maximum (bzw. Minimum) un- 
eigentlich. Zur gemeinsamen Bezeichnung von Maximum und Minimum wird auch 
hier das Wort Extremum benutzt.) 

Wir nehmen nun an, unsere Funktion habe im Punkt (x, 9, ..., x0) ein Extremum. 

Es soll gezeigt werden: 

Wenn in diesem Punkt endliche partielle Ableitungen existieren, 


fl En)» sen Tl 2), 


so sind sie sämtlich gleich 0, sodaß also das Verschwinden der partiellen Ableitungen erster 
Ordnung eine notwendige Bedingung für das Vorliegen eines Extremums ist. 

Zum Beweis setzen wir ©, = x), ...,% = x und lassen nur x, veränderlich. Dann 
erhalten wir eine Funktion von x, allein: 


v— 1%, 0). 


Da wir angenommen haben, in (x°, x3, ..., x) liege ein Extremum (etwa ein Maxi- 
mum) vor, folgt insbesondere, daß in einer gewissen Umgebung (x? — 6, x -+ ö) 
des Punktes x, = x? die Ungleichung 


2 x, Ens x) S f&); 2, ...;, x) 


gelten muß, so daß die obige Funktion einer Veränderlichen in x, = x] ein Maximum 
hat. Nach dem Fermatschen Satz (Nr. 109) folgt hieraus 


Fe 00) 0: 


In derselben Weise kann man zeigen, daß in (=, x}, ..., x3) auch die übrigen partiellen 
Ableitungen gleich 0 sind. 

Die ‚‚extremwertverdächtigen‘ Punkte sind also diejenigen, in denen die partiellen 
Ableitungen erster Ordnung verschwinden. Man findet ihre Koordinaten, indem man 
das folgende Gleichungssystem löst?) : 


122,0, u) = 0, 
I2(%15 % ++ %n) = 0; (1) 


I2,(£1 % -,%) = 0. 


1) Man verwendet auch hier den Ausdruck ‚‚relatives Extremum‘“. 

2) Für eine Funktion zweier Veränderlicher, 2 = f(x, y), die ein totales Differential besitzt, hat 
die Bedingung f,(z, y) = 0, f,(z, y) = 0 eine einfache geometrische Bedeutung: Die Tangen- 
tialebene [vgl. Nr. 180, Formel (6)] an die Fläche z = f(x, y) in einem Punkt, in dem ein Exire- 
mum vorliegt, ist parallel der x, y-Ebene. 
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Wie bei Funktionen einer einzigen Veränderlichen wollen wir solche Punkte 
stationär nennen. 


Bemerkungen. 


I. Die notwendige Bedingung für die Existenz eines Extremums läßt sich im Fall, 
daß die Funktion ein totales Differential besitzt, kurz auch folgendermaßen schreiben: 


Aflz;, &, ..,%) =. 


Ist nämlich f, = fu =" = f, = 0, so gilt für jede Wahl von dz,, dz,, ..., dx, 
stets 
Al, %as +. 2) = fa Arı + fa dag tt Fan den =. 


Und umgekehrt: Ist in einem gegebenen Punkt diese Bedingung identisch erfüllt, 
so sind die partiellen Ableitungen einzeln gleich 0, da die dx,, dz,, ..., dx, willkür- 
lich sind. 


II. Oft hat die zu untersuchende Funktion f(x, %3 -..,%,) (endliche) partielle 
Ableitungen im ganzen Bereich; man muß dann die Punkte, in denen die Funktion 
Extremwerte annimmt, unter den stationären Punkten suchen. Es kann aber vor- 
kommen, daß in einzelnen Punkten einige partielle Ableitungen unendliche Werte an- 
nehmen oder gar nicht existieren, während die übrigen gleich 0 sind. Solche Punkte 
müssen neben den stationären genaugenommen ebenfalls zu den ‚„extremwertver- 
dächtigen‘ Punkten gerechnet werden (vgl. Nr. 201, Aufgabe 6). 


197. Hinreichende Bedingungen (für Funktionen zweier Veränderlicher). Wie auch im 
Fall einer Funktion einer einzigen Veränderlichen braucht in einem stationären Punkt 
keineswegsein Extremum vorzuliegen. Für die einfache Funktion 2 = xy beispielsweise 
verschwinden 2, = y und z, = x gleichzeitig nur in (0, 0), wo 2 = 0 ist. Es ist aber 
unmittelbar klar, daß die Funktion in jeder Umgebung dieses Punktes sowohl positive 
als auch negative Werte annimmt, also dort kein Extremum hat. Abb. 92, 8. 322, 
zeigt das hyperbolische Paraboloid z = xy; in der Nähe des Ursprungs ist diese Fläche 
sattelförmig, in einer vertikalen Ebene nach oben, in der anderen nach unten gebogen. 

Somit entsteht die Frage nach hinreichenden Bedingungen für die Existenz (bzw. 
Nichtexistenz) eines Extremums in einem stationären Punkt, d.h. nach den Unter- 
suchungen, denen ein solcher „extremwertverdächtiger‘‘ Punkt zusätzlich unter- 
worfen werden muß. 

Wir beschränken uns zunächst auf Funktionen zweier Veränderlicher. Eine solche 
Funktion f(x, y) sei in der Umgebung eines stationären Punktes (x,, Y,) definiert und 
at und habe dort stetige partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Es ist 
also 

lz(%o» Y)=d; fu(%o» Yo) =. (1a) 


Um festzustellen, ob die Funktion in (z,, y,) wirklich ein Extremum hat oder nicht, 
geht man naturgemäß auf die Differenz | 


A=fle,y) — f%» %o) 


zurück. Wir entwickeln sie nach TayLor (Nr. 195), beschränken uns dabei aber auf 


zwei Glieder. Übrigens fällt, da (x,, %,) ein stationärer Punkt sein sollte, das erste 
Glied weg, und es ist somit 


1 e: | 
A = 5 Wan det 4 2f,, Aw Ay + fu: Ay®}. (2) 
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Dabei bedeuten Az, Ay die Differenzen x — x,,y — yo; sämtliche Ableitungen sind 
in ein und demselben Punkt 


(o+9Ar,y +9Ay) (<9<i) 


zu berechnen. Wir setzen nun 


Ay = !zx(%o» Yo)» ap = Izy(%o; Y); Aa = Iyu(%o; Yo) (3) 
und 


22% + 0 Az, y +9 Ay) = aı + %; 
Izy(--») = (Os; Jule) = (da + 09; 


so daß auf Grund der Stetigkeit der zweiten Ableitungen für Ax 0, Ay—0 auch 
x > 0 gilt. Wir können nun 4 in der Gestalt 


1. 
4= 92 {a1,42? + 2a, Ax Ay + a Ay? + 8,1, Aa? + 202 A Ay + 0 Ay} 


schreiben. Wir werden zeigen, daß dasVerhalten von A wesentlich von dem Vorzeichen 
des Ausdrucks a,1Q9: — a?, abhängt. 


Abb. 105 


Zur Vereinfachung der Überlegungen führen wir „Polarkoordinaten‘“ ein, nehmen 
(x,, %) als Pol und ziehen durch diesen Punkt eine Parallele zur x-Achse als Polar- 


achse (Abb. 105). Es sei o = YAx? -+ Ay? der Abstand zwischen (%,,4,) und (x, Y), 
während @ den Winkel bezeichnet, den o mit der Achse bildet. Mit 

Ax=0c0sp9, Ay=oesinp (4) 
läßt sich A in der Gestalt. 

2 
A > (a, c0S?@ + 2d1, C0Sp-sinQ + Ay Sin? 
+ &ı 608? @ + 2&1, 6089 -sin® + a, sin? g} 

schreiben. 


1. Es sei zunächst a,,49 — a, >. 
Dann ist a,,@35 > 0, also a,, # 0, und das erste Trinom in der geschweiften Klam- 
mer läßt sich folgendermaßen darstellen: 


i 
a . (a COs Yo —- d19 sın 9)* + (Q11@22 m a2) . sin? op]. (5) 
11 
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Offenbar ist der Ausdruck in der eckigen Klammer stets positiv, so daß das erwähnte 
Trinom für alle von 0 verschiedenen Werte von o das Vorzeichen von a}, besitzt. Sein 
absoluter Betrag nimmt, da er in [0, 2x] eine stetige Funktion von 9 ist, einen klein- 
sten (offenbar positiven) Wert m an (vgl. Nr. 85): 


la, c08?@ + 2a, C0oSp- sing + aa. Sino|l 2m>0. 
4 
Für das zweite Trinom in der geschweiften Klammer gilt nach (4) 
laıı c08? 9 + 2012 c08p- sing + &25in?p| S [Al + 2la12l + I&22| < m 


für alle p, sobald o (und mit o auch Ax und Ay) hinreichend klein ist. Dann hat aber 
der ganze Ausdruck in der geschweiften Klammer, also auch 4A, dasselbe Vorzeichen 
wie das erste Trinom, also das Vorzeichen von a,ı. 

Ist also a,, > 0, so ist auch A > 0, d.h., die Funktion hat in dem Punkt (x,, %) 
ein Minimum; für a, <Oist A<0,d.h., es liegt ein Maximum vor. 


2. Es sei jetzt a1109 — a, <0. 

Wir gehen zunächst auf den Fall ein, daß a,, + 0 ist. Dann kann man auch hier die 
Schreibweise (5) benutzen. Für = 9, = 0 ist der Ausdruck in der eckigen Klammer 
positiv, denn er ist dann gleich a?,. Bestimmt man dagegen 9 = 9, aus 


41 6089, + 0, ing =0 (sing +0), 


so wird dieser Ausdruck zu (@11@9: — a},) sin? @,, also negativ. Für hinreichend kleines 
oe wird das zweite Trinom in der geschweiften Klammer sowohl für = oı als auch 
für 9 = 9, beliebig klein, so daß das Vorzeichen von A gleich dem des ersten Trinoms 
wird. Somit hat in beliebiger Nähe des betrachteten Punktes (x,, %) — auf Strahlen, 
die durch die Winkel & = 9, und & = @, bestimmt werden — die Differenz 4 Werte 
entgegengesetzten Vorzeichens. Daher kann in diesem Punkt kein Extremum vor- 
liegen. 

Ist a,, = 0 und reduziert sich das erste Trinom in der geschweiften Klammer auf 


2015 C0S9-sINP@ + Ay sin?o = sin 9 - (2415 C0S@ + a, Sin p), 
so kann man, da sicher a,, =# 0 ist, einen Winkel 9, = 0 so bestimmen, daß 
lag2] - |sin Yı] < 2]a;2]| - [cos pi] 


ist. Dann besitzt das erwähnte Trinom für 9 = 9, undp = 9, = —p, entgegengesetzte 
Vorzeichen, und man kann wie oben schließen. 

Ist also a4 — alias > 0, so hat in einem stationären Punkt (x,,Y,) die Funktion 
f(x, y) ein Exiremum, und zwar ein eigentliches Maximum für a, < 0 und ein eigent- 
liches Minimum für a,, > 0. Ist aber a,1Q9g — af, < 0, so liegt kein Extremum vor. 

Im Fall a,103, — a], = 0 muß man zur Entscheidung der Frage, ob ein Extremum 
vorliegt, höhere Ableitungen heranziehen. Diesen Fall wollen wir hier aber nicht 
behandeln. 


Beispiele. 
1. Man untersuche die Funktion 
2 y? 
zu — 1. Ö, N) 
57 + 27 (p>0,9>0) 


auf Maxima und Minima. 
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Offenbar ist 
% Y 
Zn = — N) zZ, 
De Ze 
Hieraus folgt, daß der einzige stationäre Punkt der Ursprung ist. 
Wir berechnen a,,, Qjs, @,, und finden 


1 


er an =(, I9=—, 


also Q11@53 — a1, > 0. Daher hat in (0, 0) die Funktion z ein Minimum. Übrigens erkennt man 
das auch unmittelbar. 


Das Bild unserer Funktion ist ein elliptisches Paraboloid mit dem Scheitel im Ursprung 
(vgl. Abb. 93, S. 323). 


2 


x? 2 
Eisen 0, 
st z 5 2 (pP>0,9>0), so folgt 


% =Y 
Zn = N) Zu, Fa — . 
“mp gq 
Auch hier ist der Punkt (0, 0) stationär. 
Wir erhalten 
1 
4, = Pr a. =0, Ag = 75 


daher ist @,10; — aj, < 0, und es liegt kein Extremum vor. Das geometrische Bild dieser 
Funktion ist das hyperbolische Paraboloid mit dem Scheitel in (0, 0). 


3.2 =y +: bw z=P?-+2°. 
In beiden Fällen ist (0, 0) ein stationärer Punkt (und zwar der einzige); dort ist a,1@s — @jz 


= (0, so daß unser Kriterium versagt. Man sieht aber sofort, daß im ersten Fall ein Minimum, 
im zweiten überhaupt kein Extremum vorliegt. 


Bemerkung. Wir werden in Nr. 236 sehen, daß diese Resultate eng mit dem geo- 
metrischen Problem zusammenhängen, wie sich eine Kurve in der Nähe eines ‚,‚sin- 
gulären“ Punktes verhält. 


198. Hinreichende Bedingungen (der allgemeine Fall). Wir wollen jetzt den allge- 
meinen Fall untersuchen. Die Funktion f(x,, %;, ..., x,) seiin der Nähe eines statio- 
nären Punktes (x), x), ..., x2) definiert und stetig und habe dort stetige partielle Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung. Wir betrachten die Differenz 


A = f(x, La»: &n) — Mad, 9, +.., 20) 

und entwickeln sie nach der Taylorschen Formel. Wie oben erhalten wir 
1 | 
4= 9 Urn Axı + fa, Az ++ fznen A, 
+ gm, ACı Ara + fr, Arı Ars + + 22. Ada-ı Ara} 

r 2 Iz.2; dx; Axz; 
2 ikz1 
wobei Az; = x; — x? ist. Alle Ableitungen sind im Punkt 


(x +9 Ar, +6 Ar, ..,2 +04) ((<9<I) 
zu berechnen. 
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Wir führen auch hier die Größen 
fe. (2,09...) (uk, 2,50) (6) 
ein, so daß 


Im (&1 = Ö Axı, ... 2, + Ö Ax,) = (di + 4777 
und 
% >00 für AL —0,..., dr, >0O (7) 


gilt.!) Den kritischen Ausdruck A können wir jetzt in der Gestalt 


n n 

Pe. | 2 0, A; Au + & 0 At; Aa! (8) 
2 (\ikzı i,k=1 

schreiben. 

Die erste Summe ist das zweite Differential von fin dem stationären Punkt; sie ist 
ein homogenes Polynom zweiten Grades oder, wie man sagt, eine quadratische Form 
in den Veränderlichen Ax,,...., Ax,. Die zweite Summe hat eine ähnliche Gestalt, 
jedoch sind hier auch die Koeffizienten selbst Funktionen derselben Veränderlichen. 
Die Lösung unseres Problems hängt nun, wie wir alsbald sehen werden, gerade von 
den Eigenschaften dieser quadratischen Form ab. 

In der Algebra nennt man eine quadratische Form 


n 
2 A;rYiyr (Gier = ri) (9) 


in den Veränderlichen %,, ..., Yn positiv (bzw. negativ) definit, wenn sie für alle Werte 
der Argumente nur positiver (bzw. negativer) Werte fähig ist (natürlich sollen nicht 
alle Argumente gleichzeitig 0 werden). Beispielsweise ist die Form 


Gy + Sy2 + 14y3 + 4yıya — 8yıya — 2y2Ys 
positiv definit. Das sieht man sofort, wenn man sie in der Gestalt 


(2yı — 343)? + 2(Yyı — Ya + Ys)? + 3(Yya — Ys)? 


schreibt, 

Wir können auf diese Dinge nicht näher eingehen, sondern hier nur eine von 
J. J. SYLVESTER?) stammende notwendige und hinreichende Bedingung dafür an- 
geben, daß eine Form (9) positiv definit ist. Sie besteht darin, daß die Ungleichungen 


(dyı da ... var 


Gıı Aa Ass 
0 u 1 Agı Aag .«- Ay 
a4, >V, >06, Azı Agg Anz| > O0, ...; >0 
Ggı Asa : . 
Azı (ga Asg 
Anı Anz +» Ann 
gelten.®) 


!) Offenbar ist a;, = a,; und a, = Qy;. 

?) JAMES JOSEPH SYLVESTER, 1814—1897, englisch-amerikanischer Mathematiker. 

*) Wir machen darauf aufmerksam, daß das Glied mit y;y, (© = k) in der Summe (9) zweimal 
vorkommt, so daß a;, = a;; die Hälfte des Koeffizienten von y;y; ist. Für unser Beispiel läßt 
sich die Bedingung leicht verifizieren, wenn man berücksichtigt, daß a,, = 6, Ag =Ö5, 
Az; = 14, 0, = a, = 2, 0, = Ay = I, 0, = a, = —L ist. 
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Wenn man in einer negativ definiten Form die Vorzeichen aller Glieder ändert, so 
wird sie positiv definit, und umgekehrt. Daher läßt sich leicht ein Kriterium dafür 
angeben, wann eine Form negativ definit ist: Es müssen die Ungleichungen gelten, 
die man aus den obigen dadurch erhält, daß man, beginnend mit der ersten, jedes 
zweite Ungleichheitszeichen umdreht. | 

Nach diesen Bemerkungen können wir folgende hinreichenden Bedingungen für das 
Vorliegen eines Extremums formulieren: 

Ist das zweite Differential, d. h. die quadratische Form 

n 
G;, Ar; Ax,, (10) 
i.k=1 
mit den Werten (6) der Koeffizienten eine positiv (bzw. negativ) definite Form, so liegt 
in dem stationären Punkt (xt, ..., x) ein eigentliches Minimum (Maximum) vor. 
Zum Beweis führen wir den Abstand 


o=Y4Ari + --- + A 


zwischen den Punkten (2°, ..., 23) und (z,, ..., 2.) ein. Wir ziehen in (8) die Größe 02 


vor die Klammer und setzen T. — &; (i=1,2,...,n); dann können wir A in der 
Gestalt 
o? n n 
d= 2 2 art % ul (11) 
i,k=1 i,k=1 
schreiben. 


Die Zahlen £; werden nicht gleichzeitig 0; daher ist, wenn die Form (10) positiv 
ist, die erste Summe in (11) stets positiv. Überdies läßt sich wegen 


Ze=1 (12) 


ı=1 


stets eine konstante positive Zahl m finden derart, daß für alle möglichen Werte £; 
” 
L Urli Z m 
i,k=1 


gilt. Diese Summe ist nämlich eine stetige Funktion der Argumente £&; im ganzen 
Raum, insbesondere also auch auf der Menge M derjenigen Punkte (£,, ..., &,), wel- 
che der Bedingung (12) genügen (also einer n-dimensionalen Kugelfläche angehören). 
Diese Menge ist aber offenbar abgeschlossen, d. h., sie enthält ihre Häufungspunkte. 
Dann nimmt aber die Summe nach dem Weierstraßschen Satz (vgl. die Bemerkung 
im Anschluß an den Beweis in Nr. 173) in M ihren kleinsten Wert m an, der, wie alle 
Werte in AM, notwendigerweise positiv Ist. | 

Andererseits wird wegen (7) die zweite Summein (11) für hinreichend kleine o offen- 
bar dem absoluten Betrag nach kleiner als m, so daß die ganze Klammer positiv ist. 
In einer hinreichend kleinen Kugel um den Punkt (x, ..., x7) ist also die Differenz A 
positiv, und hieraus folgt, daß in diesem Punkt die Funktion f(x,, ..., x,) ein eigent- 
liches Minimum hat, 

Analog behandelt man den Fall, daß die Form (10) negativ definit ist. 


199. Bedingungen dafür, daß kein Extremum vorliegt. Die quadratische Form (9) 
heißt indefinit, wenn sie sowohl positiver als auch negativer Werte fähig ist. Die Form 


6y7 + y3 + y3 + Syıya — SYıya — 2Y2Ys 
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beispielsweise ist indefinit; sie ist nämlich für yı = 1, y; = Y; = 0 gleich 6 und für 
yı=L1%Y = —1 Y = 0 gleich —1. i 
Jetzt kann man die Aussage aus Nr. 198 folgendermaßen ergänzen: 


Ist eine quadratische Form (10) indefinit, so liegt im Punkt (x), ---, x0) bestimmt kein 
Extremum vor. 


Beweis. Die Form (10) nehme für Az; =h; (i = 1,2, ..., n) einen positiven Wert 
an, 


2 arhih, > 0, (13) 


ik=1 


und für A; =h; ie =1,2,...,n) einen negativen, 
n — 
& auhihr <O. 
i,k=1 


Wir setzen zunächst 
Az; =ht für #0 (=1,2,...,n), 


was einer Bewegung längs der Geraden entspricht, welche die Punkte (x), ..., 2%) und 
(22 + Rh, ..., 2% + h„) verbindet. Setzt man in (8) die Größe 1? vor die Klammer, so er- 
hält man für diesen Fall 


2 n n 
= 51 L Arhilb, + shi) 
i,k=1 ı,k=1 


Die erste Summe in der Klammer ist eine wegen (13) positive Zahl. In der zweiten 
Summe streben mit it — 0 die Koeffizienten und alle Ar; gegen 0. Das besagt, daß für 
hinreichend kleine ? der Ausdruck in der geschweiften Klammer (und damit auch die 
ganze Differenz A) positiv wird, d. h., in den Punkten der oben erwähnten Geraden, 
die hinreichend nahe bei (x?, ..., 23) liegen, gilt 


%; u | %) > f(x), “0, 82)» 
Nimmt man andererseits 
As; =hit für t#0 (e=1,2,...,n), 


d. h., bewegt man sich längs einer anderen Geraden, die den Punkt (2°, ..., 29) mit 
(2) + h1,...,20 + h„) verbindet, so ist in ihren Punkten, die hinreichend nahe bei 
(2), ..., 29) liegen (d. h. hinreichend kleinen # entsprechen), 


fan 2) < MO, 2 2): 


Damit ist bewiesen, daß in dem betreffenden Punkt weder ein Maximum noch ein 
Minimum vorliegen kann. 

Es kann vorkommen, daß die Form (9) nicht nur dann 0 wird, wenn alle Argu- 
mente gleichzeitig 0 werden, sonst aber keine Werte verschiedenen Vorzeichens an- 
nimmt. In diesem Fall nennt man sie semidefinit. Das gilt beispielsweise für die Form 


ytyHtysHt 2yıy + 2yıya + WYyayı = Yı + Ya + Y)°; 
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sie nimmt zwar keine negativen Werte an, jedoch den Wert 0 immer dann, wenn 


YıTtT ypTtYy 0 
1 
ist, etwa für %, = % = © und %, = —1, 


Wenn die Form (10) semidefinit ist, kann man nach unserem Kriterium noch nicht 
zu einer Entscheidung kommen. Je nach dem Verhalten der höheren Ableitungen 
kann ein Extremum vorliegen oder auch nicht. Insbesondere muß man die höheren 
Ableitungen auch heranziehen, wenn alle Ableitungen zweiter Ordnung in dem be- 
treffenden stationären Punkt gleich 0 sind. 

Diese Zweifelsfälle werden wir hier jedoch nicht näher untersuchen. 


Bemerkung. Für eine Funktion f(x) einer einzigen Veränderlichen reduziert 
sich die Form (10) auf das einzige Glied 


f (X) « Aa? ’ 


wobei x, der stationäre Punkt ist. Diese „Form“ ist offenbar definit, und zwar positiv 
für f’’(&,) > 0 und negativ für f’’(x,) < 0. Somit ist das Kriterium aus Nr. 137 ein 
Spezialfall desjenigen aus Nr. 198. 

Gehen wir zu einer Funktion f(x, y) zweier Veränderlicher über, so zeigt sich, daß 
das Ergebnis aus Nr. 197 ebenfalls in dem aus Nr. 198 und Nr. 199 enthalten ist. 
Man sieht leicht, daß in Nr. 197 beiläufig folgendes bewiesen wurde: Die Form 


a1, AX?® + 2a, Ar Ay + a, Ay? 


ist für @,1035 — a7, > 0 definit (und zwar positiv für a,, > 0 und negativ für a. < 0), 
für G11492 — a7, < 0 dagegen indefinit. 


200. Größte und kleinste Werte einer Funktion. Beispiele. Die Funktion u = f(z,, 
%y, +. %5) Selin einem beschränkten abgeschlossenen Bereich D definiert und stetig 
und habe dort mit eventueller Ausnahme einzelner Punkte endliche partielle Ab- 
leitungen. Nach dem Weierstraßschen Satz (Nr. 173) gibt es in diesem Bereich einen 
Punkt (x}, x2, ..., x%), in dem die Funktion ihren größten (bzw. kleinsten) Wert an- 
nimmt. Liegt (x, x3, ..., x2) im Innern von D, so hat die Funktion dort offenbar ein 
Maximum (bzw. Minimum), so daß in diesem Fall der uns interessierende Punkt von 
vornherein einer der extremwertverdächtigen Punkte ist. Jedoch kann eine Funktion 
u ihren größten (bzw. kleinsten) Wert auch auf dem Rand des Bereichs annehmen. 
(Daher stammt die Bezeichnung ‚‚relatives Extremum“ ; hierbei vergleicht man Werte 
der unmittelbaren Umgebung. Zieht man alle Werte zum Vergleich heran, so spricht 
man vom „absoluten Extremum‘““.) 

Wenn man also den größten (bzw. kleinsten) Wert einer Funktion u = f(x, X, ...; 
x,) in einem Bereich D bestimmen will, muß man alle ihre extremwertverdächtigen 
Punkte im Innern von D aufsuchen, dort die Funktionswerte berechnen und sie mit 
den Werten der Funktion auf dem Rand von 2 vergleichen; der größte (bzw. kleinste) 
Wert unter allen diesen Werten ist dann der größte (kleinste) Wert der Funktion in 
dem ganzen Bereich 2. 


Wir wollen das an Beispielen erläutern. 
1. Man bestimme den größten Wert der Funktion 


vw=sine+siny—sin(r-+Yy) 
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in dem von der x-Achse, der y-Achse und der Geraden x + y = 2r begrenzten Dreieck (Abb. 
106). 
Es ist 
u, = 0087 — cos(r + y%), u, = 008y— 008 (2 + 9%). 
I: 2 2 
Im Innern des Bereichs verschwinden diese Ableitungen in dem einzigen Punkt vs ; = 5 
in welchem u = m ist. Da die Funktion v auf dem Rand, d.h. auf den Geraden x = 0, 


y=0,2+Yy = 2r, gleich 0 ist, nimmt sie offenbar in © R 5) ihren größten Wert an. 


Abb. 106 
0 2E x 
2. Man bestimme die größten und die kleinsten Werte der Funktion 
u= adx? + by? + c?2? — (ax? — by? + c2?), 


wenn %, y, z durch die Beziehung x? + y? + z? = 1 verknüpft sind (ferner solla>b>c>0 
sein). 
Berechnen wir hieraus z? und setzen den Ausdruck in ein, so gelangen wir zu der Funktion 


u=@- NER Ay+a-[a-)e+b—)y%+cR 


der Veränderlichen x und y im Kreis +? s1. 
Die partiellen Ableitungen 


u, = 22a — c)\a+c) — 2la -)?+-(b—c)y?+c}, 
u,=2yb — ec) +c) -2la -)+(kb— c)y’+c}} 


verschwinden gleichzeitig in den Punkten 


(1) z=y=0 (=D), 

(2) ı=0, a 0-08), 

(3) EEE ER y=0 u-Ze-0r). 
y2 4 


Jetzt müssen die Werte auf dem Rand, d. h. auf dem Kreis x? + y? = 1, untersucht werden. 
Bestimmen wir hieraus y? und setzen den Ausdruck in u ein, so erhalten wir eine Funktion einer 
einzigen Veränderlichen: 


u= (a? — b) x? + 5b? — [(a — b) a2? + b7? 

im Intervall [—1, 1]. Im Innern dieses Intervalls verschwindet die Ableitung 
U, = 2a — b)? x(1 — 22°) 

in den Punkten 

(4) z=0 (u=0), 


(5) ER ( -7@- 37). 
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Schließlich untersuchen wir noch die Endpunkte des Intervalls 
(6) z=+1 (u=0). 


1 1 
Es sind also die Werte u = 0, 7 (b — 0), era (a — c)*, e (@ — b)? zu vergleichen. Der kleinste 
r 1 : 
ist 0, der größte OS (a — c)*. Das sind auch die gesuchten kleinsten bzw. größten Werte der 
Funktion, die in den Punkten 


(0,0,+41), (0,+1,0), (+1,0,0), (+ 0.) 


y2 v2 
angenommen werden. 

Im allgemeinen ist bei einer Funktion f(x, y) zweier Veränderlicher der Bereich von einer 
Kurve (oder von mehreren Kurven) begrenzt; längs dieser Kurve (oder längs jeder dieser 
Kurven, wenn es mehrere sind) hängen die Veränderlichen x, y entweder voneinander oder beide 
von einem einzigen Parameter ab, so daß auf dem Rande des Bereichs unsere Funktion f(x, Y) 
nur von einer einzigen Veränderlichen abhängt; daher läßt sich dort ihr größter (bzw. kleinster) 
Wert nach den Methoden aus Nr. 139 bestimmen. Ist die Kurve etwa in der Parameterdar- 
stellung x = pl), y = y(t) gegeben, wobei # im Intervall [i,, 7] variiert, so ist längs dieser 
Kurve die Funktion u eine mittelbare Funktion von t, 


u = fett), y));) 
deren größten (bzw. kleinsten) Wert wir bestimmen können. 


3. Man bestimme den größten Wert des Produktes u = xyzt der nichtnegativen Zahlen x, y, 
z, t unter der Bedingung, daß ihre Summe + y +2 +1 = 4c konstant ist. Wir zeigen, daß 
dieses Produkt!) am größten ist, wenn alle Faktoren gleich sind, also für =y=z2=i=c. 
Wir bestimmen it aus der Summe und setzen esin a ein: 


u= xylde -— a — y—2). 


Dann ist % eine Funktion dreier unabhängiger Veränderlicher x, y, 2 in dem dreidimensionalen 
Bereich2 >20,y=20,2=20,2+y-+2zS 4c. Dieser Bereich ist das Tetraeder, dessen Seiten- 
flächen die Ebenen z=0,y=0,2=0,2+y-+2= 4c sind. 

Wir berechnen die partiellen Ableitungen und setzen sie gleich 0: 


= ylde -— 27 —y—2)=0, 


u 
0x 
= zı(d4 -— c—2y—2)=(, 


Sc IRRRENe SERIE ER. LS 

02 
Im Innern des Bereichs gelten diese Gleichungen nur für den Punktz=y=2= c, in dem 
%= ctist. Da aufdem Rand u = 0 ist, nimmt vw in diesem Punkt wirklich den größten Wert an. 
Unsere Behauptung ist damit bewiesen; denn fr =y=2z= cistaucht = c/) 


1) Nur um etwas Bestimmtes vor Augen zu haben, wählten wir hier vier Faktoren; das Resultat 


gilt für beliebig viele. 
2) Hieraus folgt, daß das Produkt xyz# positiver Zahlen, deren Summe gleich 4c ist, nicht größer 


als c? wird, so daß 
: z+y+2z+!t 
Veyzt En RE A 
xy SC ni 


ist: Das geometrische Mittel ist höchstens gleich dem arithmetischen Mittel. Dieses Resultat, das 
für beliebig viele Zahlen gilt, ist uns bereits aus Nr. 133 [vgl. dort Formel (4a)] bekannt. 
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Im allgemeinen ist bei einer Funktion u = f(x, y, 2) dreier Veränderlicher der Bereich von 
einer Fläche (oder von mehreren Flächen) begrenzt. Längs dieser Fläche(n) hängen x, y, z nur 
noch von zwei Parametern ab (als solche können — wie in unserem Beispiel — zwei dieser Ver- 
änderlichen genommen werden: z = 46 — x — y). Dann hängt auch die Funktion u nur von 
zwei Parametern ab, so daß die Bestimmung ihres größten (kleinsten) Wertes auf dem Rand 
schon einfacher ist als das Ausgangsproblem. 

Ist eine Funktion u = f{x,, 2, -..,%,) nur in einem offenen oder einem unbeschränkten 
Bereich D gegeben, so kann man nicht von vornherein behaupten, daß sie in dem Bereich 
ihren größten (kleinsten) Wert annimmt. Trotzdem kann in einzelnen Fällen ein solcher Wert 
existieren. Wir zeigen an einem Beispiel, wie man dann verfährt. 


4. Man bestimme den kleinsten Wert der Suümmeuv=x2-+y + z + t positiver Zahlen x, y, 
2, t, deren Produkt zyzt = c* konstant ist. 
Wir zeigen, daß sich dieser kleinste Wert fra =y=2=1t = c ergibt.!) 


j c 
Wir setzen t = ——, also 
xy2 


& 
xyz 
Wir wollen den kleinsten Wert dieser Funktion dreier Veränderlicher im ersten (offenen und 
unbeschränkten) Oktanten bestimmen. Wir versuchen die obige Methode anzuwenden: Gibt es 
im Innern des Bereichs einen Punkt, in dem die Funktion einen kleinsten Wert annimmt, so ist 
er stationär. Aus 


4 4 4 
C © C 
xyz zy?z cy2 


fllgt ae = y=2=c,alsot=cundv=4ec. 

Wie kann man nun feststellen, daß es sich wirklich um den kleinsten Wert handelt? 

Offenbar wächst u unbegrenzt, wenn man sich den Ebenen x = 0, y = 0, z = 0 nähert bzw. 
wenn man ins Unendliche fortschreitet. Den vorhin gefundenen Punkt kann man in einen 
Würfel [e, Z; e, E; e, E] einbetten, wobei e > 0 so klein und E > 0 so groß gewählt werde, daß 
außerhalb dieses Würfels und auf seinen Flächen u > 4c ist. In diesem Würfel, der ein ab- 
geschlossener und beschränkter Bereich ist, hat u einen kleinsten Wert. Jetzt ist aber klar, daß 
dieser kleinste Wert genau. in dem oben gefundenen Punkt angenommen wird und daß dies auch 
der kleinste Wert in dem ganzen ursprünglichen Bereich ist, was zu beweisen war. 


Bemerkung. In den Beispielen 1, 3 und 4 existierte im Innern des zu untersuchenden Be- 
reichs nur ein einziger extremwertverdächtiger Punkt. Man könnte sich davon überzeugen, daß 
dort ein Maximum (bzw. Minimum) vorliegt. Im Unterschied zu den Verhältnissen bei Funk- 
tionen einer einzigen Veränderlichen (vgl. die Bemerkung in Nr. 139) kann man jedoch hieraus 
noch nicht schließen, daß es sich dabei um den größten (bzw. kleinsten) Wert der Funktion im 
Bereich handelt. Folgendes einfache Beispiel zeigt, daß ein solcher Schluß tatsächlich zu fal- 
schen Resultaten führen kann. 

Wir betrachten im Rechteck [—5, 5; —1, 1] die Funktion 


u= .? — 42? + 2ıy — y. 
Ihre Ableitungen 
U, = 32° — 8x + 24, u, = 22 — 2y 


verschwinden in diesem Bereich nur im Punkt (0, 0). Mit Hilfe des Kriteriums aus Nr. 197 über- 
zeugt man sich leicht davon, daß in diesem Punkt die Funktion ein Maximum hat (es ist gleich 
0). Dieser Wert ist aber nicht der größte im Bereich: Im Punkt (5, 0) gilt ja u = 25. Infolge- 
dessen reicht es bei Funktionen mehrerer Veränderlicher, deren größter bzw. kleinster Wert in 
einem Bereich bestimmt werden soll, nicht aus, nur die (relativen) Maxima bzw. Minima auf- 
zusuchen. 


1) Auch hier ist die Anzahl der Summanden beliebig. 
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201. Aufgaben. Viele Aufgaben der Mathematik, aber auch aus anderen Gebieten von Wissen- 
schaft und Technik führen auf das Problem, den größten oder den kleinsten Wert einer Funk- 


tion zu bestimmen. Die Lösung der Aufgaben 1 bis 4 hängt mit den in Nr. 200 behandelten Bei- 
spielen zusammen. 


1. Unter allen einem gegebenen Kreis vom Radius R einbeschriebenen Dreiecken bestimme 
man das Dreieck größten Flächeninhalts (Abb. 107). 


Abb. 107 


Bezeichnen x, y, z die Zentriwinkel über den Dreiecksseiten, so gilt © + y-+ 2 = 2r, also 
= 2 — x — y. Für den Flächeninhalt P des Dreiecks gilt dann 


1 1 L 
P=-—R:. — R?2.sin — RB? . si 
s sine + —R 8 yrzR sin 2 
= —R?. [sin z + siny — sine + y)]. 


Der Variationsbereich von x und y ergibt sich hier zux >20,y20,2+y = 2r. Es sind also 
diejenigen Werte der Veränderlichen zu bestimmen, für welche die eckige Klammer den größten 
Wert annimmt. Or 

Nun wissen wir schon (Nr. 200, Beispiel 1), daß das für = y = Es der Fall ist. Dann ist 


auch? = — Das gesuchte Dreieck ist also das gleichseitige. 


2. Unter allen Dreiecken vom Umfang 2p bestimme man dasjenige mit dem größten Flächen- 
inhalt. 
Sind x, y, 2 die Dreiecksseiten, so ist nach der Heronschen Formel 


P= pp —- )p-yJ)P- 2). 


Man könnte hier z = 2p — x — y setzen und den Flächeninhalt in der Form 


P=Ypp—-2)P-Yy)(e+y-p) 


schreiben und den größten Wert dieser Funktion in dem Dreiecksbereich aus Beispiel (f) von 
Nr. 160 bestimmen. 

Wir gehen anders vor: Das Problem reduziert sich auf die Bestimmung des größten Wertes 
des Produktes u = (p — x) (p — y) (p — 2) positiver Zahlen, deren Summe 


-2)+r-J)+rPpr-)=- pP —- ıp=p 


konstant ist. 
Wir wissen aus Nr. 200, Beispiel 3, daß dieser größte Wert angenommen wird, wenn alle 


Faktoren gleich sind, also wenn =y=2= = ist. Wieder ergibt sich das gleichseitige 


Dreieck. 
3. Man bestimme unter den dem Ellipsoid 


y2 
a? 


y* 22 = 
tra 
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einbeschriebenen rechtwinkligen achsenparallelen Parallelepipeden dasjenige größten Volu- 
mens. 

Sind x, y, z die Koordinaten der Ecke, die im ersten Koordinatenoktanten liegt, so gilt für 
das Volumen v = 8ryz. Statt v» kann man auch die Größe 


v2 22 yo 22 
BZ — =. 
64a?b?c? a? 5b? cc: 


untersuchen, da beide Ausdrücke offenbar für dieselben Werte von x, y, z maximal werden. 
Damit haben wir aber das Problem auf das Beispiel 3 aus Nr. 200 zurückgeführt. Die Antwort 
lautet demnach 


4. Wir nehmen nun an, irgendein Gas (etwa Luft) werde in einem Kompressor vom Druck 
2, auf den Druck 9 > p, komprimiert. Für die dabei zur Kompression eines Mols des Gases 
notwendige Arbeit gilt 


vi 
A=RT,:-— (2) |. 
y-1L\% 


Hierbei ist R die Gaskonstante, 7, die absolute Temperatur des Gases vor der Kompression 
und y eine Zahl (> 1), die von der Konstruktion des Kompressors abhängt. Die Arbeit A ist 
offenbar um so geringer, je niedriger die Ausgangstemperatur 7’, ist. Bei höherer Kompression 
zerlegt man, wenn die Kosten bei der aufzuwendenden Arbeit eine Rolle spielen, den ganzen 
Prozeß der Kompression in einzelne Stufen, in Etappen, in denen man das komprimierte 
(und dabei erwärmte) Gas abkühlt. 

Es möge etwa ein dreistufiger Kompressor vorliegen mit zwei Kühlkammern, in denen die 
Temperatur wieder auf 7', gebracht wird. Bezeichnet man mit 9, bzw. p, den Druck am Ende 
der ersten bzw. der zweiten Stufe, so gilt für die bei der Kompression zu leistende Arbeit 


ee oz; 


‘ 


Die Frage lautet, wie bei gegebenen 9, ?, 7’, die Drücke p, und p, zu wählen sind, damit die 
aufzuwendende Arbeit möglichst klein wird. 

Läßt man den konstanten Faktor und konstante Summanden weg, welche die gesuchten 
Größen p, und p, nicht beeinflussen, so reduziert sich das Problem auf die Untersuchung des 
Ausdrucks 

y-ı 


Es Ze ir 
ac) 
Po Pı P2 
Da das Produkt 


un 2 le ar 
rc re 
Po Pı P2 Po 
konstant ist, folgt nach Beispiel 4 aus Nr. 200, daß die Summe u dann am kleinsten ist, wenn 
alle Summanden gleich sind: 


vZı ae vr 
Fe re rn 
Po Pı P2 


oder 
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so daß die aufeinanderfolgenden Drücke eine geometrische Progression bilden. Somit gilt 


3 3 
m=1Vm'Pp, m=1Vm:P. 

5. In der Ebene sei ein Dreieck mit den Seiten «a, b, c gegeben (Abb. 108). Darauf lassen sich 
unendlich viele Pyramiden gleicher Höhe % errichten. Man soll diejenige bestimmen, die die 
kleinste Mantelfläche S hat. Das Problem reduziert sich darauf, die Projektion M der Pyrami- 
denspitze zu finden. Ihre Lage ergibt sich aus den drei Loten x, y, z auf die Seiten a, b, c. Jedes 


Abb. 108 


Lot nehmen wir positiv, wenn M auf derselben Seite wie das Dreieck liegt, sonst negativ; zwi- 
schen z, y, 2 besteht die Beziehung 
ac t+-by+cz=2P, also u N 
C 


wobei P der Flächeninhalt des Dreiecks ist. 
Für die uns interessierende Mantelfläche $ ergibt sich jetzt 


S-ZYaFR+ WR SYEHR, 


wobei für z der oben gefundene Ausdruck einzusetzen ist. Der Variationsbereich der unab- 
hängigen Veränderlichen x, y ist die ganze x, y-Ebene. Nun ist 


Da ee ee, 
22 + h2 Vz? + h2 C 
Be et 
Yy? + h2 Y2+m © 
oder 
E Yy z 


Der gesuchte Punkt M ist der Mittelpunkt des dem Dreieck einbeschriebenen Kreises. 

Daß diesen Werten von x und y der kleinste Wert für 8 entspricht, ist ebenso leicht zu be- 
weisen wie im Beispiel 4 aus Nr. 200, indem man benutzt, daß für unbegrenzt wachsende x 
bzw. y auch 8 unbegrenzt wächst. 

6. Es seien in der Ebene drei Punkte M,(a,, 51), Ma(a;, b;), My(a;, b;) gegeben, die nicht auf 
einer Geraden liegen. Man bestimme in dieser Ebene denjenigen Punkt, für welchen die Summe 
der Abstände von den gegebenen Punkten minimal ist. 

Für beliebiges M(x,y) setzen wir 0; = Vz — a)? + (y — bb)? (= 1,2,3). Dann ist die 
Funktion 

u= 29 =FVa-a)+(y— bi) 
% % 


96 Fichtenholz I 
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zu untersuchen, Ihre partiellen Ableitungen 


Or ii 6% ; 0 ii 6 ; 


wobei 0; den Winkel zwischen der Geraden M;,M und der x-Achse bedeutet, existieren mit Aus- 
nahme der gegebenen Punkte überall. 

Extremwertverdächtig sind somit zunächst die Punkte M,, M, und M,, in denen die Ab- 
leitungen nicht existieren, sowie ein Punkt M, (wir werden sehen, daß er nicht immer existiert), 
in dem die Ableitungen gleichzeitig verschwinden. Da für unbegrenzt wachsendes x bzw. y auch 
u unbegrenzt wächst, wird der gesuchte kleinste Wert in einem dieser Punkte angenommen. 

Um die stationären Punkte M, zu bestimmen, setzen wir beide partielle Ableitungen gleich 0; 
so erhalten wir 


cos6, + cos6, + cosd, =, sin6, + sin, +sin®, =. 
Wir multiplizieren die erste mit sin 6,, die zweite mit cos 0, und subtrahieren; es ergibt sich 
sin (0, — 6,) = sin (9, — 6,), also 9, — 9, =, —®;. 
Analog finden wir 
0, —9,=09—9,. 
Somit müssen die Winkel zwischen je zwei der Geraden M,M , M,M. M3M, sämtlich gleich 
= sein, und M, ergibt sich als Schnittpunkt der Bögen, die über den Seiten des Dreiecks 
M,M,M;, konstruiert sind und den Winkel = einschließen. 
Gibt es in diesem Dreieck keinen Winkel von mindestens = so schneiden sich diese Bögen 
wirklich im Innern des Dreiecks und bestimmen einen Punkt M,, von dem aus die Seiten unter 


dem Winkel = zu sehen sind (Abb. 109). Als Nächstes muß man die Werte vergleichen, die u 


ED Molx,y] 
A 
Mz[Q2,b3) M;lay.bı} 


in diesen vier Punkten annimmt. Wir zeigen, daß der Wert von z in dem stationären Punkt M, 
kleiner ist als in den übrigen (also in der Tat der kleinste ist). Nach dem Kosinussatz ist nämlich 


MM, = MM + MM + MM, MA, > (Mar; + mm) Ä 

also 
HM, > MM, + —M,. 

Analog ergibt sich 

MM, > UM, + UM. 


ENDE — — — CGEEMESCHERÄSEEEEE  MAEEEE —  AEE 
Zr re Te 


Durch Addition folgt MM, + MM, > MM, + MM, + M,M,, also 
u(M,) > uM)). 


Offenbar kann M, hier durch M, oder M, ersetzt werden, und damit ist der Beweis beendet. 
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Anders verhält es sich, wenn einer der Dreieckswinkel mindestens — ist. Dann existiert 


kein stationärer Punkt, und 4 nimmt den kleinsten Wert in einem der Punkte M,, M., M, an, 
und zwar in dem Scheitel des stumpfen Winkels. Eine interessante Besonderheit dieser Aufgabe 
besteht gerade darin, daß man dabei neben dem stationären Punkt noch solche Punkte zu be- 
rücksichtigen hat, in denen die Ableitung nicht existiert (vgl. Nr. 196, Bemerkung II). 


7. Wir verallgemeinern die Aufgabe 1: Wir wollen das dem Kreis vom Radius BR einbeschrie- 
bene (n + 1)-Eck mit größtem Flächeninhalt P bestimmen. 

Wir bezeichnen die Zentriwinkel über den Polygonseiten mit &,, %gs «+. Lys Zn. Dann ist 
2 + %+ "4% 4 Zar = 2, also 


a Fr - tt +): 

Für P gilt 
in I lo ae 
I samt mt t—R sn —R - SIN Zutı- 


Setzt man den Wert für x,;, ein, so reduziert sich das Problem auf die Bestimmung des größten 
Wertes der Funktion 


vwu=sinz, +sinzg ++ +sinz, +sin{r -— 5, +%+ ++ 2,)] 
wobei der Variationsbereich 2 der Veränderlichen z,, &,, ..., 2, durch die Ungleichungen 
7% = 0,%, =, ee, I 0,2 +%+ m. + 2, Ss 2t 


gegeben ist, also ein n-dimensionales Simplex darstellt (Nr. 162). 
Nach der allgemeinen Regel berechnen wir die Ableitungen und setzen sie gleich 0: 


cn -—cay Fu ++ +2%,)=0; 


CS, — cs. Fa +." +%,)=0. 


Der einzige innere Punkt des Bereichs, in dem diese Bedingungen gelten, ist der Punkt 


2r 2r 
y = => dann ist auch 2,14 = ——]; 
z : “ n+i | m nn 
ihm entspricht v = (n + 1) sin LEBE 
n+1 


Um zu zeigen, daß dies wirklich der größte Wert von % ist, benutzen wir Induktion. Für 
n = 2 gilt die Behauptung, wie Beispiel 1 aus Nr. 200 zeigt. Wir nehmen nun an, sie gelte für n 


Sinusglieder (so daß für ihre Summe der größte Wert gleich n - sin en ist), und zeigen, daß sie 
dann auch für n + 1 Sinusglieder gilt. “= Or 
Auf Grund der allgemeinen Bemerkung muß man den Wert (n + 1) - sin Ze 
N 


mit den 

Werten vergleichen, welche die Funktion auf dem Rand von 2 annimmt. Wir nehmen etwa die 

„Simplexfläche‘“ x, = 0; auf ihr ist % eine Funktion von nur n — 1 Veränderlichen: 
vw=sng, sing ++ +sinz,, +sanßr - a tt" +)» 

deren größter Wert nach Induktionsannahme gleich  - sin = ist. Das kann man genauso für 

die übrigen Seitenflächen erschließen. Da aber ” 


ITe 
n+1 


gilt, ist unsere Behauptung bewiesen.!) 


ee (n +1) - sin 
N 


sin 2 


!) Das folgt daraus, daß 
Beispiel 1). z 


mit von 0 bis m wachsendem 2 monoton abnimmt (vgl. Nr. 133, 


26* 
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8. Wir betrachten einen elektrischen Stromkreis in Parallelschaltung. Abb. 110 zeigt das 
Schaltschema; A und B sind die Klemmen der Stromquelle, P,, Pa ---, P„ Geräte, die den 
Strom #4, 2, «..„i„ verbrauchen. Man bestimme bei vorgegebenem Spannungsabfall 2e im 
Stromkreis den Querschnitt der Leiter so, daß auf der ganzen Leitung die geringste Menge Kup- 
fer verbraucht wird. 


Abb. 110 


Offenbar braucht man nur einen der Leiter zu untersuchen, etwa AA,, da für den anderen 
dieselben Bedingungen gelten, Mit 7,, 1,, ...,!„ bezeichnen wir die Längen der Stücke AA,, 
A,yAss ...., Ay-ı A, in m, mit Q,, 925 «++, Y,n die Querschnitte in mm?. Dann ist 


u Fl + I2q2 +++ U ndn 


das Volumen der gebrauchten Kupfermenge in cm?. Wir müssen den kleinsten Wert dieser 
Größe bestimmen unter der Annahme, daß der Spannungsabfall in AA, gleich e ist. 
Man berechnet leicht, welche Ströme J,, Ja, ..., J„ in den Strecken AA,, A,Ay -.., Ay-ıAn 
fließen: 
Jehbtu + +, JAhaehtt times In in 


Ist o der Widerstand eines kupfernen Leiters der Länge 1m vom Querschnitt 1 mm?, so gilt 
für die Widerstände dieser Strecken 


ar ee, he, 
gı 92 In 
so daß sich nach dem Ohmschen Gesetz der Spannungsabfall folgendermaßen ausdrücken läßt: 
Bere. ee EL 
dı da In 


Um komplizierte Rechnungen zu vermeiden, führen wir statt der q,, 9» -.., q„ diese Größen 
Es &as «++, €, ein, für welche 


a rar +. arme, lo ,=e— eg —,—::— eo 


gilt. Dann ist 


= ol,J 1 a 0l,J; Ir Ol, >. Ol) 
nern ME a a 
21 2) En ae 7 ee 7 En SE Eu 
und 
a= 0 u + n Er 1 nm = 127, ; 
e En-1 a 


wobei der Variationsbereich der unabhängigen Veränderlichen e,, e,, ..., e,_, das offene Simplex 


a >0, , >I,., >00, a +, + +1 <e 
ist. 
Setzen wir die partiellen Ableitungen von u nach allen Veränderlichen gleich 0, so erhalten 
wir 
_Adı I 


ei ee ee). 


—(, 
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II; e> 2.J, er 
e e- 9, — + — e,,) ’ 
ei In-ıJn-ı AB BL 7} n BER‘ 
2 = 27003 
en-1 (e er n1) 


also (wenn wir e, wieder einführen) 


BI, _ 2, _B 


Man bezeichnet den gemeinsamen Wert dieser Brüche zweckmäßigerweise mit — (1 > 0), und 
dann ergibt sich 


e& = Al, YJ,, €) —- Al, YW,, e, u Al, VW, 
wobei man Aleichtause ++ --+e,= e erhält: 


€e 
EV. ae, 


Da u unbegrenzt wächst, wenn sich der Punkt (e,, e,, ..., e„_ı) dem Rand des Bereichs nähert, 
nimmt % für diese e,, &, ..., &,-ı (e„) tatsächlich den kleinsten Wert an. 
Gehen wir wieder auf die g;, 95 -.., 7, zurück, so ergibt sich 


4=—-V,, 2= VW. m=—VIn 


b 


so daß die am besten geeigneten Querschnitte der Leiter den Quadratwurzeln aus den ent- 
sprechenden Stromstärken proportional sind. 


9. Die Methode der kleinsten Quadrate. Unter diesem Namen ist eine sehr verbreitete 
Methode zur Auswertung von Meßergebnissen bekannt, deren Wesen in folgendem besteht: 
Es seien die Werte dreier!) Größen x, y, z zu bestimmen, welche » > 3 linearen Gleichungen 


ac t+by+cez=d; =1,2,..,n) 


genügen. Hierbei seien einige der Koeffizienten a;, b;, c;, d; aus Beobachtungen, also nur an- 
genähert, bestimmt. Dabei setzen wir voraus, wenigstens irgendwelche drei dieser Gleichungen 
hätten eine von O verschiedene Determinante, es sei also etwa 


bio 
0.6 (14) 
A; by c; 
Die aus den ersten drei Gleichungen berechneten Werte x, y, z werden im allgemeinen die übri- 
gen Gleichungen nicht befriedigen, sei es, weil die Koeffizienten unvermeidliche Fehler ent- 


halten, sei es, weil die Gleichungen selbst nur angenähert gelten. Da wir keinen Grund haben, 
eine der Gleichungen vor den anderen auszuzeichnen, und mit einem unvermeidlichen Fehler 


s;=ar +rbret+cz—d; 


rechnen, welche Werte x, y, z wir auch nehmen, stellen wir uns nur die Aufgabe, die Summe der 
Quadrate dieser Fehler, also 


n 
V= 5 = Yae +by+ cz — di), 
i=1 i=1 


1) Auf diesen Fall beschränken wir uns hier nur der Einfachheit halber. 
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möglichst klein zu machen (daher der Name der Methode).!) Mit anderen Worten, wir nehmen 
an, dieWerte von x, y, 2, welche am besten mit der Erfahrung übereinstimmen, seien diejenigen, 
für welche W = W(x, y, z) minimal ist. 

Um diese Werte zu bekommen, setzen wir die partiellen Ableitungen von W nach x, y,2 
gleich O0 und erhalten 


n 

2 3 a;(a;% —- by -+ 0% — d;) —=(, 
i=1 
n 

2 ba +bytez—d)=0, 
ı=1 


n 
2 3, ce +tby-ez—d)=0. 
i=1 


Für Summen von Summanden, die sich nur durch verschiedene Indizes unterscheiden, führte 
C. F. GAuss eine kurze Bezeichnung ein; er schrieb 


n n 
[aa] statt Ya, [ab] statt z ab; usw. 


In der Gaußschen Bezeichnung lautet das Gleichungssystem zur Bestimmung von x, y, 2 


[aa] x + [ab] y + [ac] z = [ad], 
[da] x + [55] y + [dc] z = [ba], 
[ca] x + [eb] y + [ce] 2 = [cd] 


(Normalgleichungssystem). 

Um sich zu vergewissern, daß x, y, z dadurch eindeutig bestimmt sind, muß man zeigen, daß 
die Determinante des Systems von 0 verschieden ist. Nach einem bekannten Satz der Algebra 
gilt für das Quadrat dieser Determinante die Beziehung 


[aa] [ab] [ac] |? ab; 65]? 


[da] [81 Bel] = & |a; d, g;|. 
[ca] [cb] [cc] GM |a, bu c% 


wobei über alle möglichen Kombinationen (1, 5, k) von n Indizes 1, 2, ..., n zu je dreien zu sum- 
mieren ist. Da von allen Determinanten rechts nach Voraussetzung mindestens eine von 0 ver- 
schieden ist, folgt daraus, daß auch die Determinante rechts von 0 verschieden ist. 

Wir müssen uns noch davon überzeugen, daß die Funktion W für die aus dem Normal- 
gleichungssystem bestimmten Werte der Veränderlichen tatsächlich den kleinsten Wert an- 
nimmt. Dazu genügt es zu zeigen, daß W außerhalb einer Kugel von hinreichend großem Radius 
beliebig groß wird. Zu diesem Zweck betrachten wir die Werte der ersten drei Klammern in dem 
Ausdruck für W: 


az +by+ter hu Wrtbyteor—d= u, 

Ag% — b,y + 632 ve ds = Us. 
Auf Grund von (14) lassen sich durch diese Werte die Werte von x, y, z mit völlig bestimmten 
konstanten Koeffizienten linear ausdrücken, so daß, da alle Größen u,, %,, uU, beschränkt sind, 


auch x, %, 2 beschränkt sind. Hieraus ist zu ersehen, daß mit unbegrenzt wachsendem r? = 2? 
+y?®+z°auchuj + u + us, also auch W, unbegrenzt wächst. 


!) Vgl. dazu beispielsweise J. W. Linxik, Methode der kleinsten Quadrate in moderner Dar- 
stellung, Berlin 1961 (Übersetzung aus dem Russischen). 


VI. Funktionaldeterminanten 
und ihre Anwendung 


$1. Formale Eigenschaften der Funktionaldeterminanten 


202. Definition der Funktionaldeterminante. In diesem Kapitel und in einigen anderen 
Teilen dieses Lehrgangs ist eine besondere Art von Determinanten ein wichtiges 
Hilfsmittel bei unseren Untersuchungen: Determinanten, deren Elemente partielle 
Ableitungen sind. Zunächst wollen wir einige grundlegende Eigenschaften dieser 
Determinanten studieren. 


Es seien n Funktionen von n Veränderlichen gegeben: 


Yı = fılzı, ER I) P 


Yı — I(zı, Kay eo. %.); (1) 


Yn = In(&1: %23 +. %n)- 


Sie seien in einem n-dimensionalen Bereich D gegeben und mögen dort stetige partielle 
Ableitungen nach allen Veränderlichen besitzen. Die Determinante 


°Yyı %Yı oYı 
0% O%Xg nn O%Xn 


OYya ÖYs Oyz 
X OK On 


OYn OYn OYn 
0X, OXz ae OL, 


nennt man die Funktionaldeterminante des Systems (1). Vielfach wird sie auch nach 
C.G.J. Jacosı, der als erster ihre Eigenschaften und Anwendungsmöglichkeiten 
untersuchte, Jacobian genannt.!) Auch die Abkürzung 


D(y:; Ya; ...;, Yn) 
D(&,, Loyore, %,) 


ist gebräuchlich. Die Funktionaldeterminanten ähneln in einer Reihe von Eigen- 
schaften der gewöhnlichen Ableitung. 


1) Gleichzeitig mit Jacosr führte der russische Mathematiker MICHAIL WASSILJEWITSCH 
OSTROGRADSKI (1801—1862) Funktionalderminanten ein. 
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203. Multiplikation von Funktionaldeterminanten. Neben dem System (1) betrachten 
wir das System 


% = Yılls bes En)» 


%, = Yaltı, tar». En)» 


(2) 
Ln = o,(tı; 2 ..., tn); 


diese Funktionen seien in einem Bereich 7 definiert und mögen dort stetige partielle 
Ableitungen besitzen. Falls der Punkt (t,, ..., i„) in J variiert, möge der entsprechende 
Punkt (x, 23, ..., %,) niemals außerhalb 2 liegen, so daß die yı, %3, ..., 4 als mittel- 
bare Funktionen der t,, ts, ..., i„ angesehen werden können. | 

Wir multiplizieren nun die Funktionaldeterminante des Systems (1) mit der 
Funktionaldeterminante 


0%, 0% 0% 
o, Ha A, 
Of, OXs OX 


ö, Hr A, 
OLn OK OL 
, A An 


des Systems (2). Aus der Determinantentheorie setzen wir den Multiplikationssatz als. 
bekannt voraus; in 


Aıı (da ... On 1 bis ER ..Din Cıı Cı2 ... Cin 
Agı Anz... Aon|, Da1 Da2 ... Dan _ |C2ı C22 »*'. Con 
Anı In2 ++. Ayn Ön1 Ön2 er. Dan Cnı Enz «+ Cnn 


gilt also 
Ci = Q;1d1r 7 Q;9bz% un A;nOnk (, k= 1,2, > n) 
(Multiplikation von Zeile mit Spalte). Für.die Funktionaldeterminanten gilt somit 
oyı 0Yı oYı 0%, 0% 0%, 
a 0 mern a, "er, 
Oya ÖYr Oya 0X, 0%, 7 
Or 0 Ile a2 "or, 


OYn OYn Oyn On OKn 0% 
0% OR Ok &, Os Ar 
oYı Mı ,.., HM  Yı Orı OYyı Oi 


x, Ö met O2, A Or Or ae x, An 
Oy2 0% OYya O&n Oy, 0% Ya On 
= 10%, 6 a 0x, Od  9xı On Eau OL, Of, 


OYn 0% OYn dx, &y, dx, 2y, de, 
da ih a 
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Da nach der Kettenregel für mittelbare Funktionen für das allgemeine Glied dieser 
letzten Determinante die Beziehung 


oY; 0% n OYy; 0% oy; 
0% Öl OL, Ob. Ol, 


gilt, können wir dafür auch 
öYyı &Yı oYı 
, 


Oya Oys 0%, 
%ı Os An 


OYn Yn OYn 
o, A An 


schreiben. In der abgekürzten Form läßt sich diese Eigenschaft folgendermaßen 
notieren: | 
Diy:, Yas »» +5 Yn) D(z,, T2, ...,%n) Diy:, Yay ++», Yn) (3) 


Dix, Loy oe, X) Dit, to, “.., t,) Ditsts, ..., ,) " 


Wäre y eine Funktion von x allein und x eine Funktion von : allein, so ergäbe sich die 
bekannte Kettenregel 2 z — 2 . Die oben bewiesene Eigenschaft der Funk- 
tionaldeterminanten ist also eine Verallgemeinerung der Kettenregel. 

Wir weisen noch besonders auf den Spezialfall hin, daß die Veränderlichen t,, ts, ..-, 
t, Mit Yı, %Yg5 «+, Y übereinstimmen, so daß das Funktionensystem (2) die Umkehrung 
des Systems (1) ist. (Dabei setzen wir die Möglichkeit dieser Invertierung voraus. 


Näheres darüber im folgenden Paragraphen.) Dann lautet unsere Beziehung 


D(y:, Yay ++ Yn) , Dit, Kay u0e, %,) | 
Diz,, Loy eo Ca) Diy, UPR ... Yn) 


oder 
D(Yı, Ya» +» Yn) _ 1 4) 
Dies 2.3) Dias %:.,%) 
Di; Ya. Yn) 


Darin erkennen wir die Verallgemeinerung der Differentiationsregel für die Umkehr- 
funktion. 


304. Multiplikation von Funktionalmatrizen (Jacobischen Matrizen). Es seien m 
Funktionen %,, Yg, «++, Y„ von n (n > m) Veränderlichen x,, %,, ..., x, gegeben: 


Yı = (2, Loy oe 2); 


Y = Je(21; UCPERERT Lu); 


Ym = Im(Xı Loy oe, 2); 
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dabei seien die x, Xa, -. ., %„ Funktionen von m Veränderlichen t,, t,, ..., In: 


ti = Yıllı, io, „..; Im) ’ 


4= Yaltı, bo, .„.. im)» 


I, = Pn(tı; ba, 2. im)» 


Wir nehmen an, daß in beiden Fällen stetige partielle Ableitungen existieren und 
wollen versuchen, die Funktionaldeterminante der %,, %5, +++, Ym nach den tı, ba, ».., En 
zu bestimmen. 

In der linearen Algebra wird ein allgemeiner Matrizenmultiplikationssatz bewiesen, 
von dem der obige Determinantensatz ein Spezialfall ist. Sind die rechteckigen 
Matrizen 


Ajı Az »-» Aın bir dı2 ++» Dim 
147 177) ... (do Daı Dos »». b, 

21 2 n und 2 m (n > m) 
Amı Im2 +++ mn On1 On2 . Önm 


gegeben, so versteht man unter ihrem Produkt die quadratische Matrix 


Cyı 22 +++ Cm 


Ca1 Ca2 ... Com 
’ 


Cn1 Cm2 ..o Cm 


wobei für das allgemeine Glied 
= 101% 7 Q;odzy ee AinOnk (2, k= 1, 2, ..., m) 
gilt. Die Determinante dieser Produktmatrix ist gleich 


OIyi, ji, ... Ijin b;ı bi.2 ... Dim 


Azi, Gai +» Ogim : bja bie ... D;.m j 
Gi) |» 
Amir Imiz ++ Amim b;.ı D>30 Dia 
dabei erstreckt sich die Summation über alle möglichen Kombinationen (is, 83, -.., im) 
der niIndizes 1,2,...,n zu je m. Wenden wir das auf die Funktionalmatrizen 


Yı Yı 0yı 0% 0% 0%, 
und 


a A An 
ÖXg OX, O%, 
a A A 


Oı Ok 2 


OYy2 OYz ya 
OXı OK On 


Pi OX, IL 
a Eu 
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an, so erhalten wir 


Oyı 09% Oyı 0% Oyı 0% oyı 9 

——_ — tr... De en 
0x, 6, a 0%, 6b 0% An a: 0%, Om 
OYy, 0% Oyy 0% Oy, 0x Oy, 0% 
U in en, Ya. TUE ai 0,0 
0%, ot, r OX, ob, 0x Ol a ii OL, Ol 
OYym O&ı OYm OK OYm 0% OYm O&n 
x, dt; ia Or, dh Om Fa 0%, Om 


oyı Oyı oYyı | | 9x, 9%, O%;, 

O%X;, OX;, u 0%, a A m An 

Mr MYz Ya Or; ÖX;, 0x ig 

= 100 0, Dmm|e| dl Oe "" Ölm 
(I1.335...,3m) 

Um. Um, 2m. |drin rin , im 

O%;, Or ;, Bu OX;,, dr A Bu An 


Erinnern wir uns der Kettenregel für Funktionen mehrerer Veränderlicher, so 
können wir die linke Seite in der Form 


oyı 9yı 0Yı 
IA An 


Oya Oya MY 
% A Om 


OYm Ym OYm 
oh A An 


schreiben. Verwenden wir wieder die abkürzende Bezeichnung, so finden wir 


DiYı» Yas «> Ym) D(Yı, Yas +» Ym) Di Lis eo Lim) 


— ; 5 
Dit,, to, ..., tn) (Öpofgesim) Dix; Cr “0.7 %;.) Dit,, lo, en. En) ) 


wobei sich dieSummation über alle Kombinationen zu jem ausden  Indizes1,2,...,n 
erstreckt. Für m = 1 geht diese Formel in die Formel für die Differentiation einer 
mittelbaren Funktion (bei Verkettung mehrerer Veränderlicher) über: 


deren Verallgemeinerung sie also ist. 
Wir wollen noch den Spezialfall n = 3, m = 2 anführen: 


D(iy1ıY:) _ DyuY) Dia») , Pyı Y2) D(x;, %;) D(y:, Y2) D(%3, Yı) 


= ; . (6 
Dit,,t,) D(21,%) Dit, te) D(z,,%) Dit ts) D(23,%) Dit) (0) 


Gerade diese Formel wird häufig angewandt. 
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Wir haben damit für Funktionaldeterminanten eine Reihe formaler Eigenschaften 
hergeleitet, die denen der gewöhnlichen Ableitungen analog sind. Hierher gehört auch 
eine Formel, die wir in Nr. 210, Beispiel 8, aufstellen werden. Die weitestgehende 
Analogie zwischen Ableitungen und Funktionaldeterminanten zeigt sich aber in der 
Rolle, die sie in der Theorie der impliziten Funktionen (vgl. den nächsten Para- 
graphen) und insbesondere bei Variablensubstitutionen in Doppelintegralen, dreifachen 
und allgemein in mehrfachen Integralen spielen. Das werden wir in Band III sehen. 


$2. Implizite Funktionen 


205. Der Begriff der impliziten Funktion einer Veränderlichen. Wir nehmen an, die 
Werte der beiden Veränderlichen x und y seien durch eine Gleichung verknüpft, die, 
nachdem alle Glieder auf die linke Seite gebracht worden sind, im allgemeinen Fall 
die Gestalt 


habe. Hier ist F(x,y) eine in einem bestimmten Bereich gegebene Funktion zweier 
Veränderlicher. Entspricht jedem x (in einem gewissen Bereich) ein (oder auch mehr 
als ein Wert) y, der zusammen mit x die Gleichung (1) befriedigt, so wird dadurch eine 
eindeutige (bzw. mehrdeutige) Funktion y = f(x) definiert, für welche die Gleichung 


Fix, i(&)) = 0 (2) 


identisch in x gilt. 
Betrachten wir beispielsweise die Gleichung 


22 y2 
2tra.1-% (1a) 
sie definiert offenbar y als zweideutige Funktion von x im Intervall [—a, a], 


y- + Va. 


Setzt man diesen Ausdruck an Stelle von y in (1a) ein, so erhält man eine /dentität in.x. 

Hier konnten wir für y einen sehr einfachen analytischen Ausdruck in x finden, 
sogar eine elementare Funktion. Das geht aber keineswegs immer. Nehmen wir die 
Gleichung 


y—-—xz—-esny=0 (<e<i1), 


die wir (in anderen Bezeichnungen) schon in Nr. 83 untersuchten, so wissen wir zwar, 
daß dadurch y als eindeutige Funktion von x definiert ist, können diese aber in ge- 
schlossener Form nicht durch elementare Funktionen ausdrücken. 

Eine Funktion y = f(x) wird implizit genannt, wenn sie mittels einer nicht nach y 
aufgelösten Gleichung der Gestalt (1) gegeben ist; man nennt sie explizit, wenn man 
die unmittelbare Abhängigkeit der Veränderlichen 4 von der Veränderlichen x be- 
trachtet. Selbstverständlich beziehen sich diese Termini nur auf die Art und Weise, in 
der eine Funktion y = f(x) vorgegeben ist, und nicht etwa auf die Funktion an sich. 
Strenggenommen kann man die implizite und die explizite Art der Vorgabe einer 
Funktion nur dann mit voller Klarheit einander gegenüberstellen, wenn man unter 
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m——m— nn u Aupilziven Funktion +10 


der expliziten ‚Vorgabe einen expliziten analytischen Ausdruck versteht; läßt man 
aber als explizit die Vorgabe mit Hilfe einer beliebigen Vorschrift zu (vgl. Nr. 45), so 
ist die Definition einer Funktion y von x mit Hilfe einer Gleichung der Gestalt (1) so 
gut wie jede andere. 

Im einfachsten Fall, wenn die Gleichung (1) algebraisch ist, d. h., wenn F(x,y) 
ein Polynom in x und y ist, heißt die dadurch definierte (eventuell mehrdeutige) im- 
plizite Funktion y von x algebraisch. Ist der Grad der Gleichung in y nicht höher als 4, 
so gibt es für diese algebraische Funktion einen expliziten Ausdruck in Radikalen: 
ist der Grad höher als 4, so gelingt diese Auflösung nur in Ausnahmefällen. 

Im folgenden interessieren wir uns nur für das Problem der Existenz und Eindeutig- 
keit der impliziten Funktion (ebenso wie für gewisse andere Eigenschaften), jedoch 
unabhängig davon, ob sie durch eine analytische Formel explizit dargestellt werden 
kann. Übrigens ist diese Fragestellung für uns nicht neu; mit einem Spezialfall haben 
wir uns schon beschäftigt, als es sich nämlich darum handelte, Existenz und Eigen- 
schaften der Umkehrfunktion zu untersuchen, welche durch die Gleichung 


y— f(x) = 0 


als implizite Funktion von y definiert war. 

Die geometrische Behandlung dieses Problems ist lehrreich. Die Gleichung (1) liefert 
unter gewissen Bedingungen eine Kurve in der Ebene [beispielsweise die Gleichung 
(la) bekanntlich eine Ellipse; Abb. 111]; man nennt sie dann die implizite Kurven- 


Abb. 111 


gleichung. Das Problem besteht nun darin, festzustellen, ob die Kurve (1) (oder 
Teile von ihr) durch eine gewöhnliche Funktionsgleichung der Form y = f(x) be- 
schrieben werden kann, wobei f(x) eine eindeutige Funktion ist; das bedeutet geo- 
metrisch, daß die Kurve (bzw. Teile von ihr) von Parallelen zur y-Achse nur in einem 
einzigen Punkt geschnitten wird (werden). 

Will man es nur mit eindeutigen Funktionen zu tun haben, so muß man, wie sich 
am Beispiel der Ellipse zeigt, nicht nur den Variationsbereich von x, sondern auch 
den von % gewissen Einschränkungen unterwerfen. 

Wir wollen zur Abkürzung sagen, im Rechteck (a,b; c,d) definiere (1) die Ver- 
änderliche y als eindeutige Funktion von x, wenn (1) für jeden x-Wert aus dem Inter- 
vall (a, b) eine und nur eine Lösung y im Intervall (c, d) hat. 

Meist wird uns ein bestimmter Punkt (x,, Y,) interessieren, der der Gleichung (1) 
genügt (auf der Kurve liegt), und als solche Rechtecke werden Umgebungen dieses 
Punktes auftreten. So kann man sagen, daß im Fall der Ellipse (Abb. 111) die Glei- 
chung (1a) in jeder hinreichend kleinen Umgebung jedes Ellipsenpunktes die Ordi- 
nate y als eindeutige Funktion der Abszisse x definiert, mit Ausnahme ihrer Scheitel A 
und A’ auf der großen Achse, wo das nicht der Fall ist. 


206. Existenz der impliziten Funktion. Wir stellen nun Bedingungen auf, die die 
Existenz einer eindeutigen und stetigen impliziten Funktion sichern. 
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Satz I. Wir nehmen an: 
1. die Funktion F(x, y) sei in einem rechteckigen Bereich 


D=[% — 4,04 45% —- A,y+ A] 
mit dem Mittelpunkt (x,, Y,) definiert und stetig; 
2. die Funktion F(x, y) verschwinde in diesem Punkt, F(x%, Yo) = 0; 
3. bei konstantem x wachse (bzw. falle) F(x, y) mit wachsendem y. 
Dann gilt: 
a) In einer Umgebung von (xy, Yo) definiert Gleichung (1) die Veränderliche y als ein- 
deutige Funktion von xz,y = f(x); 


b) für x = x, nimmt diese Funktion den Wert y, an: [(x,) = Yo: 
c) f(x) ist stetig. 


Abb. 112 


Beweis. Wir bewegen uns zunächst auf der durch M,(%,, %) gehenden Vertikalen 
(Abb. 112),d. h., wir setzen & = x,. Dann wird die zu untersuchende Funktion F(z, y) 
zu einer Funktion F(x,, y) von y allein, also eine Funktion einer Veränderlichen. Nach 
Voraussetzung 2 verschwindet sie für y = y,. Nach Voraussetzung 3 wächst (bzw. 
fällt, aber hierauf wollen wir wie üblich beim Beweis nicht eingehen) die Funktion 
F(x,,y) mit wachsendem 3%, so daß ihre Werte für y < y, negativ, für y > y, da- 
gegen positiv sind. Insbesondere hat sie daher in den Punkten A,(Xo Y — A’) und 
Bo(l&o; Yo + A’) Werte verschiedenen Vorzeichens, und zwar ist 


F(4,) = Fo, yo — A) <0, FB) = Fi, yo + 4A)>0. 


Wir untersuchen jetzt die Horizontalen durch A, und B,, d.h. halten nun y=y, 
— A’undy=y, + 4’ fest. Dann erhalten wir zwei Funktionen der einen Veränder- 
lichen x, nämlich F(x, y, — 4’) und F(x,y, + 4’), von denen, wie wir gesehen haben, 
die erste in x = x, negativ, die zweite positiv ist. Nach Voraussetzung 1 sind diese 
Funktionen stetig;!) daher gibt es eine Umgebung (x, — 69, 2%, + 6,) von &, (0 < 6, 
s 4), in der beide Funktionen ihr Vorzeichen beibehalten (vgl. das Lemma in 
Nr. 80), so daß für das Intervall x, — 6, <x < x, + 6, die Beziehungen 


F&y—A)<0, Fe, y+4)>0 


!) Wir hatten F'(x, y) als stetig in x, y vorausgesetzt; dann ist diese Funktion aber auch in jeder 
Variablen einzeln stetig. 
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gelten. Mit anderen Worten, auf der unteren bzw. der oberen Seite des Ausgangs- 


rechtecks, längs der Strecken A,A, und B,B,, welche die Länge 26, haben und sym- 
metrisch zu A, und B, liegen, hat F(x, y) negative bzw. positive Werte. 

Nun halten wir im Intervall (x, — 6, ©, + ö,) einen beliebigen Wert x = & fest 
und betrachten die Strecke, welche die Punkte A(z,y, — 4’) und B(#,y + 4') 
verbindet. Längs dieser Strecke ist F(z,y) wieder eine Funktion von y allein. 
Da sie nach Voraussetzung 1 stetig ist!) und an den Endpunkten des Intervalls 
[yo — A’, Y + 4'] Werte verschiedenen Vorzeichens hat, 


FA)=F&%—4)<0, FB)=F@,y+41)>0, 


muß sie nach dem Satz von BoLZAno-CAvcHY (Nr. 80) für einen zwischen y, — 4’ 
und 4, + 4’ gelegenen Wert y = % den Wert 0 annehmen: 


F(%, %) =. 


Jetzt folgt aus Voraussetzung 3, daß für y > 7 die Beziehung F(z, y) > 0 und für 
y < %Y die Beziehung F(z, y) < 0 gilt, so daß Y der einzige Wert in (y, — 4’, y + 4’) 
ist, der zusammen mit <= die Gleichung (1) befriedigt. Auf jeder Vertikalen 
A B gibt es nur einen einzigen Punkt M (%, y), für den die linke Seite 0 wird. Somit 
definiert in der Umgebung (x, — 69, 2 + 65 yo — A’, Yo + A’) des Punktes (x,, Yo) 
Gleichung (1) tatsächlich y als eindeutige Funktion y = f(x) von. 

Übrigens zeigt diese Überlegung auch auf Grund von Voraussetzung 2, daß /(x,) 
— 4, ist. Aus F(x,,Yy,) = 0 ersehen wir nämlich, daß y, der einzige Wert von y im 
Intervall (y, — A’,yy + 4’) ist, der zusammen mit = x, die Gleichung (1) be- 
friedigt. 

Nun muß noch die Stetigkeit von y = f(x) in (x, — ög, %o + 6,) gezeigt werden. 
Für 2=x, ergibt sich das unmittelbar aus der obigen Überlegung, die auf jedes 
kleinere Rechteck mit dem Mittelpunkt M,(x,, y,) ebenfalls anwendbar ist. Hätten 
wir A’ durch e < 4’ ersetzt, so wären wir, wie oben, zu einem 6 < ö, gekommen der- 
art, daß für jedes x aus (x, — 6, x, + 6) der einzige ihm entsprechende Wert y, der 
zusammen mit x der Gleichung (1) genügt, gerade zwischen y, — e und %, + & ge- 
legen hätte. Somit wäre für |e — x,| < ö 


IR) — Yol = fa) — Fro)l < 6; 


womit die Stetigkeit von f(x) in x = x, bewiesen ist. 

_ Der Beweis für einen beliebigen Punkt x = Zist für dem x = x, analog. Der Punkt 
M(&,%), wobei y = f(£) ist, genügt derselben Bedingung wie der Punkt Mo(xo, Yo); 
denn es ist f(%, 3) = 0. Daher ist, wie oben, in einer Umgebung von M(%,%) durch 
Gleichung (1) die Veränderliche y als eindeutige Funktion von x definiert, die zudem 
inz = ästetig ist. Auf Grund der Eindeutigkeit stimmt diese Funktion mit f(x) über- 
ein; damit ist die Stetigkeit von f(x) in x = £ bewiesen. 


Wir haben somit einen Satz über die Existenz der impliziten Funktion bewiesen, 
ohne auf die Frage der Berechnung ihrer Werte oder ihrer analytischen Darstellung 
einzugehen. Damit werden wir unsin Kapitel XII befassen. 

Der soeben bewiesene Satz ist offenbar eine Verallgemeinerung des Satzes aus 
Nr. 83. 


!) Vgl. die Fußnote auf S. 414. 
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207. Die Differenzierbarkeit der impliziten Funktion. Jetzt verschärfen wir die An- 
nahmen über F(x, y) und können dann auch die Existenz der Ableitung der Funktion 
y = f(x) beweisen. 

Satz II. Wir setzen voraus: 

1. Fix, y) set im Rechteck 

D = [x%, az 2,8, — A;%Yo — A',y, + 4’) 

mit dem Mittelpunkt (&,, y) definiert und stetig; 

2. die partiellen Ableitungen Fund F', existieren in D und sind dort stetig; 

3. F(xz,y) verschwindet in (X, %0), d. h. Fix, Y) = 0; 

4. F (%o, %0) ist von O verschieden. 
Dann gelten die Behauptungen a), b), c) von Satz I und außerdem 

d) f(x) besitzt eine stetige Ableitung. 


Abb. 113 


XXX XrxXy+6' x 


Beweis (Abb. 113). Es sei etwa F,(x,, %) > 0. Da nach Voraussetzung 2 diese 
partielle Ableitung stetig ist, gibt es ein Quadrat 


9, +9; -6, +6] (’<A,6 <A) 


derart, daß in allen seinen Punkten F,(x, y) > 0 ist.!) Dann sind für dieses Quadrat 
alle Voraussetzungen von Satz I erfüllt: Die Monotonie von F(x, y) bei festem x folgt 
gerade daraus, daß F, > 0 ist (vgl. Nr. 132). Daher können wir a), b), c) als bewiesen 
annehmen. 

Um auch d) zu beweisen, wollen wir unter y gerade die durch Gleichung (1) defi- 
nierte und ihr identisch genügende implizite Funktion y = f(x) verstehen. Wir er- 
teilen x den Zuwachs Ar; dem Wert x + Az entspricht ein Wert y + Ay = fix + Ak), 
der zusammen mit ihm die Gleichung (1) erfüllt: F(x + Ax, y + Ay) = 0. Offenbar 
gilt auch für den Zuwachs AF von F die Beziehung 


AFl&,y) = Fl + Ax,y-+ Ay) — Fa,y)=0. 
Stellen wir AF nach Formel (1) aus Nr. 178 dar, so erhalten wir 
0 = Afla,y) = F,l&,y)- Ace + Fl, y)- Ay+ & Ax + PB Ay, 


') Auch für Funktionen mehrerer Veränderlicher gilt nämlich eine Aussage, die der des Lemmas 
aus Nr. 80 für Funktionen einer Veränderlichen analog ist. 
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wobei & und $ von Az und Ay abhängen und gegen 0 streben, wenn Az und Ay (gleich- 
zeitig) gegen 0 streben. Hieraus folgt 


Ay ee Frl, y) + x 
Nun lassen wir Ax gegen 0 streben; auf Grund der schon bewiesenen [vgl. c)] Stetig- 


keit von y = f(x) strebt dann auch Ay gegen 0, also gilt auch « — ß, ß — 0. Wegen 
F, =# 0 existiert der Limes der rechten Seite, also auch die Ableitung von y nach x: 


‚ = _% Ay _ F (x, y) 
fe) in N (8) 


Setzen wir f(x) statt y ein, so folgt 
(&) — _ F,le, /(x)} R 
F (x, f«)) 


da im Zähler und Nenner stetige Funktionen von stetigen Funktionen stehen und 
der Nenner nicht verschwindet, folgt hieraus, daß auch f’(x) stetig ist. Damit ist der 
Satz bewiesen. 


Es ist bemerkenswert, daß man aus Eigenschaften der Funktion F(x, y) sofort 
auf Eigenschaften der Funktion y = f(x) schließen kann, die nicht unmittelbar ge- 
geben ist. 


208. Implizite Funktionen mehrerer Veränderlicher. Analog der Gleichung (1) kann 
man auch eine Gleichung in mehreren Veränderlichen untersuchen: 


DI 0 (4) 


Unter bestimmten Bedingungen wird hierdurch y als implizite Funktion der n Ver- 
änderlichen x,, X, ..., , definiert, y = f{Xı, %a, -..,%,), die im allgemeinen mehr- 
deutig ist. Setzt man sie an Stelle von y ein, so folgt 


Fix, a TO Rascseig %,)) =) 
identisch in x,, X, ..-, &,. Wir sagen, in dem (n + 1)-dimensionalen Parallelepiped 
(@,, B1; ag, Da; ...; Gm, On; 0, d) 


definiere Gleichung (4) die Veränderliche y als eindeutige Funktion von X, %ay «++, Ins 
wenn für jeden Punkt (z,, &,, ..., x,) in dem n-dimensionalen Parallelepiped 


(aı, d1; Qs, D5300,.0u; b„) 


die Gleichung (4) eine und nur eine Lösung im Intervall (c, d) hat. 

Als solches Parallelepiped wird meist eine Umgebung des uns interessierenden 
Punktes (zP, x3, ..., x?) fungieren. 

Auf Gleichung (4) bezieht sich nun 


Satz III. Wir setzen voraus: 
1. F(xj, %a5 -..5 In, y) sei in einem (n + 1)-dimensionalen Parallelepiped 


D= [x? a A, 2 + 4}; ...; zo a Ans x + 55 Yo — Ar, Yo A 4'] 
mit dem Mittelpunkt (x, 9, ..., x, yo) definiert und stetig; 


97 Fichtenholz I 
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2. die partiellen Ableitungen Fy, .-., Fr, F, existieren in D und sind dort stetig; 
3.20.29) =D; 
4. F,(a), ...,20,Y) #0. 
Dann gilt: 
a) In einer Umgebung von (x, ..., 2, y,) definiert Gleichung (4) die Veränderliche y 
als eindeutige Funktion y = f{Xı, - +, &n) VON Kys «re, Ins 
b) fürs, = x, ...,% = zu nimmt diese Funktion den Wert y, an: f(x, ..., x?) = yo; 
c) Xi -.., %.) ist in bezug auf die Gesamtheit der Argumente stetig; 
d) fr, -.., %n) hat stetige partielle Ableitungen Fa,» far «+ Iz.- 


Der Beweis ist dem Beweis der Sätze I und II völlig analog. 
Schließlich kann im allgemeinsten Fall ein System von m Gleichungen mit 2 + m 
Veränderlichen gegeben sein: 
F(&ı, 0 In; Yır ++ Ym) =(, 
Pt, +. In; Yı»-- Ym) =(, (5) 


Fn(&ı, e.., Kn, Yı +*- Yım) =(. 


Hier handelt es sich um die Definition eines Systems von m Veränderlichen 3,, ..., 
Ym als implizite Funktionen der n Veränderlichen x,, ..., %: 


Yı = Ylrı, “005 En)s 00 Ym = Pm(?ı, ..,%n); 
so daß beim Einsetzen in (5) die Identitäten 
F,(eı, 0, In; YılRı, en, Zn)» =, Pm(t1; .., %,)) = 


0 
F,(xı, ..,YXn; YılRı, en In)» rn Pm(Xı, en %,)) — 0, 


Fn(&ı, RE) ea %,)) —0 


entstehen. 
Man sagt, im (n -+ m)-dimensionalen Parallelepiped 


(a,, b;; o.., n, by; Cy, di; ...;, Cm» d,n) 


definiere das System (5) die Veränderlichen y,, %s, -.., Ym als eindeutige Funktionen 
VON X, +..,%, wenn für jeden Punkt (x,, ...,%,) im n-dimensionalen Parallelepiped 


(a1; b;; ...,(yn, b,) 


das System (5) ein und nur ein System von Lösungen %,, ..., %. besitzt, die dem m-di- 
mensionalen Parallelepiped 


(O1, dı5 +..5 Cms dm) 


angehören. 

Beım Problem der Existenz einer eindeutigen impliziten Funktion, die durch eine 
einzige Gleichung (1) oder (4) definiert wird, spielt, wie wir gesehen haben, die For- 
derung, daß in dem betrachteten Punkt, der der Gleichung der impliziten Funktion 
genügt, die Ableitung F', (also die Ableitung nach derjenigen Veränderlichen, welche 
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= ze Funktion definiert werden soll) von 0 verschieden ist, die entscheidende 
olle. 

Entsprechend dem über die Funktionaldeterminante Gesagten ist es nicht über- 
raschend, daß es bei unserem allgemeinen Problem auf die Funktionaldeterminante 
ankommt. Bei dem Problem der Existenz eindeutiger impliziter Funktionen Y,, .., 
Ym, die durch ein Gleichungssystem (5) definiert werden, darf. die Funktionaldeter- 
minante der links stehenden Funktionen nach den Veränderlichen Yan; 


of, OF, oF, or, 
öyı Ya u ÖYm-ı Yym 
of, OF, OF, OF, 
J ee D(F,, on.) Fun) = °Yı 0Y: OYm-ı OYm (6) 
Diyis ++, Ym) 


OF mr Pmı Omi fm 
öyı Öyg u Oymı Yym 
OF, ÖFn OF, OF, 
oYı MY ÖYym-ı OYm 


im Punkt (x°, ..., x, %, ..., y%,) nicht verschwinden. 


Satz IV. Wir setzen voraus: 


1. Alle Funktionen F'\, ..., F„ seien in einem (n + m)-dimensionalen rechtwinkligen 
Parallelepiped 


D= [a — A, + dr; ...,;2 — Ans u + Ans 
NM — A, + 415.5 Ym — Am: Ym + Am] 
mit dem Mittelpunkt (9, ..., x, 99, ..., y4) definiert und stetig; 


2. in D seien die partiellen Ableitungen dieser Funktionen nach allen Argumenten 
vorhanden und stetig; 


3. der Punkt (z°, ..., yO,) genüge dem System (5); 

4. die Funktionaldeterminante J ser in diesem Punkt von O verschieden. 
Dann gilt: 

a) In einer Umgebung des Punktes (x, ..., y%) definiert das System (5) die Veränder- 
lichen Yıs ». +, Ym als eindeutige Funktionen von %ı, »» +, Ln! 


Yı — fı(&:, .. %n)s u Ym-ı == Im-ı(%1; 0, Cu) Ym = Im(%ı ee, %n); 


b) für die Werte x, = xl, ..., %, = x nehmen diese Funktionen die Werte yi, .. ..Ym-ı: 
yd, an: 
hi, ..., x.) 7 N. ... m-1(X2, ... %,) = Yn-ı /m(&}: “ey cr) Z: Ym; 
c) die Funktionen fı, ---, [m sind stetig; 
d) die Funktionen fıs -- -, [m haben stetige partielle Ableitungen nach allen Argumenien. 


Beweis. Den Beweis führen wir durch Induktion. Für m = 1, wenn das System 
aus einer einzigen Gleichung besteht, ist der Satz richtig. Dann handelt es sich ein- 
fach um den in Satz III erledigten Fall. Wir nehmen nun an, der Satz sei richtig, wenn 


27% 
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das System aus m — 1 Gleichungen besteht und es darum geht, m — 1 implizite 
Funktionen zu definieren; auf Grund dieser Annahme beweisen wir ihn für ein Sy- 
stem von m Gleichungen. 

Da die Funktionaldeterminante J im Punkt (z}, ..., y9,) von 0 verschieden ist, gibt 
es in ihrer letzten Spalte mindestens ein in diesem Punkt ebenfalls von 0 verschiedenes 
Element; es sei also beispielsweise 


OR (2 32 Um) 
OYm 


Dann definiert nach Satz III die letzte Gleichung des Systems (5) in einer Umgebung 
D* des Punktes (x, ..., y%,) die Veränderliche y,, als eindeutige Funktion der übrigen 
Argumente, 


0. 


Ym = ot; oe, dm, Yı ++ Ym-ı) » (7) 


so daß in diesen Argumenten identisch 


En (x,, 02. %n3 Yır >05 Ym-ı Plüu +. Ym-1)) —=( (8) 
gilt. Diese Funktion 9 ist stetig und hat stetige partielle Ableitungen; außerdem ist 


pl; ..., u; Y ..., Ym-ı) = Ym- (9) 


Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daß die Gleichung 


Fn(&ı; .., In Yı5 sy Yn) = Ö 


der Gleichung (7) äquivalent ist, da wir uns von vornherein auf die Umgebung D* 
beschränken: In D* genügen ihr ein und dieselben Wertesysteme der Veränderlichen 
jr 000, Ins Yıs «++ Ym- 

Wenn wir die letzte der Gleichungen (5) durch diese Gleichung (7) ersetzen und gan 
Stelle von y,, in die übrigen Gleichungen des Systems (5) einsetzen, so erhalten wir ein 
neues System von m — 1 Gleichungen mit n + m — 1 Veränderlichen: 


D,(aı, en, Xny Yır »+ +; Ym-ı) ar 0, 
D,(ı; or, Kn; Yır ++, Yn-ı) === 0, (10) 


Dan-ı(%ı; ee, Ln; Yı; „eo; Ym-ı) = 0; 


dabei wurde zur Abkürzung (fürj = 1,2,..,m — 1) 


P,(z,, ...; Ln; Yı> a Ym-ı) = Filz, .„.. Ln; Yı; ..+., Jm-1) 9X, ee) m-1)) (11) 
gesetzt. 
Bleibt man im Bereich D*, so ist das System (5) dem System (10) mit der Zusatz- 
gleichung (7) äquivalent. 
Wenn wir also noch beweisen können, daß durch das System (10) in einer hin- 
reichend kleinen Umgebung d* des Punktes (2°, ..., y9,_,) die m — 1 Veränderlichen 
Yıs +++» Ym-ı als eindeutige Funktionen von x,, ..., x, definiert werden, 


Yı = fılzı, ..., %)» ...3 Ym-ı 7 Im-ı(%ı> ..., %n)> (12) 


so ist nach (7) auch die Veränderliche y, als ebensolche eindeutige Funktion defi- 
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niert, 
Ym = Im(%ı, ».., %) 


= Plan een Eu Plan ee En) en malt en &n)); 


und die Behauptung a) wäre damit völlig bewiesen.) 

Wir wenden uns nun wieder dem System (10) zu und beweisen, daß dafür in der 
Umgebung des Punktes (2°, ..., y,_,) die Bedingungen erfüllt sind, die den Voraus- 
setzungen 1 bis 4 entsprechen. Für die ersten beiden folgt das unmittelbar aus den 
Eigenschaften der Funktionen F jund 9, und zwar auf Grund von (11). Ebenso liefert 
die Voraussetzung 3 zusammen mit (11) und (9) fürj = 1,...,m — 1.die Beziehungen 


Pilyi + Ym-1) = Filed... Yu: Pad, 2, y1)) 


= Fl, = 0. 


Nun müssen wir noch die Funktionaldeterminante 


od, 


oyı 
od, 
öyı 


_ D(B1 ..., Dan) _ 


JF = — 7 — 
Diys...; Ym-ı) 


od, 

E77 
oD, 

Öys 


a Dn-i ODn-ı 


oyı 


Öya 


oo, 


Ym-ı 
OD, 


ÖYm-ı 


OP y„-ı 


u OYm-ı 
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(12a) 


(das Analogon von J) betrachten und uns davon überzeugen, daß. sie im Punkt 
(27, -.., Yu) von 0 verschieden ist. Zu diesem Zweck transformieren wir die Deter- 


op 


minante J, indem wir zu den Elementen ihrer ersten m — 1 Spalten die mit an 


4 


Yı 


of, © OF, 
Om OYym-ı Ym 
of, © oFR, 
OYym OYym-1 ÖYm 
of. m—-1 09 OF m-—1 
Ym  ÖYm-ı OYm 
OF mn 9 On 


Ten multiplizierten Elemente ihrer m-ten Spalte addieren: 

of, of, % or, 

oyı Om a " Yym-ı 
OF, of, OF, 

öyı OYym oYyı  ym-ı 

J= 

OF m-ı , Fmı 9 OR. 
Yyı MY Yı  OYym-ı 
OF m OF mp Om 
0Yı Om oYı OYym-ı 


OYm OYym-ı oy m 


1) Wir weisen darauf hin, daß das (n + m — 1)-dimensionale (offene) Parallelepiped d* als so 
klein angenommen wird, daß die es definierenden Intervalle in den entsprechenden Inter- 
vallen enthalten sind, welche das (n + m)-dimensionale Parallelepiped 2* definieren. Die- 
jenige Umgebung des Punktes (x1,...., y1), von der in der Behauptung a) die Rede ist, wird 
gerade durch alle Intervalle. bestimmt, die mit d* verknüpft sind, wenn man dazu noch das 
letzte der Intervalle hinzunimmt, welche mit 2* verknüpft sind. 
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Denkt man sich hierin y,, = Plz, ..., &m-ı) gesetzt, so zeigt sich, daß alle Elemente, 
außer denen der letzten Zeile und denen der letzten Spalte, die partiellen Ableitungen 
der Funktionen 2, nach y,, ..., Ym-ı sind. Differenzieren wir nämlich gemäß (11) die 
Funktion 9, als mittelbare Funktion nach yı, ..., Ya-ı (unter Benutzung der Regel 
aus Nr. 181), so erhalten wir fürj = 1,..,m — 1 

09, _ OF, of; Op 02, of, OF, Op 


oYı My Ay öyı 7 Ay mr Dym Ym-ı 

Differenzieren wir andererseits die Identität (8) nach y,, ..., Yn-1, 80 ergibt sich!) 
OFn , Ffm 9% OF n OFn  % 
yı m Yı My  DYfm  Ödymmı 


Somit sind die Elemente der letzten Zeile (außer dem letzten) sämtlich gleich 0. Es 
ist also 


=(. 


28, 08, Or, 
Yı — ymı My 
0, 08, OF, 


%Yı My m-ı OYm 


J=|. sl; 
Odn-1 Dn-ı oF m—1 
oyı  — Ym-ı Um 
OF 
0 0 = 
OYm 
Entwickelt man diese Determinante nach den Elementen der letzten Zeile, so folgt 
an, 
OYm 


Schließlich setzen wir hierin &, =, ...., Ym-ı = Y%_,). Dann ergibt sich, daß 
Ym = Pr »--, Ym-ı) nach (9) gleich y9%, ist. Da dann nach Voraussetzung 4 Deter- 
minante J von 0 verschieden ist, gilt das auch für J*, was zu beweisen war. 

Für das System (10), das m = 1 Gleichungen enthält, war unser Satz als richtig 
angenommen worden. Daher definiert dieses System in der Umgebung des Punktes 
(275 ++, Ym_ı) eindeutige und stetige Funktionen (12), die stetige partielle Ableitungen 
haben. Außerdem genügen diese Funktionen der Bedingung b): 


ft, ..., x) => N ..., fm, ... 0) == mi: (13) 


Hieraus folgt, daß die m-te Funktion (12a) ebenfalls stetig ist und stetige Ableitungen 
besitzt, und schließlich, unter Berücksichtigung von (13) und (9), 


na) = (29, LER CH EST. r> PRRERRR, ZEN.» ORES «9)) 
= (27, ... 2; Y; ... Yn-ı) 7 Ym- 


Damit ist der Satz bewiesen. 


1) Da nämlich die in (8) links stehende Funktion identisch O0 ist, sind auch ihre Ableitungen 
nach jedem Argument gleich 0. 
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Bemerkung. Wir machen den Leser auf den lokalen Charakter aller Sätze über 
die Existenz impliziter Funktionen aufmerksam: Es handelt sich immer nur um eine 
gewisse Umgebung des betrachteten Punktes. Aber auch in dieser Gestalt sind diese 
Sätze nützlich. Beispielsweise wird sich dasin Kapitel VII zeigen, wo es bei der Unter- 
suchung der Eigenschaften des geometrischen Bildes in einem gegebenen Punkt völlig 
genügt, sich auf seine unmittelbare Umgebung zu beschränken. 


209. Berechnung der Ableitungen impliziter Funktionen. Die Überlegungen, mit deren 
Hilfe wir die Sätze über die Existenz der impliziten Funktionen bewiesen haben, ver- 
mittelten im allgemeinen keine Vorstellung davon, wie man die Ableitungen (erster 
Ordnung) implizierter Funktionen berechnen kann. Von höheren Ableitungen war 
überhaupt nicht die Rede. Jetzt wollen wir uns mit diesen wichtigen Fragen be- 
schäftigen. 

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, daß eine Gleichung (1) gegeben ist. Es 
seien In der Umgebung eines zu untersuchenden Punktes die Voraussetzungen des 
Satzes II erfüllt; als besonders wesentlich wird sich die Bedingung F, =# 0 heraus- 
stellen. 

Wir geben ein einfaches Verfahren zur Berechnung von y, an (wenn die Existenz 
schon bekannt ist). Bekanntlich geht dieGleichung (1), wenn man darin die implizite 
Funktion y = f(x) einsetzt, in eine Identität über [vgl. Nr. 205, Formel (2)]. Wenn 
wir also unter y diese Funktion von x verstehen, so ist die linke Seite von (1), also 
F(x, y), eine mittelbare Funktion von x, die identisch O0 ist. Dann ist auch ihre Ab- 
leitung nach x gleich 0. Differenziert man F'nach der RegelausNr. 181, so ergibt sich!) 


FAz,y) + F,®&Yy)-y.=; (14) 
also, da F, = Ost, 
F.(z, %) 
u wre (15) 
. F (x, y) 


damit haben wir eine uns schon bekannte Formel erhalten [vgl. Nr. 207, Formel (3)]. 

Jetzt können wir weiter schließen. Hat F(x, y) stetige Ableitungen zweiter Ord- 
nung, so kann der in (15) auf der rechten Seite stehende Ausdruck nach x differen- 
ziert werden; dann existiert also auch die Ableitung von y, nach x, d. h. die zweite 
Ableitung %,, der impliziten Funktion y. Führt man die Differentiation aus und setzt 
jedesmal für y, den Ausdruck (15) ein, so folgt 


(Fy + Fin’ Ye) Fa — (Fort Fey‘ Ye) fr 


Y == 
Tr F} 
_ 2F,F,F,,— FYF er — FE u 
F, 


Die zweite Ableitung ist also wieder eine stetige Funktion von x. 

Hat F(x, y) stetige Ableitungen dritter Ordnung, so existiert offenbar auch die 
dritte Ableitung y,.., von y. Der Ausdruck dafür ergibt sich unmittelbar durch 
Differentiation von y,,, usw. Durch Induktion läßt sich zeigen, daß die Existenz 
stetiger Ableitungen von F(x,y) bis zur Ordnung k (k > 1) einschließlich auch die 
Existenz einer stetigen k-ten Ableitung der impliziten Funktion gewährleistet. 


1) Im Grunde haben wir diese Überlegungen schon früher angestellt; vgl. die Fußnote aufS.422. 
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Nachdem somit die Existenz der sukzessiven Ableitungen der impliziten Funktion 
bewiesen ist, lassen sie sich einfach durch wiederholtes Differenzieren der Identität 
(14) berechnen; dabei ist zu berücksichtigen, daß y eine Funktion von x ist. Beispiels- 
weise liefert die erste Differentiation dieser Identität die Beziehung 


Fat Fo Yet (Faoyt Fin‘ Ye) Yet Fu Yır = 0: (16) 
also (wegen F', =# 0) 


= Fan + 2F 4 Yo + Fy ‘Vz 
Yırz Een 


y 
Setzen wir hier für y, den Ausdruck (15) ein, so erhalten wir den obigen Ausdruck für 
Yız, USW. 

Analog liegt die Sache bei der Gleichung (4) mit mehreren Veränderlichen. Hier 
nehmen wir die Voraussetzungen des Satzes Ill als erfüllt an. Verstehen wir unter y 
die durch (4) definierte implizite Funktion, so geht (4) in eine Identität über. Halten 
Wir %, «.., %, fest und betrachten % als Funktion von x, allein, so erhalten wir durch 
Differentiation der Identität nach x, die Beziehung 


FutFf,’Yu= 0, also Y., > _ Fan. 
F, 
ebenso erhält man 
P;; In 
Ya = ses Ynm = — , usw. 
“ F, ö F, 


Braucht man alle Ableitungen erster, zweiter, ... Ordnung, so ist es einfacher, gleich 
die Differentiale dy, d?y,... zu berechnen. Bildet man nämlich das vollständige Diffe- 
rential der Identität, d. h., setzt man das vollständige Differential ihrer linken Seite 
gleich 0 (unter Benutzung der Invarianz des ersten Differentials; Nr. 185), so folgt 


— oF oF 


El ar = "ne + a dan + Fu dei 0, 
also 
oF oF 
0 OX, 
dy = om drı — Car dx, 
y 04 


Nun ist aber 


oy 


Da die dx,, ..., dx, willkürlich sind, folgt hieraus 


oF oF 
oy Om YO 
oc er’ ” 9m 9F 


öy oy 
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in Übereinstimmung mit dem Obigen. Durch weitere Differentiation ergibt sich 
® 02 F 


usw. berechnen lassen. 
Wir sehen, daß bei allen diesen Berechnungen tatsächlich die Bedingung 


oF 
u de =0 


eine entscheidende Rolle spielt. 

Wir wollen nun das Gleichungssystem (5) untersuchen. Dabei nehmen wir an, in 
der Umgebung eines festen Punktes seien die Voraussetzungen von Satz IV erfüllt. 
Wieder weisen wir auf die Bedeutung der Voraussetzung J = 0 hin. 

Die impliziten Funktionen %,, ..., Ym haben partielle Ableitungen nach x,, ..., %,- 
Man berechnet sie, indem man die Identität differenziert, welche sich aus (5) ergeben, 
wenn man unter %ı, ..., Ym gerade diese impliziten Funktionen versteht, Beispiels- 
weise liefert die Differentiation nach x, die Beziehungen 


oF of, 9 oF, 9 
EA Lo men, 
0x oyı 0% OY 0%, 
OFm , OFm %Yı OF Yym 
— . + ..o -- — m 
OX, oy, 0% OYm  0Yı 
Das ist ein lineares Gleichungssystem in N a m mit der von 0 verschie- 
denen Determinante 0x X 
I— DE tn) 
Diy:; ee. Ym) 
Hieraus folgt 
D(F,, .., nm) DIR 4:52) 
oyı se Di, ».-, Ym) OyYym BEE D(ys, --., %ı) 
or Dis... Fn) Mm D(F, +... Fin) 
Diy nr Ym) Diy:, ., Ym) 


Analoge Ausdrücke erhält man für die Ableitungen von %ı, -.-, Ym nach %5, ..-, %n. 

Besitzen die Funktionen F,, ..., F, stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung, 
so haben die rechten Seiten aller dieser Formeln (stetige) Ableitungen nach allen 
Argumenten, also existieren stetige zweite Ableitungen derimpliziten Funktionen. All- 
gemein gilt, wie man leicht induktiv beweist: Besitzen die Funktionen #, Bis stetige 
Ableitungen bis zur Ordnung k einschließlich, so besitzen auch die impliziten Funktionen 
stetige Ableitungen (nach allen Argumenten) bis zur Ordnung k einschließlich. 
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Man berechnet die Ableitungen der impliziten Funktionen auch im allgemeinen 
Fall entweder durch Differentiation der Identität (5) nach den entsprechenden Ver- 
änderlichen oder durch Bildung der totalen Differentiale. Das sich zur Ermittlung der 
Ableitungen oder der Differentiale ergebende Gleichungssystem ist linear, und seine 
Determinante ist die als von 0 verschieden vorausgesetzte Funktionaldetermiante J. 
Diese Bemerkungen werden an den Beispielen deutlich. 


210. Beispiele. 
1. Die Veränderlichen x und % seien durch die Gleichung 


In Yz? + y* = arctan — 
x 


verknüpft. Wenn wir nach x differenzieren (und dabei y als Funktion von x auffassen), so er- 
halten wir 


ty _WYV —yY ‚ ’ 

—— = ——— ode ı = —y; 

x? + y? x? + 2 ’ + yy xy Y 
ferner 

1 a y’ = yy” Ze xy”; 
usw. Aus der ersten Gleichung folgt 

‚_%:+Y 
ey 
aus der zweiten (wenn man den Ausdruck für y’ einsetzt) 
‚2 Bi 2 
jez 1+yY7 _,8% Fr 
ı—y (x — y) 

usw. 


2. Es sei die Gleichung F(x, y) = x? + y? — 3axy = 0 gegeben. Man bestimme die Extrema 
der dadurch definierten impliziten Funktion y(x). 
Hier ist 


F,„ = 3(2? — ay), P, = 3(y? — ax). 
Nach (15) muß, damit y, = 0 wird, F'„ = 0 sein. Lösen wir das System der Gleichungen F = 0 
und F,„ = 0, so finden wir zwei Wertepaare z, y: 
K JRR 3 
z=(, y=0 und z=afP2, y=a YA. 


Im ersten Punkt verschwindet aber auch F',, so daß wir nicht behaupten können, in seiner Um- 
gebung werde y durch die gegebene Gleichung als eindeutige Funktion von x definiert. Daher 
lassen wir den Punkt (0, 0) beiseite. 


sn 
Im zweiten Punkt ist F, = 3a? Y2 > 0, also ist Satz II anwendbar. Um uns vom Vorliegen 
. a ® 3 ne % ® 
eines Extremums zu überzeugen, berechnen wir y,, für x = aY2. Am einfachsten gehen wir von 
(16) aus, indem wir dort y, = 0 setzen!): 


F 
Ya=- =. 


#, 


ge 
Da für x = aY2 die Bezeichnung FF. = 62 > Ogilt, ist y,,„ < 0, und es liegt ein Maximum vor. 


1) Das ist nicht der allgemeinste Ausdruck für y,.. Er gilt nur in dem uns interessierenden Punkt 


(2/2,a Ya). 


3. Die implizite Funktion z(x, y) sei durch die Gleichung 


x y? z 
turn 
gegeben. Hier finden wir nacheinander 
xzde ydy  zd ex 02 
EL ee = - da —-% 
a2 + p2 T 2 0, dz 22 dr D%2 dy, 
also 
De 
0% a?z ey b% 
Ferner ist 
dr? dy? dz?  zd?% 
amtatrta 


hieraus folgt, wenn man den Ausdruck für dz einsetzt, 


4 2 2 2 h) 
u teren Er], 
c 


a? a®b? 


Oz er [2 2° 0°2 c!ry 
Fr ir, =), 77777 
u 17; 22 

öy: 23 | p2 c2 ) 


ergibt, usw. 


4. Es sei z(x, y) durch die Gleichung z = x + ygp(z) definiert. Man zeige, daß unter der Vor- 
aussetzung 1 — yp’(z) = 0 


02 02 
a p(2) — 
gilt, 
Offenbar ist 
Auer, den. 


und daraus ergibt sich das Gewünschte. 

5. Durch y = xzp(z) + y(z) sei 2 als implizite Funktion von x und y definiert. Unter der An- 
nahme xo’(z) -- w’(z) & 0 beweise man, daß z der Differentialgleichung 
0°2 | ) 0% % oz 0°2 (= ) BR: 


2x2 \ öy au? \ 0x 


dr a 0204 ou? \ 0x 
oder 

r? — 2pgs +? = 0 
genügt, wobei zur Abkürzung 


02 02 02, 02 Oz 
Fr a Yo e 0x2 0x Oy "2 
gesetzt ist. 


Durch sukzessives Differenzieren nach x und y ergibt sich 


o(2) + [ap(e) +y@)]p=0, Krk) +tYV@lla—=1 
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und 
20’(2) p + [xp”(2) + y”(z)] 2° + [eple) + ylz)]r = 0, 
(2) q + xp”) + v’lz)] pq + Lap'(2) + ylz)]s = 0, 
[ep”’(2) + y’@)]g? + Tape) + yz)]t= 0. 


Multiplikation dieser Gleichungen mit g?, —2pq bzw. p? und Addition liefert die zu beweisende 
Beziehung. 


6. Es sei das System 
+9 +2 +u=a ++? U=b, Are rdec 
gegeben, das y, z, u als Funktionen von x definiert. Hier gilt 
1+y +.’ W=0, ct yy=z’+uw=0, 
2 + Py +2.’ + WW —=0. 


Setzt man die Determinante 


ı 11 
y z a|=-®-yu-YWw- 2) 
y? 22 q2 


als von 0 verschieden voraus, so folgt 
‚__e-9W-d) 
2—-y)(u— y) 
7. Die Veränderlichen x, y, 2 seien mit r, 0, o durch die Beziehungen 
z=1rc0s0cosp, Yy=rsindcosp, z=rsinp 


verknüpft, wobei 


O<r<o de Be 
2 2°’ 2 77 


sei. Für die Funktionaldeterminante gilt 


co80 cos —rsindcosp —rcos®sino 


D(x, y, 2 9 
= sin 0 cos rcos#cosp —rsin®sinp| =r"cosp>V0. 
‚up sin @ 0 r COS 


Die obigen Beziehungen definieren r, 0, 9 als Funktionen von x, y, 2. Zur Berechnung der Ab- 
leitungen dieser Funktionen bilden wir die totalen Differentiale 


cos9 cospdr - rsindcospd® — rcos$ sing dp = der, 

sindcospdr +rcos0cosp d9 — rsinÖ sing dp = dy, 

sing dr +rcospdp = dz, 
Hieraus ergibt sich 


r2 cos d cos? r= sın 0 cos? r? sin © COS 
dr _ eos dcotgp ,,  rleindco®p, , sinpoosp 5, 


J J J 
40 — __rsin® ALLE Bm 
J 
dp = En re, TORI. -—— 35; 
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Damit haben wir im Grunde die uns interessierenden Ableitungen schon gefunden, da wir ja J 


kennen: 
= 0080 0089, = sin Bong, I = sing, 
0 sin 6 00 cos O 00 
a: nr cos p’ &y rcosp” Ze 
pP _ __c08Ösino op _ __SinÖsinp 99 cosp 
0X r ; öy a un +" 


Übrigens lassen sich die Gleichungen leicht nach r, 0, p auflösen (9 und o nur zwischen 0 und x 
eindeutig) 


r—= Yx? +7? +22, 0= arctan I, p = arctan 
x Vx2 + y2 


Hieraus kann man alle diese Ableitungen leicht berechnen und das Ergebnis verifizieren. 


8. Als letztes Beispiel der Differentiation impliziter- Funktionen führen wir eine 
Formel an, die noch einmal die Analogie zwischen der Funktionaldeterminante eines 
Systems von Funktionen und der Ableitung einer einzigen Funktion unterstreicht. 

Es sei ein System von n Gleichungen mit 2n Veränderlichen gegeben: 

Filz ..,%&53 Yu so Yı)=0 Üsl,...,n). 
Die Funktionaldeterminante 

D(F,, ..., £.) 

D(Yi +++, Yn) 
sei von 0 verschieden. Dann können wir %,, ..., y, als Funktionen von x,, ..., X, an- 
sehen, die durch dieses Gleichungssystem definiert sind und die Gleichungen zu 


Identitäten machen. Wir differenzieren diese Identitäten nach jedem x; und schreiben 
die Ergebnisse in der Gestalt 


Sammer:  BBEREIENG EN BEE En Ana Ai | a in 


a: 2 
Lo + _— GVeiksy tn): 


Die aus den linken Seiten dieser Gleichungen gebildete Determinante ist gleich 
LIIEHFFIEFERE 4 
Diii;::5%,) 


Die aus den rechten Seiten gebildete Determinante dagegen ist offenbar das Produkt 
der Determinanten 


DIE je; F'„) und Diyi ».* Yn) 


(1) 


D(yıs +++» Yu) Di ».+, %n) 
[vgl. Nr. 203, Formel (3)]. Hieraus ergibt sich 
D(F,,..,F%) 


Diyrs -.., Yn) = (1) Dirs,%,) 
D(2,3:,,%,) D(F 1, ..., Fr) 
Diyi +. Yu) 
ein Analogon der Formel (15). 
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Sind die Gleichungen nach z,, ..., 2, aufgelöst, 2; = 9:(Y1, -- 4) @ = 1, ...,n),so 
läßt sich dieser Fall dem betrachteten unterordnen, wenn man F; = 9; — x; setzt. 


Da hier kan — —1 oder 0 ist, je nachdem ? = oder : = 5 ist, reduziert sich der 
Zähler auf 
—1 0... 0 
0 —1.. 0 = (Nr, 
0 0...—l 
und die Formel geht über in 
D(yıis +++, Yn) = 1 
Di2,,..:5%) Ds) 
D(yi +++ Yu) 


Dieses Resultat ist uns schon bekannt [Nr. 203, Formel (4)]. 


$3. Einige Anwendungen der Theorie der impliziten Funktionen 


211. Extrema mit Nebenbedingungen. Wir betrachten das Problem eines Extremums 
einer Funktion f(x}, ..., 4m) von n + m Veränderlichen unter der Annahme, daß 
diese Veränderlichen noch m Nebenbedingungen 


Pilz, on, Uny Untia o+ es Intm) = 0 ( =1,...,m) (1) 


unterworfen sind. 

Wir erläutern diesen Begriff des Extremums mit Nebenbedingungen und geben ein 
Verfahren zu seiner Berechnung an. 

Man sagt,in einem Punkt M,(x, ..., 2% ,„), der einer Nebenbedingung genügt, besit- 
sitze eine Funktion f(x,, ..., %.+m) ein Maximum (Minimum) mit Nebenbedingungen 
(oder ein bedingtes Maximum usw.), wenn die Ungleichung 


(1, 3 %n+m) S a1: Be Eu) 
>) 


In einer Umgebung des Punktes M, für alle Punkte (z,, ..., %,4m) erfüllt ist, welche 
den Nebenbedingungen genügen. 

Wir nehmen an, daß sowohl die Funktion / als auch die Funktion 9; in der Um- 
gebung des betrachteten Punktes stetige partielle Ableitungen nach allen Argumen- 
ten besitzen. Ferner sei in M, mindestens eine der Determinanten m-ter Ordnung, die 
aus der Matrix 


06, 26, 06, 20, 

O0 Oo Ölmıı  — Öllnrm 

20, 80, 06, 20, 

0 On Oknsı Ökmım (2) 


OD OD 0D, Dun 
( 0 in Öl Ok 
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der partiellen Ableitungen gebildet werden können, beispielsweise 


od, od, 
Öln+ı u Ödln+m 
od 
D(D;, ...7 D,) BER dx - ... ni 
D (In+1, “., Ln+m) “ee u, (3) 
oo, 20, 


Of ÖXn+m 


von 0 verschieden.!) Beschränkt man sich dann auf eine hinreichend kleine Um- 
gebung von M,, so ist nach Satz IV das System (1) dem System 


In+ı = CARZE ..., 2) “..,; Lntm = Om(Xı ...,; Cn) (4) 


BUEENEEN wobei 9, ..., 9, implizite, durch das System (1) definierte Funktionen 
sind. 

Mit anderen Worten, die Forderung, daß die Werte der Veränderlichen x,, ..., &,; 
Enrıs »- + &uım den Nebenbedingungen (1) genügen, kann durch die Annahme ersetzt 
werden, daß die Veränderlichen z,41, -.., &n4m Funktionen (4) von &,, ..., x, sind. So- 
mit reduziert sich das Problem eines Extremums mit Nebenbedingungen für eine 
Funktion f(z,, ..., %&n4m) von n + m Veränderlichen im Punkt M,(zd, ..., 20, 20,1, ...; 
%+m) auf das Problem eines gewöhnlichen Extremums für die zusammengesetzte 
Funktion von n Veränderlichen 


0 ee %)) (5) 


im Punkt P,(a}, ..., x2). 

Diese Überlegungen deuten auch den Weg an, auf dem man die Punkte finden 
kann, in denen f(%,, ...,%4m) ein Extremum mit Nebenbedingungen annimmt: 
Wenn man die Nebenbedingungen beispielsweise nach den Veränderlichen z,,1; ---; 
%+m auflösen und explizite Ausdrücke für die Funktionen (4) finden kann, so hat man 
das Problem auf die Bestimmung eines Extremums der mittelbaren Funktion (5) 
zurückgeführt. Genaugenommen sind wir in einer Reihe früher behandelter Beispiele 
(Nr. 200 und 201) so verfahren, etwa als wir den kleinsten Wert der Summe x + y 
+ 2 + t unter der Bedingung xyzt = c* bestimmten, und in ähnlichen Fällen. 

Wir geben nun einen anderen Weg zur Bestimmung eines solchen Punktes M,(&', ..- 
x, ,) an, und zwar ohne die Annahme, wir hätten explizite Ausdrücke für die (impli- 
ziten) Funktionen (4) zur Verfügung. Allerdings benutzen wir auch hierbei die Existenz 
dieser Funktionen. 

In M, habe also f(x,, -.., &n+m) ein Extremum mit Nebenbedingungen oder, was 
dasselbe ist, die zusammengesetzte Funktion (5) habein P, ein Extremum. Dann muß 
nach Bemerkung I aus Nr. 196 ihr Differential in diesem Punkt verschwinden, und 
zwar identisch in bezug auf die Differentiale der unabhängigen Veränderlichen 
dt, ..., dx,. Auf Grund der Invarianz des ersten Differentials (Nr. 185) kann man 
diese Bedingung in der Gestalt 

n+m of 


LIE pee 6 
2 zu, de 0 (6) 


1) In diesem Fall sagt man, die Matrix (2) habe im Punkt M, den Rang m. 
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schreiben, wobei unter d&yr1 ».., A&nım die Differentiale der Funktionen (4) in P, 
zu verstehen sind, während die partiellen Ableitungen in M, zu berechnen sind. Aus 
Satz IV folgt nämlich 


92): ven) ©.) = 2 ee, Om}, ..e;, x0) — Dias (7) 


Aus (6) darf man natürlich nicht schließen, daß die Koeffizienten der Differentiale 
verschwinden, da nicht alle diese Differentiale willkürlich sind. Um auf beliebig 
wählbare Differentiale zu kommen, d.h. auf die Differentiale d«,, ..., dx, der unab- 
hängigen Veränderlichen, müssen wir hieraus die Differentiale dx,+1, ... dxn+m der 
abhängigen Veränderlichen eliminieren. Das läßt sich leicht machen, wenn man die 
totalen Differentiale der Nebenbedingungen (1) bildet, wobei man unter z,41> +++, Xnım 
die Funktionen (4) zu verstehen hat!): 


—— dr, = GW=1,..,m). (8) 


Hier sind wie oben, nach (7), die partiellen Ableitungen in M, zu berechnen. Da nach 
Voraussetzung die Determinante (3) in diesem Punkt von 0 verschieden ist, können 
AXy41 +++, AXyım bleraus linear durch dz,, ..., dx, ausgedrückt werden. Setzt man diese 
Ausdrücke in (6) ein, so ergibt sich eine Gleichung der Gestalt 


A,dae, + + + 4,d, = 0; 


A1...,4, bedeuten hier n Ausdrücke, die rational bezüglich der partiellen Ab- 
leitungen der 9, (an der Stelle M,) sind. Da hier nur die Differentiale dz,, ..., dx, der 
unabhängigen Veränderlichen vorkommen, gelten in M, die Beziehungen 


A, = 0, u = 0. 


Zusammen mit den Nebenbedingungen sind dasn -- m Gleichungen zur Bestimmung 
der Unbekannten z,, .. +, &a+m- 

Natürlich haben wir hier nur ein notwendiges Kriterium für ein Extremum in 
My(?, ..., 22,„) angegeben. Aber auch in dieser Form können die Bedingungen zur 
Bestimmung eines größten (bzw. kleinsten) Wertes der Funktion f unter den Neben- 
bedingungen (1) nützlich sein, wenn aus der Art des Problems hervorgeht, daß im 
Innern des betrachteten Bereichs ein Punkt existieren muß, in dem dieser größte 
(bzw. kleinste) Wert angenommen wird, oder wenn diese Annahme im Zuge von Ge- 
dankengängen gemacht wird, um einen durch andere Überlegungen gefundenen 
Punkt daraufhin zu untersuchen. 

Beispiele werden in Nr. 214 angegeben. 


212. Die Lagrangeschen Multiplikatoren (unbestimmte Faktoren). Die oben dar- 
gelegte Methode verletzt die Symmetrie in bezug auf die Veränderlichen: ein Teil 
wird als unabhängig, ein Teil als abhängig angesehen; einige Differentiale werden 
eliminiert, andere nicht. Das führt manchmal zu Komplikationen bei den Berech- 
nungen. Von LAGRANGE stammt eine Methode, bei der alle Veränderlichen in gleicher 
Weise behandelt werden. 

Wir multiplizieren die Gleichungen (8) mit vorläufig willkürlichen (unbestimmten) 
Faktoren 4; (?=1,...,m) und addieren die entstehenden Gleichungen zu (6). Dann 


!) Genauer gesagt, man differenziert die Identität, die man aus (1) erhält, wenn man statt 
Lats +++) Tn+m QAie impliziten Funktionen (4) dort einsetzt. Diese Redeweise werden wir auch 
im folgenden benutzen. 
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erhalten wir 


"em (of oD, oD,, 
2 + 4 or, ter An 2) d2=0, (9) 


wobei wie früher dx,;1, ..., dx„+m die Differentiale der impliziten Funktionen (4) be- 
deuten. In den Überlegungen behalten wir vorläufig die Unterscheidung in den Ver- 
änderlichen bei. Die Ableitungen sind in M, zu berechnen. 

Wir wählen jetzt die Werte der Faktoren A; — 7 (T — 1, en m) so. daß die Koeffi- 
zienten der abhängigen Differentiale dz,.., ..., dfyım verschwinden: 


of „08, od, 
Fra de, et —0 G=n+l1l,.,n-+ m). (10) 


Das läßt sich machen, da die Determinante (3) des linearen Gleichungssystems zur 


Bestimmung der A1, Ag, «.., Am von O verschieden ist. Bei diesen Werten der Faktoren 
nimmt Gleichung (9) die Gestalt 


"(of 08, , 00, 
Zie+ = ++ 2) dry = 0 (9*) 


17 


an. Hier haben wir es wieder nur mit Differentialen unabhängiger Veränderlicher zu 
tun; daher müssen ihre Koeffizienten verschwinden. Neben (10) gilt also auch 


+... +9 — 0 (=l,....,n). (10*) 
; Ü 


Somit haben wir zur Bestimmung der n + m Unbekannten %,, ..., %n4m und der m 
Faktoren },, ..., Am ebenso viele Gleichungen, nämlich die m Nebenbedingungen und 
dien + m Gleichungen 
of od, 
Fr re 
[vgl. (10) und (10*)]. 
Um das Hinschreiben dieser Gleichungen zu erleichtern, führt man die Hilfs- 
funktion 


F=f+AP +4 Am®m 


ein; dann kann man diese Gleichungen in der Gestalt 


Tee) G=1,..,n-+ m) 
7 


— =-0 (j=1,..,n+ m) (11) 


schreiben. Sie sehen genauso aus wie die Bedingungen für ein gewöhnliches Extre- 
mum der Funktion F. Das ist allerdings nur als Hinweis zu betrachten, der die Er- 
Innerung unterstützt. 

Auch die Lagrangesche Methode führt nur zu notwendigen Bedingungen. Im übri- 
gen läßt sich das am Schluß von Nr. 211 Gesagte wiederholen. 


Bemerkung. In diesen Ausführungen spielte die Voraussetzung über den Rang 
der Matrix (2), die wir dreimal benutzt haben, eine Rolle. Bei der Lösung von Auf- 
gaben mit Hilfe einer der angegebenen Methoden muß man, um sich davon zu über- 
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zeugen, daß man keinen Punkt vergessen hat, in dem die Funktion ein Extremum 
mit Nebenbedingungen annimmt, vorher nachweisen, daß diese Voraussetzung tat- 
sächlich in allen Punkten des betrachteten Bereichs erfüllt ist, für die die Neben- 
bedingungen gelten. In einfachen Fällen werden wir das’ dem Leser überlassen. 


213. Hinreichende Bedingungen für ein Exiremum mit Nebenbedingungen. Bei diesem 
Problem beschränken wir uns auf einige Bemerkungen. Wir setzen Existenz und 
Stetigkeit der zweiten Ableitungen der Funktionen f und 8, j =1,..., m) voraus. 
Der Punkt M,(x°, ..., x ,„) genüge zusammen mit den Faktoren 4,, ..., 4%, den oben 
angegebenen notwendigen Bedingungen. 

Ob in diesem Punkt ein Extremum (mit Nebenbedingungen) vorliegt, hängt, wie in 
Nr. 198, vom Vorzeichen der Differenz 


A= I(&ı» ..., Cm) f&1; ne Ca +m) 


ab, mit dem wesentlichen Vorbehalt, daß auch der Punkt (&,, ..., &+m) der Neben- 
bedingung (1) oder, was dasselbe ist, der Bedingung (4) genügt. Es ist leicht ein- 
zusehen, daß für solche Punkte der Zuwachs der Funktion fdurch den Zuwachs von F 
(wobei alle A; gleich A} angenommen werden) ersetzt werden kann: 


A—= Flag... Emm) — FR, un). 


Da in M, die Bedingungen (11) erfüllt sind (darin besteht gerade der Vorteil des Über- 
gangs zu der Funktion F), kann dieser Zuwachs nach der Taylorschen Formel [vgl. 
Nr. 198, Formel (8)] folgendermaßen geschrieben werden: 


1 fr+m n+m 
A= cy 124 As, Az rm in Az, At, 


wobei 


Az=; —%, Ay Fan 54m) Gk=l,..,n + m) 
ist und &,, — 0 gilt, sobald die Az,, ..., dx, gegen 0 streben [die übrigen Zuwächse 
Ag, +++, Anım sind auf Grund der Stetigkeit der Funktionen (4) von selbst unend- 
lich klein (im Sinne von Nr. 24)]. 

Ersetzt man hier alle Zuwächse Az, durch die entsprechenden Differentiale d«;, so 
ändert sich in bezug auf die unabhängigen Veränderlichen nichts; bei den abhängigen 
Veränderlichen hat man bei dieser Ersetzung nur an Stelle der Koeffizienten ,, 
andere unendlich kleine Größen ß;, zu setzen: 


j fer+tm n+m 
A=— | Air de, dr A B> Bir dr; da! . 
J 


Der Übergang zu den Differentialen ist vorteilhaft, weil die Differentiale der ab- 
hängigen und der unabhängigen Veränderlichen durch das lineare System (8) mit- 
einander verknüpft sind. Da die Determinante (3) in M, nach Voraussetzung nicht 
verschwindet, lassen sich hieraus die abhängigen Differentiale linear durch die un- 
abhängigen ausdrücken. Setzt man die Ausdrücke in A ein, so erhält man an Stelle 
der ersten Summe eine quadratische Form in den Differentialen dx,, ..., dx,. 

Nun kann man wie in Nr. 198 und 199 folgendes beweisen: Ist diese Form definit, 
und zwar positiv (bzw. negativ), so existiert im betreffenden Punkt ein Minimum (bzw. 
Maximum) mit Nebenbedingungen; ist die Form infinit, so liegt dort kein Extremum mit 
Nebenbedingungen vor. 
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Allerdings ist der praktische Wert dieses Kriteriums nicht groß ( vgl. die Bemerkung 
in Nr. 200). 


Wir bringen nun Beispiele und Aufgaben. 
214. Beispiele und Aufgaben. 


1. Man bestimme das Extremum der Funktion />=2+,-+2z-+1t unter der Nebenbe- 
dingung ® = zyzt — c* = 0 (c > 0). Der Variationsbereich der Veränderlichen ist durch & > 0, 


y>0,2>0,1> 0 gegeben. Dieses Problem haben wir schon in Nr. 200, Beispiel 4, gelöst, 
indem wir t aus der Nebenbedingung berechneten. 


Bilden wir das vollständige Differential, so ergibt sich 
de d d di 
ee ‚ also d= —t Zt : 
x Y z t x Yy 2 


Eliminieren wir di aus d’=dz + dy-+ dz-+ dt = 0, so erhalten wir die Gleichung 


1-2)@+(1-2)w+(1-2)@=0 
x Y 2 


Da dx, dy, dz willkürlich sind, ist sie gleichbedeutend mit 
er, dee, ee: 
x Yy 2 
alsoistz=y=z=t=c. 


Wenden wir auf dieselbe Aufgabe die Lagrangesche Methode an, so haben wir die Hilfs- 
funktion 


F=xz-+y+z+ti-+ Axyat 
einzuführen!) und kommen zu den Bedingungen 
F,=1+yi4=0,., FH =1+ky=(0, 


woraus sich yt = xti=ayl=ıay, also =y=z=t= c ergibt. Um das Resultat aus 


Nr. 213 zu benutzen, berechnen wiri = — z und betrachten die Funktion 
C 
Feasty+.+-E, 
C 


Für ihr zweites Differential (im Punktx = y=2=t= c) ergibt sich 
diFr=- -Ikeytkhiikdtyktdiyit ki). 
C i 


Durch Bildung des totalen Differentials der Nebenbedingung (in eben diesem Punkt) erhält man 
d+dy+d+d=0. 


Bestimmt man hieraus di und setzt den Ausdruck in den vorigen ein, so folgt 


—— [de dy + de d2 + dydz — (de + dy + dae)?] 


s|r 


(de + dy + de)? + da? + dy® + da2]. 


Da diese Formoffenbar positiv definit ist, liegt in dem Punkt ein Minimum mit Nebenbedin- 
gungen vor. 

Hieraus darf man jedoch nicht schließen, dieses Minimum sei der kleinste Wert der Funktion 
f{=x2-+9y-+2z-+t unter der angegebenen Nebenbedingung für ihre Argumente; vgl. dazu 
Nr. 200, Beispiel 4. 


!) Erinnert man sich der Rolle dieser Funktion, so wird klar, daß der konstante Summand in 
D® hier ohne weiteres weggelassen werden kann. 


28* 
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3. Wir wollen noch einmal (vgl. Nr. 200, Beispiel 2) den größten und den kleinsten Wert der 
Funktion 
u= ara? + b?y? + 2? — (ax? + by? -- c2?)? (a>b>c>V0) 
unter der Nebenbedingung 
2tpt22=1, 


d.h. auf der durch diese Gleichung gegebenen Kugel, bestimmen.!) 
Zu diesem Zweck bestimmen wir zunächst nach der Lagrangeschen Methode alle Extrema 
(mit Nebenbedingungen) der Funktion. Die Hilfsfunktion 


F= oa + By? + 222 — (a? + by? + ca??? + ia? + y? +2?) 
liefert die Bedingungen 

x[(a® +4) — 2alae +by? + a?)]=0, 

yl(b? + A) — 2blaa? + by? + c22)] = 0, 

z[(c? + A) — 2o(ax® + by? + c22)] = 0, 


zu denen man noch die Nebenbedingung hinzunehmen muß. Hieraus folgt 


(1) z=(0, y=I0, z=-+1 (u=d0); 
(2) =0, y=-l1, 2=0 w=0); 
(3) x= +1, y=0, 2=0 (w=0) 


) 82-0, 27 1-4 (u- 0°); 


(5) = 4, y=ßQ, ze (u- 


(6) T=H+ 


Wählen wir aus den in Klammern angegebenen Werten von u den größten und den kleinsten 
aus, so kommen wir wieder zu der aus Nr. 200, Beispiel 2, bekannten Lösung der Aufgabe. 


3. Wir befassen uns nochmals mit der Aufgabe, den zweckmäßigsten Querschnitt des Leiters 
in einem elektrischen Stromkreis mit Parallelschaltung zu bestimmen (Nr. 201, Aufgabe 8). In 
den dortigen Bezeichnungen wollen wir das Extremum der Funktion 


au sg) hg tlg + + Inn 
unter der Nebenbedingung 


ol, 7 ze el); ee OlnJ m = 
9ı ga In 


aufsuchen. Dabei brauchen wir übrigens an Stelle der g,, 93 ---, Q„ keine anderen Veränder- 
lichen einzuführen, wie wir das früher getan haben, da sich mit unserer neuen Methode die Auf- 
gabe auch so ganz einfach lösen läßt. 

Wenn wir das vollständige Differential von ® = 0 bilden, erhalten wir für das Differential 
dq„ den Ausdruck 


D(g, ER u... 9) ne] 


Au ad 
dgq„ — e dq, +... + gl. 
Inn q n—l 


1) Da diese Fläche eine abgeschlossene beschränkte Menge ist, folgt die Existenz von Punkten, 
in denen die Funktion einen größten bzw. kleinsten Wert annimmt, aus dem Weierstraßschen 
Satz (vgl. die Bemerkung am Schluß von Nr. 173). 
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Setzen wir diesen in die Gleichung df = ,dgı +++ 1,dqg„ = Dein, so ergibt sich 
In en) 2 1,.J 
, + —. dq ++. H4 (1 _ In ‚In-ı®“n-ı En 
(% Jg 1 n—1 J, 2, dgu-ı = 0. 
Da die dg,, ..., dg„-, willkürlich sind, sind ihre Koeffizienten einzeln gleich O; also ist 


G_R_ a  Ia-ı a In . 

Jı J; ee J n 
und 

n=2V9,, = AV... m = AV, (12) 
Der Proportionalitätsfaktor 4 ergibt sich leicht aus der Nebenbedingung: 


n 
= - Zt, Y;. 
e i=1 
Wendet man die Lagrangesche Methode an, so muß man die Hilfsfunktion!) 


1,J 
F(q1 9» (+ m) 
1 n 


bilden und ihre Ableitungen gleich 0 setzen: 
oF ] Al, 0 oF AI,JT 


— =,———— ZU, ..., = — — () R 
a 77 Fu 2 
hieraus erhält man wieder (12) usw. 
2 2 2 
4. Als komplizierteres Beispiel betrachten wir folgende Aufgabe: Das Ellipsoid — + Ar — 
a C 


—=1(a4>b5b>c) werde mit der durch seinen Mittelpunkt gehenden Ebene Ix + my + nz 
—=(0 zum Schnitt gebracht. Man bestimme die Halbachsen der Schnittellipse. Mit anderen 
Worten, es sind die Extremwerte der Funktion r? = x? + y? + z? unter den beiden obigen 
Nebenbedingungen für die Veränderlichen zu bestimmen. 

Die Eliminierung der abhängigen Differentiale (Nr. 211) führt hier auf komplizierte Über- 
legungen. Daher verwenden wir gleich die Lagrangesche Methode. 

Um uns davon zu überzeugen, daß der Rang der Matrix 


xy 2 
a0 © 
Imn 


in allen Punkten des Schnittes von Ellipsoid und Ebene gleich 2 ist,?2) nehmen wir das Gegen- 
teil an. Aus dem Verschwinden aller Determinanten zweiter Ordnung würde folgen, daß die 
Elemente der oberen und der unteren Zeile einander proportional sind. Dann würde aber aus 


2 2 92 
Ixz + my + nz = 0 folgen, daß — + 7 er} = (), ist, und das ist nicht der Fall. 
a 
Wir bilden die Hilfsfunktion 


ro + Es 5) + 2ulle + mu + 92) 
und setzen ihre Ableitungen gleich 0: 


+ +n=0, y+a-ztum=0, + RZ tun = 2 (13) 


1) Den ‚„‚unbestimmten Faktor‘ setzen wir zweckmäßigerweise in der Form #? an und denken 
uns die Konstante o darin enthalten. 
2) Vgl. die Bemerkung in Nr. 212. 
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Multiplikation dieser Gleichungen mit x, y, z und Addition liefert unter Berücksichtigung der 
Nebenbedingungen die Beziehung A = —r?. 

Nimmt man an, keine der Zahlen /, m, n sei 0, so erkennt man aus (13), daß r vona, b,c ver- 
schieden ist. Dann läßt sich (13) umformen: 


la? u mb? _ nc? 
Wen ar an 


Hieraus kann man leicht u bestimmen, also auch x, y, z. Das läßt sich vermeiden, wenn man 
die mit /!, m, n multiplizierten Gleichungen addiert; dann ergibt sich nämlich 
12a? m?b? n?c” 


a Mr ' ap 


re, — . 


— 0; 


hieraus kann man unmittelbar die interessierenden Extremalwerte von r? erhalten. 
Da die Existenz dieser Extremalwerte von vornherein bekannt ist, hat man damit die Auf- 
gabe vollständig gelöst. 


5. Schließlich wollen wir den größten und den kleinsten Wert der quadratischen Form 


n 
Maya sl) % A (Ar = Ap;) 


unter der Nebenbedingung 


Mate )EU Fi tree Hl (14) 
bestimmen.!) 
Wir bilden die Lagrangesche Funktion 


Fi % ++, 2%) = Man ls nn) ME r et el). 


Eliminieren wir X, %, ».., %, aus 


1 .0F 
et - N ut at tan md; 
2 0x, 
1 oF 
Da ATEM EATTEEREN, (15) 
1 oF i 
eh Gt at tan Amt, 
2 CK 
so kommen wir zu der Gleichung n-ten Grades 
Gy SEE; A G@ya An 
Os Ag — 1 An — (0 (16) 
Onı Ay Ann — A 


in A. Ist A eine ihrer Wurzeln, so läßt sich das lineare Gleichungssystem (15) durch Werte 
Yys %ys ++, %n befriedigen, die nicht sämtlich gleich 0 sind. Durch Multiplikation mit passenden 
Faktoren kann man dann auch die Bedingung (14) erfüllen. Die Bestimmung dieser Werte ist 
aber für uns ohne Interesse, da, wie wir sehen werden, sich der kleinste und der srößte Wert von 
f auch ohne sie finden lassen. 


Wenn wir nämlich die Gleichungen (15) mit x,, x,, ... x, multiplizieren und dann addieren, 
kommen wir zu 


X» Loy eeep TC) = Mi T 5 + nTE no er) =( 


1) Hier kann man dieselbe Bemerkung wie in der Fußnote auf S. 436 machen. 
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oder, wegen (14), zu 
rss) il: 


Wenn also A der Gleichung (16) genügt, ist der Wert von fin dem entsprechenden Punkt 
(X %as ++, %,) Selbst gleich 2. 


Wir sind zu einem eleganten Resultat gelangt: Der gesuchte kleinste bzw. größte Wert der 


Funktion f unter der Nebenbedingung (14) stimmt mit der kleinsten bzw. größten (reellen) 
Wurzel der Gleichung (16) überein.) 


215. Der Begriff der Unabhängigkeit von Funktionen. Wir betrachten das Funktionen- 
‚system 


Yı = fı(%1; Kay. 2)5 


Ya E Je(zı, Loy oe, %); (17) 


Um =— Im (*ı; 9, ...; 2): 


die Funktionen seien nebst ihren partiellen Ableitungen in einem n-dimensionalen 
offenen Bereich D definiert und stetig. 

Wir untersuchen den Fall, daß der Wert einer dieser Funktionen, etwa y;, durch 
das System der Werte (%,, ..., Yj-1» Yjrı +++» Ym), welche die übrigen Funktionen an- 
nehmen, eindeutig bestimmt ist. Genauer, ist &, die Menge der (m — 1)-dimensionalen 
Punkte, die allen möglichen Punkten (x,, ..., x.) in D entsprechen, so gelte in &, die 
funktionale Abhängigkeit 


Y; = Plyn ++ Yı-ı: Yirn +3 Ym); (18) 


wobei diese Beziehung identisch in den x aus 2 gelten soll, wenn an Stelle aller ; die 
Funktionen (17) eingesetzt werden.?) Dann sagt man, in D hänge die Funktion y; 
von den übrigen ab. Um die Differentialrechnung anwenden zu können, fordern wir 
zusätzlich, daß die Funktion » nebst ihren partiellen Ableitungen in einem offenen 
Bereich & des (m — 1)-dimensionalen Raumes, der &, enthält, definiert und stetig ist. 

Ist insbesondere eine der Funktionen (17), etwa y,, eine Konstante, dann hängt sie 
von den übrigen ab: Hier kann man einfach @ = const setzen. Ein System von Funk- 
tionen %,, ..:, Ym heißt schlechthin abhängig in 2, wenn irgendeine Funktion von den 
übrigen abhängt. 


Beispiele. 
1. Setzt man 


zur tt 
y=-atrz tt 
Yz = Xı%y 4% 4 Wglg + 7 Ends 
so ergibt sich leicht, daß im ganzen n-dimensionalen Raum die Identität 
y = Yı — 245 
erfüllt ist. 


1) Man kann beweisen, daß alle Wurzeln dieser Gleichung wegen a;, = a;; reell sind. 
2) Es ist wesentlich, daß die Funktion 9 unter ihren direkten Argumenten keine x enthält. 
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2. Analog gilt für die Funktionen 
Yı 7 Iıla — 335 
Ya = Uıly T %;, 
y=lat+ld)(ag +2) — (ei - 1x0 — ala — ©) 
im dreidimensionalen Raum die Identität 
Y = Yı — Yıyı + 92- 
Das sind also abhängige Funktionen. 
Gilt nun weder im Bereich D noch in irgendeinem darin enthaltenen Teilbereich , 
eine Identität der Gestalt (18), so heißen die Funktionen %,, %3, - - -,Ym In D unabhängig. 


Das Problem, ob Funktionen unabhängig sind, läßt sich durch Untersuchung der 
sogenannten Funktionalmatrız (Jacobischen Matrix) 


oyı yı öyı 


0%, Ö0%o ÖL, 
öya ya: Öys 
0 Ok Om (19) 


ÖYm IYm OYm 
0 0 0 


lösen, die aus den partiellen Ableitungen dieser Funktionen nach allen unabhängigen 
Veränderlichen besteht. 
Für n zZ m gilt folgender Satz: 


Satz I. /st wenigstens eine der Determinanten m-ter Ordnung, die aus Elementen 
der Matrix (19) bestehen, in D von O verschieden, so sind dort die Funktionen Yı, Yas = ++ Yn 
unabhängig. 

Beweis. Es sei 

oy, Oyı oyı 

0X; 0X . On 
+0, (20) 

OYm OYm ÖYm 

0 OK m 
Wäre nicht diese, sondern irgendeine andere Determinante von 0 verschieden, so 
könnte man das Problem durch Umnumerieren der Veränderlichen auf den Fall (20) 


zurückführen. Den Beweis führen wir indirekt. Es sei also etwa y,, durch die übrigen 
ausdrückbar; es gelte also 


Ym = YWYı, Yas +++» Ym-ı) (21) 


wenigstens in einem Teilbereich 2, von 2. Differenzieren wir diese Identität nach 
jeder der Veränderlichen x; = 1, ..., m), so erhalten wir in D, eine Reihe von Iden- 
titäten der Gestalt 

Ym _ Ym  Yı | Ym  _%Yr 


—. 
 — Edi GE 


0%; oYy, 0%; OYy, 0% 


ÖYm ÖYym-ı . 
a eier 
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Wir sehen, daß die Elemente der letzten Zeile von (20) die Summen der entsprechen- 


.,  OYm ö kei 
den, mit on 7 Im mutliplizierten Elemente der ersten m — 1 Zeilen 
Yı Ym-ı 


sind. Eine solche Determinante ist bekanntlich gleich 0. Das widerspricht aber der 


Voraussetzung des Satzes. Mit diesem Widerspruch ist gezeigt, daß keine Beziehung 
der Gestalt (21) bestehen kann. 


216. Der Rang einer Funktionalmatrix. Wir gehen nun zum allgemeinen Fall über. 
Unter dem Rang einer Funktionalmatrix (19) in einem Bereich D verstehen wir die 
höchste Ordnung von Determinanten aus Elementen dieser Matrix, die in D nicht 
identisch verschwinden. Es kann natürlich vorkommen, daß alle Elemente einer 
Matrix (19) identisch verschwinden; dann sagt man, die Matrix habe den Rang 0. 
Dieser Fall ist aber uninteressant, da hier einfach alle Funktionen %,, Ys, -.-, Ym Kon- 
stanten sind (vgl. Nr. 183). Ist der Rang der Matrix (19) gleich u > 1, so existiert 
mindestens eine Determinante u-ter Ordnung aus Elementen der Matrix (natürlich 
m ZZ u, n Z u vorausgesetzt), die in D nicht identisch verschwindet, während alle 
Determinanten höherer Ordnung als u (wenn es solche gibt) identisch 0 sind. Man 
sagt, der Rang u werde in einem Punkt des Bereichs angenommen, wenn die betreffen- 
de Determinante w-ter Ordnung gerade in diesem Punkt von 0 verschieden ist. 


Satz Il. Der Rang einer Funktionalmatrix in einem Bereich D sei u Z 1 und werde 
im Punkt M,(&', 3, ..., 29) dieses Bereichs angenommen. Dann sind in einer Umgebung 
D, dieses Punktes genau u der m Funktionen (nämlich diejenigen, deren Ableitungen die 
Elemente der in M, nicht verschwindenden Determinante sind) unabhängig, und die 
übrigen Funktionen hängen von ihnen ab. 


Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, in M, sei 
gerade die Determinante 


öyı yı öYı of, Ofı of} 
0% OO O0 OO 
Diy y,) Öyg Öys Öyz öf, Of; Of; 
ea 02, | >| Or O0 Om (22) 
D(%; +, %,) 
OYyu Yu OYyu Os Au ur 
OXı O8 Om O2, O8 Om 


von 0 verschieden. Da die partiellen Ableitungen stetig sein sollten, gilt das auch in 
einer Umgebung von M,. Daher sind nach Satz I die Funktionen %,, %,, ..., 4, in 
dieser Umgebung unabhängig. 

Wir bezeichnen die Werte dieser Funktionen in M, mit y}, 4 ---, Y). Nach Satz IV 
aus Nr. 208 definieren in einem (n + „)-dimensionalen Parallelepiped 


R u 0 z 
My = (27 22 öl; er + ör; FR zu Öns Ln 2 Ön 5 


0 0 0 ) (23) 
Yyı 4,; Yı = A; ...; Yu zu Aus Yu = 4,) 
die ersten u der Gleichungen (17) 
Jılaı, on, Zus Zurls ++ %) 4, 0, 
fal&ı3 22.5 %a5 Zar + In) — Ya = 0) (24) 


Ju(21, et. Lu; Lu+13 ...7 %) = Yı = 0 
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die &1, %p 200, Cu als eindeutige Funktionen der übrigen Veränderlichen y,, ..., %Y,, 
%a+13 +++, %, Qie in diesen Gleichungen vorkommen: 


4, = 9,(Yı» „..;- Yu Lu+1s se, Ta)» 


%, = YalYıs +++ Yus Yurın ++ Tu); (25) 


4, = YulYı, or Yas Kutls »**) %n)- 


In dem erwähnten Bereich sind die Gleichungssysteme (24) und (25) völlig äquivalent 
d. h., ihnen genügen ein und dieselben Werte der Veränderlichen z,, %,, ..., %, und 
Yıs Yas +++» Yn- Aus demselben Satz, auf den wir uns hier stützen, folgt: Setzt man an 
Stelle der x, %, ..., „in (24) die Funktionen (25) ein, so erhält man Identitäten in 
Yıs »er Yas Curıs »r +, &%. Für uns ist nun etwas anderes wichtig: Setzt man an Stelle der 
Y1» + Ya in (25) die Funktionen fı, fa, ..-, f, ein, so ergeben sich Identitäten in x,, x,, 

r. wenigstens in einer Umgebung von M,(z°, x3, ..., 22). Man braucht nämlich 
diese Umgebung 


Do = (a — 5,8 4 51582 — 602 4 a5 ...5 0 — Om ün + On) 
nur so zu wählen, daß 
0<di so, O<i Shi, -, O<6, SH, 


gilt und außerdem für ihre Produkte sich die aus (24) bestimmten Werte, d.h. die 
Werte fi, fa, -.-, /, von y9, Y3, ..., yh um weniger als um A,, A,, ..., A, unterscheiden.) 
Dann fällt der Punkt (z,, %, .. +, 2» Y1 Y2 +.» Y,) In My, und zugleich mit (24) sind 
auch die Gleichungen (25) erfüllt. 

Wir wählen jetzt (falls m > u ist) irgendeine der übrigen Funktionen (17), etwa 
Yurı, und zeigen, daß sie von den ersten Funktionen %,, %s, ..., Y„ abhängt. Setzt man 
in der Gleichung Yy.ı = fuı[%1, --.,%,) an Stelle der x,,...., x, die Funktionen (25) 
ein, so wird %,,, als (mittelbare) Funktion von %,, ..., Ya Xu +++, %n dargestellt: 


Yırı m (aıpılyı, ...; Yus Kur .„.. £n)s ..., 
PulYyı» ...; Yu; Lu+l ., %n); Lu+1 on, &) (26) 
ur1(Y1; .., Yu; Lu+1 ... %.) . 


Setzt man in dieser Gleichung an Stelle von %, %3; -+ +, Ya Yu die Funktionen fıs Nosraass 
[us Jurı ein, so wird sie auf Grund der obigen Bemerkung identisch von den zin D, er- 
füllt 

Um sich von der Abhängigkeit der Funktion y,,, von den Funktionen Yır Yas «+»; 
zu überzeugen, muß man nur noch zeigen, daß die Funktion F',,, in (26) in Wirklich. 
keit die Argumente x, ;,, ..., %, nicht enthält. Zu diesem Zweck genügt es zu zeigen, 
daß identisch in yı, ..., Yas Zurız +++, %n die Beziehungen 


rn _o; Gi Fur 
OK On u ee or, 


=0 


gelten (vgl. Nr. 183). Wir 2 nur auf die erste Gleichung ein; die übrigen werden 
analog bewiesen. 


u) > eh auf Grund der Stetigkeit der Funktionen fı, fa» «++, f„ die im Punkt M, die Werte 
y; Y, ...,; Yu annehmen. 
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Wir differenzieren die PIERRE (24) nach x, ,,, wobei wir x,,.. .‚x, als Funktionen 
(25) von Yı, ..., Ya Zurız «+, 2, ansehen und erhalten 


nm. mh — ( | 


0% Kur ru Lrı  Oları 

7) 7) ob © 

+ h „_Pu_ Mi, 

% Kur u Kr Karı (27) 

In, MP, ... Ir, Pu, Of —h 

0%, OK O%, Ol OR a 
also lineare Gleichungen für die ‚Unbekannten‘ an. Er OP . Aus diesen u 
j . , , Lu Olur 
linearen Gleichungen läßt sich die (u + 1)-te lineare Gleichung 

Ins, Pr... Im, 0, I _g (27%) 


0% Or OL Kr Mr 


herleiten. Daher ist die Determinante (u + 1)-ter Ordnung, deren Elemente die 
Koeffizienten der ‚Unbekannten‘ und die freien Glieder in allen u + 1 Gleichungen 
(27) und (27*) sind, d. h. die Determinante 


ofı of HA 
O0 On Om 


öfs of, _Öfr 
OO Ok 


Ofu Au _ Au 
OR ur 
Our ur fur 
Or Karı 

identisch 0 [der Rang der Matrix (19) ist a]. Die linke Seite von (27*) ist aber nach 


Definition (26) der Funktion F,,, die Ableitung Fun . Nach (27*) ist diese Ab- 
leitung somit tatsächlich gleich 0. Orr 

In F,,, können also die Argumente x, ,,, ..., x„ weggelassen werden: %,,ı hängt nur 
VON Y1, ++. Yı ab. Das sollte aber gerade bewiesen werden. 


In Beispiel 1 aus Nr. 215 lautet die Funktionalmatrix 
1 1 1 
27, 2%, 28, 
at +++ uUrlbrtrtt tn u Fre too 
Wenn man zu den Elementen der dritten Zeile die mit — multiplizierten der zweiten Zeile 


addiert, erhält man eine Zeile, die, wie die erste, aus gleichen Elementen besteht. Hieraus folgt 
schon, daß alle Determinanten dritter Ordnung verschwinden. Der Rang der Matrix ist gleich 2, 
und tatsächlich sind je zwei Funktionen unabhängig, die dritte-von den anderen beiden ab- 
hängig. 
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Analog lassen sich die Überlegungen auch auf das Beispiel 2 aus Nr. 215 anwenden. 

Zum Schluß bemerken wir, daß Fälle möglich sind, in denen in einem Teil eines untersuchten 
Bereichs eine bestimmte Abhängigkeit von Funktionen besteht, in einem anderen jedoch eine 
andere Abhängigkeit oder sogar Unabhängigkeit der Funktionen vorliegt. 


3. Beispielsweise seien die Funktionen y, und y, von zwei unabhängigen Veränderlichen x, 
und x, in der x,, 2&;-Ebene durch 


ar? für 9, 0, ir? für 20, 
= y= ’ 
. 0 für u <0O, 0 für 2, <0O 


gegeben. Man zeigt leicht, daß diese Funktionen nebst ihren Ableitungen in der ganzen Ebene 
stetig sind. 

Der Rang der Funktionalmatrix ist im ersten Quadranten gleich 2, im zweiten und vierten 
gleich 1 und im dritten schließlich gleich 0. Nur im ersten Quadranten sind die Funktionen un- 
abhängig. 


$S4. Variablensubstitution 


217. Funktionen einer Veränderlichen. Das Ziel dieses Paragraphen besteht darin, eine Vor- 
stellung von dem formalen Prozeß der Variablensubstitution zu vermitteln. Daher wollen wir 
uns hier nicht ablenken lassen durch eine Untersuchung aller Bedingungen, unter denen die 
durchzuführenden Operationen zulässig sind (was übrigens ebenfalls nicht schwierig wäre). 

Ein beträchtlicher Teil des Inhaltes dieses Paragraphen hätte auch schon früher gebracht 
werden können; es schien uns jedoch zweckmäßig, alles, was mit Variablensubstitution zu- 
sammenhängt, an einer Stelle zu konzentrieren. 

Es sei ein Ausdruck 


Wr Ya Ye) 


gegeben, der die unabhängige Veränderliche x, eine von ihr abhängige Funktion y und ferner 
Ableitungen dieser Funktion nach x bis zu einer bestimmten Ordnung enthält. Es sei gefordert, 
zu einem Ausdruck in neuen Veränderlichen # und u überzugehen, die mit x und y durch be- 
stimmte Beziehungen, die sogenannten Transformationsformeln, zusammenhängen. Mit anderen 
Worten, W ist als Funktion von £, u und den entsprechenden Ableitungen von v nach { dar- 
zustellen. 

Eine solche Variablensubstitution läßt sich gewöhnlich entweder durch das besondere Inter- 
esse motivieren, das den Veränderlichen # und u bei dem betrachteten Problem entgegenge- 
bracht wird, oder durch die Vereinfachungen, die sich dabei für den Ausdruck W ergeben. 

Zunächst behandeln wir den Fall, daß nur die unabhängige Veränderliche transformiert wird, 
also die Transformationsformel unmittelbar nur x und t verknüpft. Diese Formel sei nach x 
aufgelöst: 


= pli). (A) 


Ist y eine Funktion von r, so mittelbar auch von 2. Schon in Nr. 121 haben wir die entsprechen- 
den Formeln hergeleitet: 


Yy Ya FT %uY 
Yy=, Yır= u Tut s 
T 2 
(2) 
_ Zelmeyıı — Ley) — Irnlaıyın — Zuyı) 
CE ET Ss 
27 
Da 2, Zu» Cure -.. als bekannte Funktionen von t anzusehen sind [man erhält sie aus (1) durch 
Differentiation], braucht man nur statt y,, Y,2, ... die entsprechenden Ausdrücke int, %,, Yır --- 
in W einzusetzen. 
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Ist die Transformationsformel in der impliziten Form 
Ö(z,t) = 0 (3) 
gegeben, so ist die Aufgabe im Grunde ebenso zu lösen, nur sind x;, % ... nach den Diffe- 


rentiationsregeln für implizite Funktionen zu berechnen.!) 

Nun wollen wir zu dem allgemeinen Fall übergehen, daß sowohl die unabhängige als auch die 
abhängige Variable transformiert werden. Die Transformationsformeln seien in der expliziten 
Gestalt 

= pl,u, y=yfl,u) (4) 


gegeben. Hängt yvonz ab, so hiernach u von t, und damit sind auf Grund von (4) sowohl x als 
auch y mittelbare Funktionen von ti. Nach den entsprechenden Differentiationsregeln ist also 


= mp U: 

Y=ymıT Yu Ws 

= Pat 2a + Pan Wu + Pu Ur 

Ya=Yyurtr "ty ien 
Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß wir mit x,, y,, ... die „‚vollständigen‘“‘ Ableitun- 
gen von X und y nach t bezeichnet haben, d.h. unter Berücksichtigung auch der Abhängigkeit 
der Funktion « von t; dagegen bezeichnen 9,, %,, ... die Ableitungen nach £ nur insoweit, als £ 
in 9, y, ... als eine von zwei Veränderlichen enthalten ist. 

Setzen wir diese Ausdrücke in (2) ein, so finden wir Ausdrücke für die Ableitungen von y 


nach x in Abhängigkeit von £ und u und den Ableitungen von u nach t, usw. Sind die Trans- 
formationsformeln nicht nach x und y aufgelöst, sondern in der impliziten Form 


D(z, y,t,u) =0, Yex,y,t,u)=0 (5) 


gegeben, so müssen %;, Yp Zt» Yırs --. hieraus nach den Differentiationsregeln für implizite 
Funktionen berechnet werden. Beispielsweise erhalten wir aus (5) durch Differentiation nach t 
(wobei nicht nur x und y, sondern auch u als Funktion von t anzusehen ist) die Beziehungen 


9, + 9yı +9 + du =09, Par Yyır ır Hund, 

aus denen z,, % berechnet werden können, usw. 
In dem Spezialfall, daß die Transformationsformeln nach den neuen Veränderlichen auf- 

gelöst sind, 

t=ol2,y), u=P%,yY); (6) 
kann man zunächst die soeben dargelegte allgemeine Methode benutzen. So erhält man durch 
Differentiation von (6) nach £ (wobei x, y, u als Funktionen von t aufgefaßt werden) die Be- 
ziehungen 1 = 0,2%; + 2,4 % = Pz% + Pyyı und hieraus 


= P, — &yur = ur — Pr i 
m UN, ud 4 EN 
Kußy = KB: ßy = Kyßz 


also schließlich 
EN u) 0 DORE Br 

By — &yı%ı 

In diesem Fall geht man jedoch einfacher anders vor. Man führt die umgekehrte Transfor- 
mation von t und u zu x und y aus. Durch Differentiation von (6) nach x (wobei y als Funktion 
von x angesehen wird) ergibt sich t, = &%, + % Yu Ur = Br + PyY, also 


Yx 


wei- Pa tw (7) 
7 rt R%,Yr 


woraus man für y, denselben Ausdruck wie oben erhält. 


1) Hängt W noch von x ab, so muß x noch mit Hilfe von (3) eliminiert werden. 
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Auch hier haben wir i,, w, und a,, ß, zu unterscheiden: Die ersten bezeichnen die ‚‚vollstän- 
digen‘ Ableitungen nach x unter Berücksichtigung dessen, daß y von x abhängt; die zweiten 
bezeichnen die Ableitungen nach x als nach einem der Argumente von & und ß. 

Der Übergang von den Veränderlichen x, y zu den Veränderlichen £, u nach den Formeln (6) 
kann geometrisch als Punkttransformation der Ebene (oder eines Teiles der Ebene) gedeutet 
werden. Werden z, y als Koordinaten eines Punktes M der Ebene angesehen und {, u als Ko- 
ordinaten eines Punktes P, so führt die Transformation den Punkt M in P über. Wir nehmen 
dann irgendeine Kurve X in der Ebene, deren Gleichung y = f(x) ist; dem Funktionalzu- 
sammenhang zwischen x und y entspricht eine Abhängigkeit zwischen t und vu; also « = gilt), 
welche in der Ebene eine Kurve £ bestimmt. Bei der betrachteten Transformation geht also 
die Kurve X in die Kurve £ über. Zieht man im Punkt M der ersten Kurve die Tangente mit 
dem Richtungskoeffizienten y,, so hat die zweite Kurvein P eine Tangente mit dem Richtungs- 
koeffizienten w,, der nach Formel (7) zu berechnen ist. Somit sind durch die Koordinaten von M 
auf X und den Richtungskoeffizienten der Tangente in M sowohl die Koordinaten des ent- 
sprechenden Punktes P auf der ‚transformierten‘“ Kurve / als auch der Richtungskoeffizient 
der Tangente in P eindeutig bestimmt. Zieht man also durch einen Punkt P zwei Kurven, die 
sich in diesem Punkt berühren, so werden sich auch die transformierten Kurven in dem ent- 
sprechenden Punkt P berühren. Die betrachtete Punkttransformation der Ebene ist also ‚‚be- 
rührungstreu“ (vgl. Nr. 218, Beispiel 5). 


218. Beispiele. 
1. Es sei die Gleichung x?y,, + £Y, + y = 0 gegeben. Wir transformieren sie, indem wir 
— e! setzen. 
Nach den Formeln (2) ergibt sich y, = e! - y,, Yy, = &(yy — yı), und die Gleichung geht 
in die einfachere Gestalt 


Yıatry=0 
über. 


2. Man transformiere den Ausdruck 


BER 17 nei Y.(1 — %2)° 
(1 + y,)° 
mit Hilfevonz=t— y. 


Dem allgemeinen Schema ordnet sich diese Transformation unter, wenn man 2x =t— u, 
y = u setzt. Nach (2) ist 


We ZYyı — Lade — Yılzı + y“ 
(2; + yı)? 


Andererseits liefert die Transformationsformel 2, =1— „,. Durch Einsetzen finden wir 
schließlich W = yı; — yı. 


3. Vertauschung der Rollen der Veränderlichen. Jetzt sollen die unabhängige Veränderliche x 
und die abhängige Veränderliche y ihre Rollen tauschen; diese Transformation ordnet 
sich dem allgemeinen Schema unter, wenn man <= u, y = t setzt. Wir wollen nun die Ab- 
leitung von y nach x durch die von x nach y ausdrücken. 

Wir greifen auf die Formel (2) zurück und setzen ? = y. Wegen Y = Yıy = Yıy = > I 
ergibt sich sofort 


1 x 32°,— CC ya 
Y%y =: Yam=-, Yırır ur 


3 5 2 ... 
%y Ty “y 
* .® . [2 e x f .. 
Beispielsweise geht W = y,Yz.z + 3y%, durch unsere Transformation in W= — —2 über. 
x 


A y 
4. Übergang zu Polarkoordinaten. Sieht man x, y als rechtwinklige Punktkoordinaten an, so 


stellt y = f(x) eine Kurve dar. Oft ist es nützlich, zu Polarkoordinaten r, 6 überzugehen und die 
Kurve durch die Beziehung r = 9(#) zu beschreiben. Dann muß man natürlich die zur Be- 
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schreibung der geometrischen Elemente der Kurve nötigen Größen &, %, Yys Yan, «.. durch die 
entsprechenden Größen 9, r, r,, Ygg> -.. ersetzen. 


Die Transformationsformeln lauten hier bekanntlich x = r cos 6, y=rsind. Differenziert 
man sie nach 6 (unter Beachtung der Tatsache, daß r von abhängt), so erhält man 


% = 19, C0S0 — rsin®, 

Y=r, sind +rTcosd$; 

296 = Tg CoSG — 2ra sind — r cos, 

Yoo = Tag SInO + 279 cos — rsind,... 
Hieraus ergibt sich nach (2), wobei 6 statt £ gesetzt wird, 

_ #9sin6 + r cos Hr — tr 
"cos —rsind” 7 (rg cosd — rsin 03 ’ 

Somit erhält man beispielsweise für den Richtungskoeffizienten der Tangente 
rg sind -4-rcosO 
19 c080 — rsin 9’ 


für den Tangens des Winkels » zwischen Tangente und verlängertem Radiusvektor (Abb. 114), 


tına=y, = 


tan w = tan (x — 0) = _tana — tanO _ayn — y 


1 +tana-tand z-+yy, 


ergibt sich jetzt die einfache Formel tan ® = — . Eben deswegen beschreibt man die Lage der 
er 


Tangente an eine in Polarkoordinaten gegebene Kurve durch den Winkel w. 


Abb. 114 


Wir untersuchen noch den Ausdruck 
(1 + y2)91% 
Yıx 


der, wie wir in Nr. 251 sehen werden, ein wichtiges geometrisches Bestimmungsstück einer 
Kurve, nämlich den Krümmungsradius, liefert. Setzt man hier die oben gefundenen Ausdrücke 
für y„ und y,. ein, so erhält man nach Vereinfachung 


_ er + rd 
va — re 
5. Die Legendretransformation. Die in Nr. 217 gestellte Aufgabe der Variablensubstitution 


läßt sich verallgemeinern, wenn man zuläßt, daß in den Transformationsformeln selbst schon 
Ableitungen vorkommen. Wir beschränken uns auf ein einziges Beispiel dieser Art: 


R 


= Yr» UL Y 7%; 


die sogenannte Legendretransformation. 
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Wir differenzieren die zweite Transformationsformel nach r, wobei wir u als mittelbare Funk- 
tion von £ ansehen; daß und wie £ von x abhängt, erkennen wir aus der ersten Transformations- 
formel. So ergibt sich u, - Yy,5 = Yz +" Yız — Yr = °C "Yon. Hieraus folgt (unter der An- 
nahme y,, # 0) die Beziehung u, = x. Unter Berücksichtigung beider Transformationsformeln 
folgt also 


v=Us y-ti-w-u. 


Dadurch wird die Symmetrie der Transformation deutlich: i, u, u, ergeben sich genauso aus x, 
Y, %, wie diese Größen aus den erstgenannten. 
Differenziert man u, = x ebenso nach x, so folgt 


1 
Yır Yan 1, slso Y. = —. 
U 
Weiteres Differenzieren liefert u YEr + Ur Yazz = O, also Yarz = a; usw. 


t 
Will man die Legendretransformation geometrisch deuten, so zeigt sich, daß es sich dabei 
keineswegs um eine Punkttransformation handelt. Zur Bestimmung der Koordinaten !, vvon P 
genügt die Kenntnis der Koordinaten x, y von M nicht; man muß auch den Richtungskoeffi- 
zienten y, der Tangente in diesem Punkt an die Kurve y = /(x) kennen. Trotzdem wird auch 
hier die Kurve wieder berührungstreu in eine Kurve transformiert.!) 


219. Funktionen mehrerer Veränderlicher. Ersetzung der unabhängigen Veränderlichen. 
Wir wollen nun die Aufgabe in Angriff nehmen, den Auseruck 


2 2 
W=F use ee ; 
0x 0 02° 02 0y 


der neben den unabhängigen Veränderlichen x, y, ... und der von ihnen abhängenden Funktion 
z auch partielle Ableitungen von 2 nach den Argumenten enthält, zu transformieren. 

Aus denselben Gründen wie im oben betrachteten einfachsten Fall kann es auch hier nötig 
sein, zu neuen Veränderlichen überzugehen, die mit den alten durch Transformationsformeln 
verknüpft sind. Bezeichnet man die neuen unabhängigen Veränderlichen mit i, z,.... und die 
von ihnen abhängende Funktion mit v, so besteht die Aufgabe darin, W durch t, u, ..., v sowie 
durch die Ableitungen von v nach seinen Argumenten auszudrücken. Offenbar genügt es, das 


2 2 
in bezug auf die alten Ableitungen 2, en Rerr ER en 
0x  0©y 0x: 0x 0y 


der Schreibweise wollen wir uns auf je zwei Veränderliche x, y bzw. t, u beschränken. 

Auch hier beginnen wir mit dem Fall, daß nur die unabhängigen Variablen zu substituieren 
sind und die 'Transformationsformeln die x, y mit den t, u verknüpfen. 

Überdies seien sie explizit, d. h. in der Gestalt 


‚... zu tun. Zur Vereinfachung 


z=pl,u, y=vi,u) (3) 


gegeben. Da wir z als mittelbare Funktion von t und u (über x, y) auffassen, erbalten wir nach 
der Kettenregel 


0% 0x 0 öy 0 02 or 02 oy 0 


-— + ZZ (9) 


a a eu Mu u u day 


Zur Bestimmung der alten Ableitungen - und = haben wir somit ein lineares Gleichungs- 
T Y 


1) Solche berührungstreuen Transformationen spielen in verschiedenen Gebieten von Geometrie 
und Analysis eine wichtige Rolle. Sie werden auch Berührungstransformationen genannt. Die 
Punkttransformationen und die Legendretransformation sind spezielle Beispiele solcher Be- 
rührungstransformationen. 
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system vorliegen; sie ergeben sich also als Linearkombinationen der neuen: 


02 02 02 02 02 02 
0x et ” ou öy e Er T 3, (10) 


Dabei ist wichtig, daß 4, B, 0, D aus Ableitungen der Funktionen (8) zusammengesetzt sind, 

aber in keiner Weise von 2 abhängen. Diese Bemerkung erlaubt, die Formeln (10) auf —, 

02 z z 

— statt auf 2 anzuwenden. Auf diesem Wege ergibt sich beispielsweise für — folgender 
x 


Ausdruck: 


0°z 0 [0 0 [0 8 lo 
7» = -) AREA 


2 2 
- 11 + 250 8A % ni) 


f? ta #2 5 a u 
0°%2 0°2 0A % oB % 
EB (4 Be, MAR, B%\ 
ot ou ou? = ou ö Qu 2.) 


Durch Anwendung von (10) auf die Ableitungen zweiter Ordnung (statt auf 2) erhält man Aus- 
drücke für die Ableitungen dritter Ordnung, usw. 

Sind die Transformationsformeln nach den neuen Veränderlichen aufgelöst, t = alz, y), 
u = f(x, y), so ist es bequemer, nach der umgekehrten Methode vorzugehen, d.h. 2 als mittel- 


bare Funktion von x, y (über t, u) anzusehen und £ nach den alten Veränderlichen zu differen- 
zieren. Dann ergibt sich 


a aA a | Duo a2 ad % au 11) 
a Ra Run Yu ya mu 
Diesmal hängen die Koeffizienten A = a. B= Zu 0- ER D= 1 von x und y, aber 
0% 0x oy ö 


nicht von z ab. Durch wiederholte Anwendung der Formel (11) kann man auch hier die 
höheren Ableitungen berechnen, beispielsweise!): 


2 
eo (A +) 


a al 8° Du 
0A % , 0öB % 0 (&\ 0 [% 
= — — 4 — — +41 lo B—-I— 
0% zT 0x ou 2 (a) + ee 
0A % OB % 0°2 0°2 0°2 0°2 
= —. — + — — 14141 — + B — BIA B-— 
ox 6 T x u 5 (4 of? is ob + | öt ut ) 
Liegen schließlich die Transformationsformeln in der impliziten Form 
Öl, yt,u=ß0, Ye,y,t,u) = 0 (12) 


vor, so kann man nach einer der angegebenen Methoden verfahren und 
ZZ er TBBR Le Bee. er a a 
öt ou öt ou 0X 0y 0X oy 


nach den Differentiationsregeln für implizite Funktionen berechnen. 


1) Auch hier ist eine analoge Bemerkung wie auf 8.445 zumachen: Da die Ausdrücke der alten 
Ableitungen durch die neuen die Veränderlichen z, y enthalten, kann es nach dem Einsetzen 
in W noch notwendig sein, x und y mit Hilfe der Transformationsformeln zu eliminieren. 
Der Leser wird auch in späteren Fällen auf diese Besonderheit stoßen. 


99 Fichtenholz I 
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220. Dififerentiale. Wir geben jetzt noch eine andere Methode an, um Ausdrücke in alten Ab- 
leitungen in solche in neuen zu transformieren, die besonders zweckmäßig ist, wenn in W nicht 
nur einzelne, sondern alle Ableitungen einer gegebenen Ordnung vorkommen. Es handelt sich 
um die Methode zur Berechnung der vollständigen Differentiale. Sie kann ebenfalls in zwei Formen 
dargestellt werden, je nachdem, ob t und u oder x und y als unabhängig angesehen werden. 

Es seien zunächst t und v unabhängig; wir wollen alle Differentiale nach diesen Veränderlichen 
bilden (direkte Methode). Bilden wir die vollständigen Differentiale der Transformations- 
formeln (12), so können wir dx und dy linear durch di und da ausdrücken: 


de=adi-+ Pdu, dy=ydi-+ödu; (13) 
durch Differentiation dieser Formeln stellen wir d®r und d?y als homogene Polynome zweiten 
Grades in dt und da dar: 

dr=ed? +Lddu" + ndu, dy=9dR? +ıdedu +xdu, (14) 
usw. Die Koeffizienten o, ß, ..., ı, x sind bekannte Funktionen von z, y, t, u. 

Unter Benutzung der Invarianz des Differentials stellen wir nun dz auf zwei Arten dar: 


BZ u+ Zay= Za+ du. (15) 
x 

Setzt man statt dr und dy = Ausdrücke (13) ein und setzt dann die Koeffizienten von dt und 
du auf beiden Seiten der Gleichung gleich,!) so erhält man die linearen Gleichungen 


0x oy ot X 0y En 


aus denen man - und — berechnen kann. 
x 


Analog kann man d’z auf zwei Arten darstellen (unter Beachtung dessen, daß nicht x und y, 
sondern t und ı die ee Veränderlichen sind): 


A Fra le + a 
0x2 = 
__ 0% 
Bar 7] 2 E (16) 


Wir setzen nun statt dx, dy, d?x, d?y die Ausdrücke (13) und (14) ein und setzen die Koeffi- 
zienten von di?, di du und du? auf beiden Seiten von (16) gleich.?) Das liefert uns ein System von 
2 2 2 
drei linearen Gleichungen zur Bestimmung von — ARE ET 2. da u ; o schon bekannt 
sind) usw. x?” O8 0y öy oy? öx  0y 
Einfacher in der Durchführung ist die umgekehrte (indirekte) Methode, bei der x, y als unab- 
hängig angesehen werden, so daß alle Differentiale nach diesen Veränderlichen zu bilden sind: 
Durch sukzessives Differenzieren erhalten wir aus den Transformationsformeln (12) 


d=ade+bdy, du=cde + ddy; (17) 
dt=ed + Fdedy+gdy, du=hde? -Hidedy + jdy, (18) 
usw. Hier sind die Koeffizienten a, b, ..., , j bekannte Funktionen von x, y, t und u. 
Setzt man in (15) statt dt und du die Ausdrücke (17) ein und setzt die Koeffizienten von d« 
und dy auf beiden Seiten gleich, so folgt unmittelbar 
20a, , aaa, 
0% öl cu 0Y öt ou 


!) Wir erinnern daran, daß die Gleichung Adt -- Bdu = 4A’ dt + B’ du für beliebige dt und du 
nur gelten kann, wenn A=A’undB= P ist. 
2) Die Gleichung Adi? + Bdtdu + CO du? = A’ di? + B’dtdu + CO’ du? kann für beliebige 
di und du nur gelten, wenn A = ar, B=B,C= (’ ist. 
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An Stelle von (16) erhalten wir jetzt 


dz = — de? - 2 2 ded oz 2 
Ö n a w 
_ 2 ge ı 9 di du ur du + + 
08? | =; e 


Einsetzen der Ausdrücke (17), u und MR bei dx?, dx dy und dy? liefert 
a Or 0 0 

unmittelbar die Größen — , —— , — usw 

0X: 0204 0? 

221. Der allgemeine Fall einer Variablensubstitution. Zum Schluß wollen wir uns dem allge- 
meinen Fall zuwenden, daß sowohl die Veränderlichen als auch die Funktion zu transfor- 
mieren sind. Die Transformationsformeln seien nach den alten Variablen aufgelöst: 


x = olt,u,v), y=yit, u,v), z = ylt,u,v). (19) 


Ist z eine Funktion von x und %,2 = f(x, y), so erhält man, wenn man x, y, 2 durch ihre Aus- 

drücke in t, w, v ersetzt, eine neue funktionale Abhängigkeit: v wird eine Funktion von t und «. 
Wir fassen zunächst # und a als unabhängige Veränderliche auf (direkte Methode) und z 

durch Vermittlung von x und y als Funktion von t und x. So erhalten wir wie oben die Gleichun- 


02 


gen (9) und daraus (10). Hier sind aber unter —. ...,—— die vollständigen partiellen Ab- 
ou 


leitungen von x, y, 2 nach t bzw. u zu verstehen, die sich aus (19) unter Berücksichtigung der 
Tatsache ergeben, daß v von t und x abhängt: 


RP, Wo au, a® 
öt ö va u om m m 


Die Koeffizienten A, B, C, D enthalten nicht nur £, u, v, sondern auch die Ableitungen = ; 
) 


- ‚ und zwar rational. Die sukzessive Anwendung der Formeln (10) führt auch hier zu Aus- 
u 


drücken für die zweiten Ableitungen, usw. 
Sind die Transformationsformeln nach den neuen Veränderlichen aufgelöst, 


= az, Y; z), u — Pr, Y; 2), U ylx, Y; 2); (20) 


so verwendet man gewöhnlich die umgekehrte Methode, d.h., man sieht x und y als die un- 
abhängigen Veränderlichen an. So erhält man 


0v ov 6 ov ou OV _ 8 Ki2 ov ou 


(emp GER urUiikumi [32 = GEEHRTE CEST 
|— 


a: a Ha y a u 


An Stelle von —. Des KR muß man hier die Ausdrücke einsetzen, die sich durch Differen- 
x 


0Y 
tiation der Formeln (20) nach x und y ergeben, wobei zu berücksichtigen ist, daß z eine Funk- 
tion von x und % ist: 


ot 0X 0x 02 Ki 0y K72 oz 
ET 


ö 
So ergeben sich lineare Gleichungen für — und m’ aus denen diese Ableitungen leicht 
x 


durch z, y, 2, Lu und RR ausdrückbar sind. 
ot ou 


Die weiteren en berechnet man am einfachsten folgendermaßen: Man differenziert 


OV 0v 
die für — (bzw. =, erhaltenen Ausdrücke nochmals nach x (bzw. y), wobei — und — 


als mittelbare Funktionen von x und y (über # und «) anzusehen sind, usw. 


29* 
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Haben die Transformationsformeln die allgemeine Gestalt 
Alz,y,2,t,uv=0, Ba,y2,6wv)=0, Cx,y,26uv=0, (21) 
so kann man jede dieser Methoden anwenden. Dabei werden die Differentiationsregeln für im- 
plizite Funktionen benutzt. 

Man kann auch die Methode der Bildung der vollständigen Differentiale verwenden. Wir 
beschränken uns hier auf den Fall, daß die alten Veränderlichen x und y als die unabhängigen 
Veränderlichen angesehen werden (umgekehrte Methode), so daß alle Differentiale nach diesen 
zu bilden sind. 

Aus (21) ergeben sich durch sukzessive Differentiation 


d=a,de+a,dy-+ a, dz, MEN rn (22) 
do=c,de+o,dy-+ c,dz; 

dt = d, de +d,dedy + d,dy? + d,dedz + d,dydz + d, d2? + a, d?z, 

deu = e, da? + +. + e,d2? + b, d%z, (23) 


dv = fd +. +], d2? + c,d%;... 


Setzt manin dv = — di + = du statt di, du, dv die Ausdrücke (22) ein, so folgt 
U 


ade + dy+cde=— (de + ady-t ande) + I (dide + budy + bude), 


also 
dz=4Adr-+ Bdy, (24) 
wobei A, B die Ableitungen e ; = rational enthalten. Durch Koeffizientenvergleich mit 
u 
d&= — de + Em dy ergibt sich 
hi, Zug 
0X 0 
Wir betrachten nun (f und u sind keine unabhängigen Veränderlichen) die Gleichung 


0°v 0°vV 0V 8V 
did —— du? + — dit + — d? 
ot ou ee Eur = 


02V 
dv = — di? + 2 
0? = 


und substituieren (22) und (23) für di, du, d?t, d2w, d®v und danach (24) für dz. Aus der sich er- 
gebenden Gleichung läßt sich d?z bestimmen, 


dz = Cde?+2Ddedy+ Edy2, 


(0x ER 7 Br 7 > 02% ö2V 


a m die Ableitungen Er Fr En : Fer rational enthalten. Koeffizienten- 
2 2 2 
di, — — dar en — de dy + age 
liefert 
Ka G2 2 _y 
0x? a My 
usw. 


Auch hier läßt sich die Variablentransformation geometrisch deuten. Sind (x, Y, 2), (t, u, v) 
die Koordinaten der Raumpunkte M und P, so ordnen die Transformationsformeln (20) 
jedem Punkt M einen Punkt P zu, charakterisieren also eine Punkttransformation des Raumes 
(oder eines Raumteils). Der Abhängigkeit zwischen x, y und 2 entspricht eine Abhängigkeit 
zwischen i, u und v, so daß jede Fläche ? dabei in eine Fläche 7° übergeht. 
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Wir haben gesehen, daß die Werte von x, y, z, Fr und — diejenigen von f, u, ®, 2 und 
x t 
Z eindeutig bestimmen. Aus der bekannten Gleichung der Tangentialebene [vgl. Nr. 180, 
U 
Formel (6)], 
02 02 
Z—-2 = —(X — —(Y- 
= ( x) + er ( y)» 


schließt man leicht, daß zwei sich in M berührenden Flächen £, und , bei der betrachteten 
Transformation zwei Flächen 7, und 7, entsprechen, die einander in P berühren. Die Punkt- 
transformation des Raumes ist berührungstreu (vgl. Nr. 222, Beispiel 7). 


292. Beispiele. 

1. Übergang zu Polarkoordinaten. Es sei z eine Punktfunktion in der Ebene: z = f(M). Ge- 
wöhnlich wird die Lage eines Punktes durch seine rechtwinkligen Koordinaten x, y bestimmt, 
so daß z eine Funktion der Veränderlichen z, y ist. Oft ist es jedoch zweckmäßiger, die Lage 
eines Punktes durch seine Polarkoordinaten r, 0 zu charakterisieren; dann muß man auf die 
neuen Veränderlichen transformieren. Wir vollzieben diesen Übergang mit den verschiedenen 
Methoden. 

Direkte Methode. Es seien r, 0 die unabhängigen Veränderlichen. Von den Transfor- 
mationsformeln 


x=1rcosb, y=rsind 


ausgehend, erhält man nach dem Vorbild von (10) 


0 Ö 
a 0, = sin + reos0 
also 
Le I Le ER (25) 
0X ör r 00 oYy ör r 60 
so daß also cos 6, — ne ‚sin, a die Koeffizienten 4, D, C, D sind. Alsdann ist 
r r 
ER: 7 cos 0 % sin® sind ö con _ An 
oe ör Or r 0 r 0 Or r 00 
0°2 2sin®cos9 0% sin?9 0% 2sın0cos0 0 sin?O % 
= 008? db — — ———— —— + —— 4 777 —. 
Or? r ör 00 r2 06° r2 c0 r or 
Analog finden wir 
0% . &z . 2sinOcosd 6 co? 6 %z 
ea ie I rn un on 
oy? Or? r ör 00 y2 00° 
2 sın O cos RZ cos? 0 oz 
r2 00 r or 
usw, 
Umgekehrte Methode. Es seien x, y die unabhängigen Veränderlichen. Um die Formeln 
; Ö eo Or © 
(11) anwenden zu können, müssen wir die Ableitungen nr: „——, = ,-— kennen. Man 
0 0 y 4 


könnte sie durch Auflösen der Gleichung, welche die alten mit den neuen Veränderlichen ver- 
knüpft, nach diesen Veränderlichen finden. Man kann aber die Differentiation impliziter 
Funktionen heranziehen, ohne die Gleichungen aufzulösen. Differenziert man die Transtor- 
mationsformeln nach x und y und sieht dabei r und 6 als Funktionen von ® und y an, so erhält 
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man 
? s Ä 1% 
En EL SL bein ehe 
0X 0X 0% x 
und 
ö 
ET U ee 
oY 7 oYy y 


Hieraus folgt 
r 08 sin © or ; °0 cos 9 
0% 02 fo) 


und nach (11) wieder (25) usw. 


Berechnung der Differentiale. Wie eben seien x und y die unabhängigen Veränder- 
lichen. Wir bilden die vollständigen Differentiale der Transformationsformeln: 


dx = cosO0 dr - rsin0 d®, dy = sin@ dr + r cos 0 d9; 
hieraus folgt 


— Sj 2 
dr = c0osQ dx + sind dy, ee een). 


r 
also 
02 02 02 sınd 5 02 c080 9 
=— — d ——— do = ; 8 — ran dx N 1 0 Er ArZSar? d ’ 
Fb" (005 Fr ) z (sin men ) R 


was wieder auf (25) führt. 
Für die zweiten Differentiale ergibt sich 


in? 2 — 2si 2 2 
ee Zange 


’ 


r 

420 — —r(cos 0 dr + sin 9 dy) dO — (cos@ dy — sin 0 de) dr 

r2 
_ 2 sin 0 cos 6 dx? — 2(cos? 9 — sin? 6) de dy — 2 sin 0 cos 0 dy? 
r? 
Dann folgt für d?z 
022 0°z 0°z 02 02 
dr = eig +2 a Aula + a 9 4 nr 4 Er 


ur cos? 9% _25in cosH dr sin?00% sin?0 &2 2sin®cosO % 
r ör 00 r: 00° r 2» y2 20 


x de? + 2(..)dedy-+ (...)dy2, 


2 
woraus sich für die zweiten Ableitungen —. ... dieselben Ausdrücke wie oben ergeben. 
x 
Als Beispiel betrachten wir die Ausdrücke 
02 \? 02 \? 0°2 0°2 
W, = |I— —|, MW,=— + —. 
7 +2) Tr Typ 
Nach unseren Formeln transformieren sie sich in 


w. - [%\ 1 / 92 \2 w. % 1 % 1 0 
Nor Ta 8)’ i ör®  r: 00% r er 
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2. Übergang zu Kugelkoordinaten. Das Analogon zu den Polarkoordinaten r, 0 in der Ebene 
bilden im Raum die sogenannten Kugelkoordinaten o, $, 6 die mit den rechtwinkligen Koordina- 


ten x, y, 2 durch die Transformationsformeln 
x=0sin®cos®, y=osinpsin®, 2=0C059 


verknüpft sind. 
Man transformiere die Ausdrücke 


ou \? u \° ou \? ou u u 
Ww,=I— _— —ı, W,= — + -— 4+ — 
" () +2) +2) & FF Wal 
auf Kugelkoordinaten [dabei ist v = u(z, y, 2)]. 
Führt man die Transformation in zwei Schritten aus, indem man zunächst x = rcos®, 
y=rsin® setzt und z ungeändert läßt und dann z = 0cosp, r = o sin 9 (also 9 ungeändert) 


setzt, so kann man die Ergebnisse von Beispiel 1 benutzen. 
Beispielsweise gilt für den zweiten Ausdruck 
Mu 9 u u 1 u 1 ou 


0 a 3 ar or or’ 
u , u 1 u 1 ou 
W,=I—- + —) + - — + —. 
02? Or? r? 00° r or 
Auf Grund von Beispiel 1 läßt sich der Ausdruck in Klammern folgendermaßen schreiben: 
u 1 Au | 1 ou 
Ta 2 37 


schließlich ist 
EL .ı 2. 
or oo o 09 
Also ergibt sich 
ou 1 &u 1 Ru |, 2 u cotp du 
"00? 0? Op? “ o?sin?p 0092 o © oe ©p 
Analog ist 


ou\ . 1 ou \? 1 /cu\? 
We N cl Bo Rue 
i u tale) ur7 (=) 


3. Man zeige, daß W, und W, bei einer linearen Transformation der rechtwinkligen Koordi- 
naten in rechtwinklige Koordinaten, 


"= +by+c2, Y=arcr+by-+ 02, "mar + by cz, 
bei der die a, b, c den (,‚Orthogonalitäts“‘-)Bedingungen 
1 für ı=7I, 


(26) 
0 für #9 


a;4, = bb, + 66, = | 


genügen, invariant sind. 
Wir bilden die Differentiale, wobei x, y, z die unabhängigen Variablen seien: 


de =a,de+b,dy-+c,d, d’r’ = 0, 
dy’ = a,de + b,dy -+ 0, dz, dy =0, 
dz’=a,de+b,dy-+ c,de, dz’=0. 
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Dann ist 


du = nd ty Hade) + ladet bdy +) 
L 


[7] 
+ (0 de +b,dy- c, de), 


also 

ou OU ou ou 

EN ee a A 

0X In, Ta, ra 

ou ou ou ou 

— ad — h 

oy a 

ou ou ou ou 
mu ergeht 

02 0% oy 02 


Quadieren und Addieren liefert nach (26) 


ou \? ou \? ou\? 
W, = I—. en 2 _ 
j ) Hay) +2) 
Alsdann ist 


ou 
du = —— (a, de +b,dy-+ c, de)? 
0x’° 


+2 zur ag (G dr + dr Ay + 01 de) (ade + bady+d) + 


W, ist die Summe der Koeffizienten von d«?, dy?, dz?. Mit Hilfe von (26) ergibt sich leicht 


u ou OU ou 
Auer | ya Köz’? 


4. Man transformiere die Gleichung 


„ uw öw = öw uw 
= oy° =. - re oy 02 ren 


auf die neuen Veränderlichen t, u, v, wenınz = w, y=ttl,2 = tu gilt. 
Direkte Methode. Es seien t, u, v die unabhängigen Veränderlichen. Dann ist 


dw _ Ow ow ow _ Ow ow ow  Ow ow 
Ey u m an u te 


Km — ——— — 
x 2 8 r 2 u 5: 2 
Zw 1 ‚u _1 dw, 1 &w 
y 2 a 2 m 2 %»’ 
ow 1. w i 0 %W 1 ww 

2 m bb — 4 — U a 1 — 

82 2» a 22 m 23 
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Ferner ist 
22 o2w ö - ow ” 
0x2 Or 0x 
fe) 1, %Ww 1 &w 1 
= 2 —li — bt — EREEN ER 
| ug tz o) 
1 O2w i ow 1 dw 1 u) 
= — f? — 412 nme. Br 
een 
1 O2w 1 02 3. dw 1 m 1 
a A 
ma a a a an an 
ow ö | ow o /1. ww 1 w 1 mw 
Y% = 2 IY —— | = 2 [U + 
Oy 02 02 oy ar\2 6 2 ou 2% 
1 ow 1 u) i öw 1 Ow 
EN EER f2 — un UF mn nn un 92 nn Re PEERSÄERSENIBER: 
m in 


usw. Durch Addition aller entsprechenden Ausdrücke und Weglassen konstanter Faktoren er- 
halten wir die transformierte Gleichung in der Gestalt 


Ow ow ö°w 
Bee ea er 
of? r ou? r ov? u 


Bisher haben wir nur die unabhängigen Veränderlichen transformiert. Bei den folgenden 
Beispielen wird auch die Funktion substituiert. 


5. Man transformiere die Gleichung x? = + y? - = 22, wenn 
v Y 
v i 
x = t, yy- N A 
1 + tu 1-+-b 


gilt. 

Direkte Methode. Es seien t, u die unabhängigen Veränderlichen. Wir differenzieren die 
dritte Transformationsformel nach t und nach x, wobei wir z und v als Funktionen von t, u (die 
erste über x, y) ansehen: 


In 
2, % a RO [m m 
Gy Arme Arm’ ey dm (tt) u 
Hieraus folgt 
x 1 „oo D\ de (Hm) do 
ml u =) ey Ad+w% u 


Die transformierte Gleichung lautet dann 
0V 


—=(. 


ö 


Nun lösen wir dieselbe Aufgabe anders. | 
Umgekehrte Methode. Wir lösen die Transformationsformeln nach den neuen Veränder- 
lichen auf, 


Ra | 


1 1 1 
= 7z, YA Vz 
y ı z 
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und betrachten x und y als unabhängige Veränderliche. Wir differenzieren die dritte Beziehung 
nach x und nach y (v hängt über t, u von z, y ab): 


ee ee 
2a 0a Dun 2? 0y ou y? 


oder 


0x? 0x dy a2 


q ae 
aufbw,v,wennt=rty,u=%,v— - ist. 
x % 


Berechnung der Differentiale. Die unabhängigen Veränderlichen eg ; g Die 


Differentiale der SERIEN PREIDERIIER lauten d= de +dy„du= — — — de + — — dy, 
dv = —— „ dr = — da. Betrachtet man » als (über {, 2) mittelbare a von E. Y, so 
gilt für z 

dv = Zar - —— du = 2 (de + dy) + (#84 — a). 


Durch de folgt 
it atmet). (*) 
x öt ou 


Wir bilden nun die zweiten Differentiale der neuen Veränderlichen: 


2y 2 
dt=0, du = —drer — —dedy, 
x? x 5 


2 22 1 
dv—= — — dedz + — de? + — d2z; 
a* x x 


andererseits ist 


Ze 
— u2 + a 


in dy)? +2 EM +dy) (2a hei 
x? x 
0°v Yy dv 2y 2 
1 id u. TE [1 —n s — (a . 
+ = | Fr : =) + z F dr 2 dr %) 


Setzt man die beiden Ausdrücke für d?v gleich und ersetzt dz durch (*), so gelangt man zu der 
folgenden Gleichung für d*z: 


Ze de + 2 (de + dy) + (ar } a)|- ar 
x 


+2 (da + Ay)? + 2 — + an (- ar + —ay) 


N er (Yan _ 2 
563 dr + u) + z Exz zu]. 
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| ER 7. ı ’. 7 
Hieraus ergeben sich ——, ——, — al ffizi 2 2, i 
g Dar’ may’ og als Koeffizienten von dx’, 2dx dy, dy?. Das ge 
wünschte Resultat erhält man einfacher, wenn man bedenkt, daß d?z in W übergeht, falls 
de=1,dy= —1 gesetzt wird. So ergibt sich 
wit, Ar _UArW 
a ou? ’ eur 
7. Die Legendretransformation. Ähnlich wie in Nr. 218, Beispiel 5, bringen wir auch hier die 
Legendretransformation als Beispiel einer komplizierteren Substitution, bei der die Transfor- 
mationsformeln auch Ableitungen enthalten. Wir setzen 


Ö Ö 
BER SER ae ESEL LEE 
0X Oy 0% 0Y 
Wir wollen unter z = f(x, y) eine bestimmte Funktion verstehen, die so beschaffen sei, daß 
2 2 22, \2 
D(x, y) 0x° ay? 0x 0y 


gilt. 
Wenn wir die dritte Transformationsformel nach x und nach % differenzieren und dabei v als 
(über ?, «) mittelbare Funktion von z, y ansehen, so erhalten wir 


ovV 0% OvV 0% 0°2 0°2 
— — 1 om 1 + yo, 

ot 022 ou d2%y 0x? 0x Oy 

av 6% ov 0% 0°2. 0°2 

od xy ou MA? 02 0y oy? 

und hieraus 
0V 0V 0 0v 
ar a Se a Ei e 


die Transformation ist also symmetrisch. 
Differenziert man die erste der Formeln (28) zunächst nach x, dann nach y, so gelangt man zu 


0m 0% v 0% Op 0% 0°v Oz 
ar Au At du on äy’ 2 du O2 " Our ou öy 
und 
v 0% ov 0%  Ov 0% v 02 
ey U OuOmOy Dur age 


Da [vgl. Nr. 203, Formel (4)] 


PIE ER Ba me LCD IRRE ee 
et? Qu? ot ou Dit, u) J 
ist, folgt aus diesen Gleichungen 
0°V 0°V 02V 
Oz Qu? Oz ob ou er 2a 
a 1 ay I’ Mm I 


Betrachtet man x, y, z und t, u, v als Koordinaten von Raumpunkten, so kann man die 
Legendretransformation als Transformation des Raumes (aber nicht als Punkttransformation) 
auffassen. Eine durch eine funktionale Abhängigkeit zwischen z und x, y charakterisierte Fläche 
geht in eine durch die Abhängigkeit von v und t, u charakterisierte Fläche über. Da t, u, v 
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nur von 2,9, 2, — ; 2 abhängen, ist die Legendretransformation berührungs- 


ot ou 0x 0 
treu.!) 


8. Man kann die Legendretransformation leicht auf den Fall eines Raumes beliebiger Di- 
mension verallgemeinern. Es sei 2 eine Funktion von X; Xas «- +, Zn. Wir setzen 
i N... 202 
= EN (=1,2,..,n) und v= Yo; ——2; 
Or; i=1 Or; 
hier ist v» die neue Funktion der neuen Veränderlichen t,, t,, ..., i„. Wir setzen auch hier die 
Determinante 


0°2 0°z 0°2 
0x1 0x, ÖXz 0x, 0%, 
02 0% 0°2 
J= |0x, dx, 08 O%g 0%, 
0°2 0% 0° 
O2, 0% 0% 0% 0x5 


als von O0 verschieden voraus. 
Nun differenzieren wir die Definitionsformel für v nach x, (wobei wir v als mittelbare Funk- 
tion von %, ..., £, ansehen): 
n vd 0% n 0°2 


— . 
—— 


u — 
= dt; O8; 00%: 1 Om; Om 


n 
Wegen J =0 £olgt hieraus = = (t=1,..,n).Somitistauch 2 = )t; - — v, so daß 
i I] i 
auch diese allgemeine Transformation symmetrisch ist. 


9. Abschließend betrachten wir noch ein Beispiel einer besonderen Transformation. Es sei 
Plus ser, Uns %ıs ++, 7.) eine in den X, ..., &„ homogene Funktion zweiten Grades von 2n Ver- 
änderlichen, Die Determinante 


op op ol) 
x da Om; Ox, Ox, 
02p 02p &p 
H= OX, 0%, Or OXg O%n 
2p Op N 
OX 0%, 0% 0% 0x7 
) 


sei von 0 verschieden. Wir setzen t; = — und führen t,,...,t, als neue Veränderliche an 
x: 


Stelle der &,, ..., x, ein. Dann geht p in eine Funktion y(üss +... pn; ts «+, £,) über. Man zeige, 
daß 


ey Oy 0p 
a —ı L;, b ed een —— 1; .o., 
en Wi eben 


gilt. 
Wir differenzieren = y nach x,, wobei wir y als (über t,,...,t,) mittelbare Funktion von 
X» +++, u betrachten: 
ö n op © 
Ku Ze „ur a 


Orr. i=1 ot; Or; 0% 


1) Auch hier beachte man die Fußnote auf S. 449. 
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b | “ 0) “ eo “ 
Andererseits ist —- eine homogene Funktion ersten Grades in x,, ...,%,. Dann ist nach der 


T% 
Eulerschen Formel (Nr. 188) 
8 0 ” 
0X, i=1 O%,, ÖX; 


Bel): 


Vergleicht man die beiden Ausdrücke für . so ergibt sich auf Grund von H =F 0 die Be- 
x 


k 
ziehung (a). Durch Differentiation nach v; folgt 


Y_U 5, ar 


ou; u du; k=1 Ok 0% u; 
op 


Nun ist aber — eine homogene Funktion zweiten Grades in x, -..,%. Hier liefert die 


n MN 
Eulersche Formel BR 2%, = 2 2 ‚und daraus folgen die Beziehungen (b). 
k=1 0X. ou; ou; 


VI. Anwendungen der Differentialrechnung 
in der Geometrie 


$S1. Analytische Darstellung von Kurven und Flächen 


223. Kurven in der Ebene (in rechtwinkligen Koordinaten). In diesem Kapitel bringen 
wir einige Anwendungen der bisher untersuchten Begriffe, Tatsachen und Methoden 
der Differentialrechnung auf die Geometrie. Mit einigen haben wir uns ja schon in den 
Nummern 91, 141, 143, 145, 148 und 180 beschäftigt. 

Wir halten es für nützlich, dem Leser einleitend die verschiedenen Arten der ana- 
lytischen Darstellung von Kurven und Flächen ins Gedächtnis zurückzurufen; das 
wird in $1 geschehen. Von vornherein wollen wir vereinbaren, daß die in diesem 
Kapitel betrachteten Funktionen in der Regel stetig sein und stetige erste Ab- 
leitungen nach ihren Argumenten besitzen sollen; nötigenfalls werden wir überdies 
Existenz und Stetigkeit von Ableitungen höherer Ordnung fordern. 

Wir beginnen mit ebenen Kurven, und es liege ein rechtwinkliges, y-Kooordinaten- 
system zugrunde. 

Schon mehrfach haben wir Gleichungen der Gestalt 


y=f(«) oder x = g(y) (1) 


betrachtet und die ihnen entsprechenden Kurven untersucht (Nr. 47, 91 und 146ff.). 
Ist eine Kurve in dieser Art gegeben, ist also eine der laufenden Koordinaten ihrer 
Punkte eine (eindeutige) explizite Funktion der anderen, so sagen wir, die Kurve sei 
in expliziter Form gegeben oder dargestellt. Diese Art der Darstellung ist einfach und 
anschaulich; wie wir sehen werden, kann jede andere Form der Darstellung in ge- 
wissem Sinne darauf zurückgeführt werden. 

Im Zusammenhang mit der Theorie der impliziten Funktionen behandelten wir 
auch die sogenannte implizite Darstellung einer Kurve, d.h. die Darstellung einer 
Kurve durch eine Gleichung der Gestalt 


Fi, Y) —=Q(, (2) 


die weder nach x noch nach y aufgelöst ist (vgl. Nr. 205£f.). Man spricht dann von einer 
impliziten Kurvengleichung. 

Ausden Sätzen über die Existenz einer impliziten Funktion (Nr. 205 und 206) folgt: 
Ist im Kurvenpunkt (x,, %) bei stetigen F, und F‘, die Bedingung 


F(&o, Y) #0 bzw. Flo Yo) #0 


erfüllt, so läßt sich wenigstens in einer Umgebung dieses Punktes die Kurve durch 
eine explizite Gleichung (1) der einen oder anderen Form darstellen, und die darin 
vorkommende Funktion f bzw. g ist nebst ihrer Ableitung stetig. Somit können nur 
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solche Punkte (x,, y,) einer Kurve, in denen gleichzeitig 
F (20%) = 0; F,(&o, Y%) = 0 (3) 


gilt, eine Singularität in dem Sinne aufweisen, daß in ihrer Umgebung die Kurve nicht 
durch eine explizite Gleichung (in keiner der beiden Formen) darstellbar ist. Kurven- 
punkte, in denen die Beziehungen (3) gelten, heißen singulär. 

In Nr. 236 beschäftigen wir uns mit dem Verhalten einer Kurve (2) in der Nähe eines 
singulären Punktes. Im allgemeinen können die singulären Punkte aus der Betrach- 
tung ausgeschlossen werden; wir untersuchen daher zunächst eine Kurve nur in der 
Umgebung eines nichtsingulären Punktes. 

Schließlich hatten wir es vielfach auch mit Gleichungen der Gestalt 


2= gl), Y= yli) (4) 


zu tun, die eine Abhängigkeit der laufenden Koordinaten eines Punktes von einem 
Parameter i zum Ausdruck bringen; diese Gleichungen beschreiben ebenfalls eine 
ebene Kurve (vgl. etwa Nr. 106). Man spricht hier von Parametergleichungen bzw. von 
einer Parameterdarstellung einer Kurve. 

Wir betrachten den durch den Parameterwert i = ti, bestimmten Kurvenpunkt, 
wobei wir annehmen, für # = ti, sei p(t,) + 0. Dann behält in der Umgebung dieses 
Wertes von ? die Ableitung x, = p’(t) aus Stetigkeitsgründen das Vorzeichen bei; 
dort ist also x = o(t) monoton (Nr. 132). Unter diesen Bedingungen kann man aber 
nach Nr. 83 und Nr. 94 auch i als eindeutige Funktion von x ansehen: i = 6(x). Dabei 
ist H(x) nebst Ableitung stetig. Setzt man diesen Ausdruck für t in den Ausdruck für 
y ein, so erhält man eine funktionale Abhängigkeit der Veränderlichen y und x, 


y = y(de)) = fe), 


wobei wiederum f nebst Ableitung stetig ist. Auf diese Weise haben wir (wenigstens 
in einem den betreffenden Punkt enthaltenden Kurvenstück) eine explizite Kurven- 
gleichung erhalten. Analog kann man schließen, wenn zwar 9’(t,) = 0, aber y’(f,) = 0 
ist; nur erhält man jetzt die explizite Kurvengleichung x = g(y). 

Wenn dagegen zugleich 


u =gp(h)=0 und „= ylt) = 0 (5) 


ist, kann die Kurve in der Umgebung des betrachteten Punktes nicht durch eine ex- 
plizite Gleichung dargestellt werden; einen solchen Punkt nennen wir singulär. 

In Nr. 237 gehen wir kurz auf die Gestalt einer Kurve (4) in der Nähe eines singu- 
lären Punktes ein; im allgemeinen werden wir aber hier nur nichtsinguläre Punkte 
untersuchen. 

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daß alle obigen Ausführungen über einen nicht- 
singulären Punkt (x,, %), d. h. einen Punkt, für den (5) nicht zutrifft, überdies noch 
voraussetzen, daß dieser Punkt nur für einen einzigen Parameterwert ? = {, auftritt, 
mit anderen Worten, ein einfacher Punkt ist. Ist dagegen (z,,%,) ein Doppelpunkt 
oder mehrfacher Punkt und entspricht er beispielsweise zwei verschiedenenen Para- 
meterwerten {= 1, und t=1,, so liegt im allgemeinen dort eine Überschneidung 
zweier Kurvenstücke vor: Eines davon entspricht den i-Werten in der Nähe von t,, 
das andere denen in der Nähe von i,. In diesem Fall kann die ganze Kurve ın der 
Umgebung des zugegebenen Punktes ebenfalls nicht durch eine explizite Gleichung 
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dargestellt werden. Mehrfachpunkte müssen also ebenfalls zu den singulären Punkten 
gerechnet werden.!) 

Zusammenfassend können wir sagen: Wir haben nicht versucht, den Begriff einer 
Kurve geometrisch zu charakterisieren. Eine Kurve ist für uns der geometrische Ort 
der Punkte, deren Koordinaten einer analytischen Beziehung der Gestali (1), (2) bzw. (4) 
genügen, unter der Annahme, daß die darin auftretenden Funktionen nebst ihren 
(ersten) Ableitungen stetig sind. Zwar können die auf diese verschiedenen Arten be- 
stimmten geometrischen Bilder sich im Großen in ihrer äußeren Gestalt beträchtlich 
unterscheiden, im Kleinen, in der Umgebung eines nichtsingulären (uns im Fall der 
Parameterdarstellung überdies einfachen) Punktes ähneln sie alle dem einfachen Bild, 
das durch Gleichungen der Gestalt (1) geliefert wird. 


224. Beispiele. Wir geben hier einen Überblick über besonders häufig vorkommende Kurven, 
von denen übrigens viele dem Leser aus der analytischen Geometrie bekannt sein dürften. 


1. Die Kettenlinie (Abb. 41, S. 193). Ihre Gleichung lautet y = rn (e?/® + e-2le) = a cosh m i 


Diese Gestalt nimmt ein an beiden Enden aufgehängter ruhender biegsamer, nicht dehnbarer 
schwerer Faden (Kette, Draht) an. Daher stammt die Bezeichnung. 
Die Kurve ähnelt in der Nähe des Scheitels A (vgl. Abb. 41) einer Parabel, mit wachsendem 


Abstand vom Scheitel strebt die Kurve aber steiler gegen oo als die Parabel. Die Strecke OA 
= 4 bestimmt ihre Gestalt genauer: Je kleiner « ist, desto steiler ist die Kurve. Die in Abb. 41 
dargestellte Lage der Kurve ist keineswegs die einzig mögliche; sie ermöglicht es nur, der 
Kurvengleichung die einfachste Form zu geben. 


2 2 

2. Die auf die Symmetrieachsen bezogene Ellipse hat die Gleichung T = m = 1. Da 

die Summe der Quadrate von X und T gleich 1 sein soll, liegt es nahe, diese Größen als Kosi- 
a 


nus und Sinus eines Winkels i aufzufassen. Das führt auf die übliche Parameterdarstellung 
z=4c0si,y= bsint; variiert ö von 0 bis 2r, so wird die Ellipse entgegen dem Uhrzeigersinn 
umlaufen, beginnend vom Endpunkt A(a, 0) der großen Achse. 

Man könnte natürlich auch andere Ausdrücke benutzen, deren Quadratsumme gleich 1 ist, 
und beispielsweise 


EN Sue. = 2u 
1-+ u’ er 1+u? 


setzen, wo u von — 00 bis oo variiert. Da für u — 400 die Beziehungen x — —a, y — 0 gelten, 
kann man vereinbaren, daß der Punkt A’(—a, 0) für v = +00 angenommen wird. 
Analog kann man im Fall der Hyperbel 


auf Grund der bekannten Beziehung für den hyperbolischen Kosinus und Sinus 


x=acosht, y=bsinht (-o <t< m) 


!) Es gibt übrigens einen Fall, daß ein zwei verschiedenen Parameterwerten entsprechender 
Punkt nicht als Mehrfachpunkt gilt: wenn nämlich dieser Punkt zwei Randwerten des Para- 
meters entspricht und sich in ihm die Kurve schließt. Im Beispiel des Kreises 


c=0C080, y=asinO  <0 <2r) 


ist das der Punkt, der den Parameterwerten 0 = 0 und 0 = 2r entspricht. 
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setzen. Eine andere Darstellung (es gibt bei jeder Kurve beliebig viele) ist 


1-+ u 
U er Du 


ea ——, 
1— u 1— u 


(-o <u<mx;u&-!l). 


Der Leser möge sich in allen Fällen Gedanken darüber machen, wie der Punkt mit variierendem 
Parameter die Kurve durchläuft. 


3. Die semikubische (Neilsche) Parabel (Abb. 115) y? — cx® = 0 (c > 0). Hier ist der Ursprung 
(0, 0) ein singulärer Punkt. Löst man die Gleichung nach y auf, so erhält man die expliziten 
Gleichungen für die beiden symmeirischen Zweige der Kurve: 


y= + Ver = + Varel. 


Da y’ = 0 für x = 0 für beide Zweige gilt, berühren sie beide im Ursprung die x-Achse; es liegt 
eine Spitze (ein Rückkehrpunkt, vgl. Nr. 236) vor. 


DS: 
0 x 
Abb. 115 Abb. 116 


4. Die Astroide (Abb. 116) 22/3 -- y/® = a?l? (a > 0). Diese Gleichung gehört eigentlich nicht 
zu den Typen, auf die wir uns beschränken wollten: In jedem der Punkte (+a, 0) und (0, -+a) 
wird eine der partiellen Ableitungen der linken. Seite der Gleichung unendlich (ist also nicht 
mehr stetig). Übrigens ist es nicht schwer, die Gleichung von den Irrationalitäten zu befreien. 
Man kann sie leicht auf die Gestalt 


(x? + y® BEN a?)? + 27a?x?y? — {) 


bringen. Auch bei dieser Darstellung sind die genannten Punkte singulär. 

Aus der Kurvengleichung ist ersichtlich, daß die Kurve innerhalb des Kreises x? + y? = a? 
verläuft und symmetrisch zu beiden Achsen liegt. Bei der Untersuchung können wir uns daher 
auf den ersten Quadranten beschränken. 
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Wir lösen die Gleichung nach y auf, 
y = (a2l® — 2213,82, 
und erhalten durch Differentiation 
y’ = —(a?l? — „2318. 13; 


man sieht, daß für x = 0 die Tangente vertikal und für x = a horizontal verläuft. Hieraus folgt, 
daß alle vier singulären Punkte Spitzen (Rückkehrpunkte) sind. 
Um eine Parameterdarstellung der Astroide zu erhalten, benutzen wir die Tatsache, daß 
2 \1/3 y\U3 


nach der Kurvengleichung die Summe der Quadrate von = und m ' gleich 1 sein 
muß. Setzen wir diese Größen gleich cos? und sin t, so erhalten wir die Parametergleichungen 
x = acos’t, y=asin’t ( StS2r). 
Da die Ableitungen 
x = —3a cos? tsint, y, = 3a sin? cost 
für 6 = 0 (2r), re T; = beide verschwinden, entsprechen diesen Parameterwerten die sin- 


gulären Punkte; es sind natürlich dieselben wie oben. 


Y A 


x 9-3 axy=0 


Abb. 117 


5. Das Cartesische Blatt!) (Abb. 117) 2? + yB — 3axy = 0 (a > 0). Der Ursprung (0, 0) ist 
ein singulärer Punkt: dort überschneidet sich die Kurve. Die Kurve hat die Asymptotex + y 
+a=0(, und zwar sowohl für x — oo als auch für x — — x. 

Um das auch rechnerisch zu beweisen, dividieren wir die Gleichung durch 2°: 


Hieraus kann man zunächst schließen, daß etwa für |x] > 3a die Größe I | beschränkt bleibt. 


x 
Daraus folgt, daß für x > +00 der Quotient / gegen —1 strebt. Andererseits liefert die 


Gleichung die Beziehung # 
Jar ll 
a rer ERICH 
yry _AYı ( Y 
x x 


EZ 3 3 
!) Vgl. Nr. 210, Beispiel 2. Der Punkt A (a Y2, a YA), der dem Maximum von y als Funktion von 
x entspricht, ist in Abb. 117 angegeben. 
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so daß für # > +00 die Größe y + x gegen —a strebt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen 
(vgl. Nr. 148). 1y 


Nimmt mani = = als Parameter und setzt in der Kurvengleichung y = tx, so erhält man 


die Parameterdarstellung 


- 3at at? ( ; ; 4 
Pe+r ’PIı Fesen. ce 


Für {— +00 streben beide Koordinaten gegen 0. Man kann also annehmen, daß der Punkt 
(0, 0) sowohl dem Wert ti = 0 als auch dem ‚‚Wert‘‘ = +00 entspricht. Läuft i von — oo bis 
—1, so läuft der Punkt (x, y), vom Ursprung ausgehend, längs des rechten Zweiges nach &. 
Läuft # von —1 bis 0, so läuft der Kurvenpunkt von oo bis in den Ursprung, und zwar längs 
des linken Zweiges. Wächst t von O bis oo, so durchläuft der Punkt die Schleife (entgegen dem 
Uhrzeigersinn). 


225. Mechanisch erzeugte Kurven. In der Reihe unserer Beispiele betrachten wir jetzt einige 
Kurven sozusagen mechanischen Ursprungs, die sich durch Abrollen einer Kurve auf einer 
anderen ergeben. 


6. Die Zykloide. Wir stellen uns vor, auf der x-Achse rolle von links nach rechts ein Kreis 
vom Radius a mit dem Mittelpunkt A, und zwar ohne Schlupf. Die dabei von einem beliebigen 
Punkt der Kreisperipherie durchlaufene Kurve nennt man Zykloide. Wir wollen beispielsweise 
die Bahn des Punktes O bei einem Umlauf verfolgen. 

Wir betrachten den Kreis nach einer gewissen Drehung in der neuen Lage. Der Kreis be- 
rührt die x-Achse jetzt im Punkt N. Der Berührungspunkt ist also auf der Geraden von O nach 
N gewandert. Unterdessen hat O selbst die Lage M eingenommen, mit dem Kreis also den Weg 


NM zurückgelegt. Da der Kreis ohne Schlupf abrollen soll, sind diese Wegstrecken gleich: 
NM=ON. 


Wählt man jetzt als Parameter zur Beschreibung der Lage des Punktes den Winkeli= <XNDM, 
um den sich der Radius gedreht hat, der bei Beginn der Drehung die vertikale Lage AO hatte, 


so ergeben sich die Koordinaten x und y des Punktes M7 zu 
<=ÖF=-ON-FN=-NM-MiG=at-asint, 
y=FM=-NG=ND-GD=a-acost. 

Für die Zykloide gelten also die Parametergleichungen 
z=alt— sint),, y=all— cost) ((St<2n). 


Variiert { von —oo bis 00, so ergibt sich eine Kurve, die aus unendlich vielen Zweigen besteht, 
von denen Abb. 118 einen zeigt. 
Da die Ableitungen 


, =all — cost), „Y=asınt 


y E 


a nn IE > 
Zr; Vi b 
AO \thD 


MEETS ı 
R FEN 
SAN N SE Mn 
TOF N K X 
oC 


_— m un m men un mul ) I 


Abb. 118 
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für + 2kc (k= 0, +1, +2,...) beide verschwinden, entsprechen diesen Werten die singu- 
lären Punkte der Kurve. Nun ist aber [vgl. Nr. 106, Formel (10)] 


t 
an ee 


so daß beispielsweise für € — +0 (bzw. für x — +0) die Ableitung y, gegen + oo strebt. Offen- 
bar ist im Ursprung ebenso wie in den anderen singulären Punkten die Tangente vertikal; es 
liegt eine Spitze (ein Rückkehrpunkt; Nr. 237) vor. 


7. Epizykloiden und Hypozykloiden. Rollt ein Kreis ohne Schlupf außen auf einem anderen 
ab, so durchläuft ein Punkt des Umfangs des rollenden Kreises eine sogenannte Epizykloide. 
Rollt er dagegen innen ab, so erhält man eine Hypozykloide. Wir wollen die Gleichung der Epi- 
zykloide aufstellen. Als Ursprung nehmen wir den Mittelpunkt O des ruhenden Kreises, die 
x-Achse legen wir durch den Berührungspunkt der beiden Kreise im Anfangszustand. Wir 
wollen die Bahn dieses Berührungspunktes beim Abrollen verfolgen (Abb.119). Ist der rollende 
Kreis in die Lage übergegangen, die Abb. 119 zeigt, so ist A in M übergegangen. Der geome- 
trische Ort von M ist zu bestimmen. 


GT x Abb. 119 


Es sei a der Radius des ruhenden, ma der des rollenden Kreises. Als Parameter wählen wir 
den Winkelt = & MCB zwischen dem Radius OM, der den Mittelpunkt des rollenden Kreises 


mit dem uns interessierenden Punkt auf der Peripherie verbindet, und dem Radius OB durch 
den Berührungspunkt. Zu Anfang der Bewegung ist dieser Winkel gleich 0. 
Zunächst wollen wir untersuchen, worin hier das Rollen ohne Schlupf zum Ausdruck kommt. 


Der vom Berührungspunkt auf dem ruhenden Kreis zurückgelegte Weg AB muß gleich dem 
Bogen MB sein, den der Berührungspunkt auf dem rollenden Kreis zurückgelegt hat: 


a-<A0OB=ma-<MCB=mat, also AOB=mt. 
Für die Koordinate x von M ergibt sich 
z=ÖG=0E+-FMN = (a -- ma) cos mt + ma sin X FCM; 
es ist aber < FOM = x BOM — xOCE und X00E = = — mt, also 


<ıFCM=(1 +m)t-— und sin FCM = —cos(l + m\t. 
Somit ist schließlich 
x = al(l + m) cosmi + mcos (1 + m)E]. 
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In ähnlicher Weise folgt 
y= all + m) sin mt — msin (L + m)1]. 


Diese Gleichungen liefern die Parameterdarstellung der Epizykloide. j 
Wenn der rollende Kreis den ruhenden Kreis wieder in demselben Punkt wie zu Anfang der 
Bewegung berührt (d.h. für t = 2x), so hat M einen Kurvenzweig durchlaufen. Bei dem wei- 
teren Abrollen beschreibt er den nächsten Zweig, der dem ersten ähnlich ist, usw. Die Ableitun- 
gen 
4 = —m(m + 1) alsin mt — sin (1 -+ m) ti], 


Y = m(m + 1) a[lcos mt — cos (1 -+ m) t] 


verschwinden gleichzeitig für £ = 2kr (k= 0, +1, +2, ....), d.h. jedesmal, wenn der betrach- 
tete Punkt des rollenden Kreises Berührungspunkt ist. Die entsprechenden Punkte der Kurve 
sind singulär (Rückkehrpunkte). 

Im Fall der Hypozykloide erhält man in ähnlicher Weise die Parametergleichungen 


y= al(l — m) cos mt + m cos (1 — m)i], 
y= al—-(1 — m) sin mt + m sin (1 — m) t]. 


Auch hier bezeichnet m das Verhältnis des Radius des rollenden zu dem des ruhenden Kreises. 
Man bemerkt übrigens leicht, daß man diese Gleichungen aus denen der Epizykloide erhält, 
wenn man m durch — m ersetzt. 


Epizykloiden 


NG \ fe 


Hypozykloiden 


Kardioide . 


Abb. 120 


i 1 1 
Abb. 120 zeigt Epizykloiden für m = 1,2, z, und Hypozykloiden für m = = und ze In 
der letzten erkennt man die Astroide.!) 3 


8. Die Kreisevolvente. Wir stellen uns vor, um einen Kreis vom Radius a um den Mittelpunkt 
O sei im Uhrzeigersinn ein Faden gewickelt; sein freies Ende befindet sich im Punkt A. Nun 


1 
1) Setzt man in den Gleichungen der Hypozykloide m = 7 und ersetzt t durch —4t, so erhält 


man genau die in Beispiel 4 angegebenen Gleichungen. 
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werde der Faden (entgegen dem Uhrzeigersinn) abgewickelt, und zwar so, daß er immer ge- 
spannt bleibt. Die dabei von dem Fadenende beschriebene Kurve heißt Kreisevolvente (vgl. 


Nr. 254 und 156). 


Abb. 121 


Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in den Punkt O (Abb. 121) und die x-Achse 
durch A. Ist der Teil AB des Fadens abgewickelt, so hat er die Lage BM, die zum Kreis tangen- 
tial ist, und A ist in den Punkt M übergegangen. Somit ist AB = BM. Als Parameter nehmen 


wirt= & AOB zwischen den Radien OA und OB. Die Koordinaten x und y von M ergeben sich 
folgendermaßen: 


x = DO — DO = BF — DO = BM sin x BMC — OB cos x DOB; 
nun ist aber BM = AB = at und x BMC= x DOB=r-—t, also 
z=.atsin (nr —t) —acos(r —i) = altsint + cost). 
Ferner ist 
y—-—CM=CF-+-FM=DB-+FM= OBsin x DOB-+ BM cos & BMC 
= a(sint — cost). 
Somit erhält man folgende Parametergleichungen: 
x = altsint -- cost), y=al(sint —tcost). 
Der einzige singuläre Punkt entspricht dem Wert t = 0, für den die beiden Ableitungen 
% = alcost, Yy, = atsint 


verschwinden. 

Wir empfehlen dem Leser, sich davon zu überzeugen, daß man dieselbe Kurve erhält, wenn 
man eine Gerade ohne Schlupf auf einem Kreis abrollt und die Bahn eines Punktes der Geraden 
verfolgt. 


226. Kurven in der Ebene (in Polarkoordinaten). Beispiele. In vielen Fällen erweist es 
sich als einfacher, Kurven durch eine Gleichung in Polarkoordinaten darzustellen, 
nachdem man die gegenseitige Abhängigkeit der laufenden Polarkoordinaten r, 0 
eines Punktes der Kurve ermittelt hat. Den Polarwinkel 6 rechnen wir von der Polar- 
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achse an, und zwar positiv in der dem Uhrzeigersinn entgegengesetzten Drehrichtung. 
Den Radiusvektor r rechnen wir positiv bzw. negativ, je nachdem, ob er in der durch 
0 bestimmten bzw. in der entgegengesetzten Richtung gemessen wird. 

Wie bei rechtwinkligen Koordinaten kann auch hier die funktionale Abhängigkeit 
zwischen r und 6 explizit, implizit oder in Parameterform ausgedrückt werden. Wir 
beschränken uns in der Hauptsache auf den einfachsten Fall, daß die Kurve durch 
eine explizite Gleichung der Form r = f(#) gegeben ist. 

Geht man zu rechtwinkligen Koordinaten über und nimmt wie üblich den Pol als 
Ursprung, die Polarachse als x-Achse, so liefern die Gleichungen 


x=rcosd=f(6) cos6, y=rsin® = f($) sin 9 


eine Parameterdarstellung der Kurve mit dem Polarwinkel 6 als Parameter. Die sich 
hierbei ergebenden Funktionen von 9 sind mit f stetig und besitzen stetige Ableitun- 
gen. 

Die Formeln 


x%=1r90080 -rsin®, %=1r9,sind + rcosd 


zeigen, daß ein singulärer Punkt (im Sinne von Nr. 223) nur fürr =r;= 0 auf- 
treten kann. 


Beispiele. 


1. Die Archimedische Spirale r = ad, a > 0 (Abb. 122). Die Kurve kann man als Bahn eines 
Punktes deuten, der sich mit konstanter Geschwindigkeit auf einem Strahl vom Pol aus bewegt, 
während sich dieser Strahl mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um den Pol dreht. 


Abb. 122 


Zur Konstruktion einer Reihe von Punkten A, B, C, D,... der Kurve tragen wir auf der 
Vertikalen die Strecke OA = a = ab, dann nehmen wir OB = 204, 00 = 304, OD = 404 


usw.; denn ihnen entsprechen die Winkel 2 - nz 3» > 4- = usw. Ändert sich der Winkel 0 


von 0 bis 00, so erhalten wir unendlich viele Windungen der Kurve OABCD, DEFGH, ...; der 
Abstand benachbarter Windungen, auf dem Strahl gerechnet, ist gleich 2ra. 

Man kann dem Winkel 0 auch negative Werte von 0 bis —oo erteilen. Dann erhält man den 
anderen Kurvenzweig OAB’CD’ ...., der gestrichelt gezeichnet ist. Er ist zum ersten symme- 
trisch. 
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Übrigens beschreibt die Gleichung r = a® + b ebenfalls eine Archimedische Spirale. Dreht 


man die Polarachse um den Winkel x = — —, so geht diese Gleichung wieder in r = aß über. 
a 


2. Die hyperbolische Spirale r = rn (Abb. 123). Wächst der Winkel 6 gegen oo, so strebt der 


Radiusvektor gegen 0. Der Kurvenpunkt bewegt sich auf den Pol zu, ohne jedoch mit ihm zu- 
sammenzufallen. Hier ist der Pol ein sogenannter asymptotischer Punkt der Kurve. Die Kurve 
windet sich unendlich oft um den Pol. 


Abb. 123 

© 
Zieht man für 9 = r die entsprechende Gerade, trägt man darauf die Strecke OA = = 
| TE 


ab und setzt dann OB = — 04, öC= — OB, OD = — 07, ..., so liegen die Punkte 4; 


B,C, D, ... offenbar auf der Kurve. 

Auch hier kann man Ö negative Werte erteilen. Variiert O0 von 0 bis — oo, so ergibt sich wie bei 
der Archimedischen Spirale der (auch hier getrichelt gezeichnete) zum ersten symmetrische 
Kurvenzweig A’BU’D’... 

Um einen Überblick über den Kurvenverlauf im Unendlichen zu erhalten, betrachten wir 
den vertikalen Abstand eines Kurvenpunktes von der Polarachse: y=rsin$ =a —. Für 


r > 00 oder, was dasselbe ist, für 0 — +0 gilt lim y = a. Somit ist die Parallele zur Polar- 
achse im Abstand a Asymptote der Kurve. 


3. Die logarıthmische Spirale r = ae"® (Abb. 124). Wächst (bzw. fällt) 0 in arithmetischer 
Progression, so wächst (bzw. fällt) r in geometrischer Progression. Trägt man auf der Polar- 


Abb. 124 
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achse die Strecke OA = a ab und auf der dazu senkrechten Geraden die Strecke OB — aemal 2, 
so liegen A und B auf der Kurve; konstruiert man jetzt den Streckenzug ABCDE ... so er- 


gibt sich aus der Ähnlichkeit der Dreiecke, daß die Strecken 04, OB, 00, OD, OE,.... eine 


geometrische Folge mit dem Quotienten ex/2 bilden. Da die entsprechenden Winkel 0, = , 
Ir 36 


Ze usw. sind, liegen offenbar alle Punkte C, D, E,... ebenfalls auf der Spirale. 


Wächst 0 von 0 bis 00, so beschreibt der Punkt unendlich viele Windungen um den Pol, wo- 
bei er sich schnell ins Unendliche entfernt. Die Abstände zwischen den Windungen sind nicht 
mehr gleich groß. Der Winkel 0 kann auch negativ werden. Strebt 0 gegen — 00, so strebt r gegen 
0. Die Kurve windet sich unendlich oft um den Pol, nähert sich ihm unbegrenzt, ohne ihn zu 
erreichen (vgl. den Teil AB’C’D’E’ ... auf der Kurve; Abb. 124). Der Pol ist ein asymptotischer 
Punkt. 

Durch Drehungen der Polarachse um den Pol kann man den Faktor a gleich 1 machen und 
die Kurvengleichung in ihrer einfachsten Gestalt r = e”® erhalten. 


4. Schnecken: r=ac0os0 +b (Abb.125). Man kann sich die Erzeugung dieser Kurven 
folgendermaßen vorstellen. Ein Kreis vom Durchmesser a sei gegeben. Wählt man den Pol O 
auf dem Kreis und zieht die Polarachse durch den Mittelpunkt C, so ist für jeden Punkt M des 
Kreises offenbar r = a cos 0. Das ist gerade die Polargleichung des Kreises. Ändert sich hier 0 
von 0 bis 2r, so beschreibt der veränderliche Punkt den Kreis zweimal (entgegen dem Uhr- 
zeigersinn). 

Verlängert man jetzt alle Radiusvektoren OM’ des Kreises um die konstante Strecke M MM 
— b(b > 0), so entsteht aus den so konstruierten Punkten M eine neue Kurve, die man all- 


r=a cos HD 


b) MM=b<a 


Abb. 125 
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gemein Schnecke nennt. Ihre Gleichung in Polarkoordinaten lautet offenbar 
r=4qac0os0-+b. 


Am einfachsten ist der Fall b > a; denn dann ist der Radiusvektor immer positiv, und die 
Kurve umkreist den Pol vollständig (Abb. 125a). Für b < a geht die Kurve durch den Pol, 
überschneidet sich und bildet eine innere Schleife, wie in Abb. 125b. Um die Winkel 6 zu be- 
stimmen, für die der veränderliche Punkt den Pol erreicht, setzen wir in die Kurvengleichung 


r = 0; esfolgt cosd = — La Diese Gleichung ist wegen b < a lösbar. 
a 


Besonders interessant ist der dazwischenliegende Kurventyp, der dem Fallb = a entspricht. 
Hier liegt der Pol auf der Kurve (9 = r), aber es gibt keine Schleife; Abb. 125c zeigt die Kurve. 
Die Identität dieser Kurve mit der oben betrachteten Kardioide, einem Spezialfall einer Epi- 
zykloide (Abb. 120), ist offenbar. Wir überlassen es dem Leser, sich davon zu überzeugen. 


Abb. 126 


5. Die Bernoullische Lemniskate: r? = 2a? cos 20 (Abb. 126). Diese Kurve kann man als geo- 
metrischen Ort der Punkte M definieren, für die das Produkt ihrer Abstände o = FM und 


0’ = F’M von zwei gegebenen Punkten 7 und F’, die voneinander die Entfernung 2a haben, 
den konstanten Wert a? hat.!) 


In den Bezeichnungen von Abb. 126 gilt für die Dreiecke OMF und OMF’ nach dem Kosi- 
nussatz 0° = r? + a? + 2ar cos, 0? = r? + a? — 2ar cos d, also nach Definition 


00°? = (r? + a?)? — 4a?r? cos?0 = a}; 
hieraus ergibt sich nach elementaren Umformungen 
r? = 2a? cos 20. 


Das ist die Gleichung der Lemniskate in Polarkoordinaten. Da die linke (und damit die rechte) 
Seite dieser Gleichung keine negativen Werte annehmen kann, kann 9 nur in solchen Inter- 
vallen variieren, in denen cos 20 > 0 ist. Das sind die Intervalle 


0,1, ul Dr IE. rl. 
4 4 4 4 
Die ganze Kurve liegt in den Winkelräumen zwischen den Geraden 88’ und 7’, die mit der 


Polarachse die Winkel = bzw. = einschließen (vgl. Abb.126). Die Kurve überschneidet sich 


1) Bei der erwähnten Beziehung zwischen dem Abstand FF’ und dem konstanten Wert des 


Produktes 00° gehört offenbar der Mittelpunkt O der Strecke FF’ der Kurve an (op = 0’ = a). 
Anders ist es, wenn 00° = b? (b + a) ist; dann erhält man die sogenannten Cassinischen Ovale 
(JEAN DOMINIQTE Cassını, 1625— 1712, französischer Astronom). 
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: ng 5 7 
im Pol, dem die Winkel 9 = FR > F . ; En entsprechen. Geht man in der üblichen Weise 


zu rechtwinkligen Koordinaten über, so erhält man die (implizite) Gleichung der Lemniskare 
in der Gestalt 


(a? + 9)? = 2atar — y3). 


227. Flächen und Kurven im Raum. Wir wollen hier nicht im einzelnen auf die An- 
wendung der Differentialrechnung auf die Geometrie im Raum eingehen; das über- 
lassen wir der Differentialgeometrie. Daher beschränken wir uns auf solche räum- 
lichen Probleme, die für die weiteren Teile dieses Werkes notwendig sind. 

Wie bisher sollen alle betrachteten Funktionen nebst ihren Ableitungen stetig sein. 
Ferner sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem gegeben. 

Wir haben schon gelegentlich gesagt, daß eine Fläche im Raum durch eine Glei- 
chung zwischen den laufenden Koordinaten dargestellt werden kann: 


2 = f(w, y) (6) 


(vgl. beispielsweise Nr. 160). Eine solche Gleichung heißt ebenso wie die analogen 
Gleichungen x = g(y, 2), y = h(z, x) explizite Flächengleichung. 

Auf diesen einfachsten Fall lassen sich in gewissem Sinne die anderen Darstellungs- 
formen einer Fläche zurückführen. 

Oft ist eine Fläche durch eine Gleichung der Gestalt 


gegeben, die nach keiner der Variablen aufgelöst ist (also durch eine implizite Flächen- 
gleichung). Istin einem ihr genügenden Punkt (x,, %0, 20) wenigstens eine der partiellen 
Ableitungen F', F,, F, von 0 verschieden, so ist in einer Umgebung dieses Punktes 
die Fläche auch durch eine explizite Gleichung darstellbar. Ist etwa F',(x,, Yo» 20) # 0, 
so definiert die Gleichung nach Satz III aus Nr. 208 wenigstens in einer Umgebung 
des betrachteten Punktes die Veränderliche z als eindeutige Funktion von x und y, 
also z = f(x, y), die überdies nebst ihren Ableitungen in beiden Argumenten stetig ist. 

Eine Ausnahme kann also nur in einem singulären Punkt der Fläche auftreten, in 
dem zugleich die drei Beziehungen F', = 0, F, = 0, F, = 0 gelten. 

Die Gleichung 


Fix, Y) =(, (8) 


in der eine der Koordinaten überhaupt nicht vorkommt, kann ebenfalls als Gleichung 
einer Fläche gedeutet werden. In der x, y-Ebene beschreibt sie eine Kurve. Kon- 
struiert man über ihr als Leitkurve eine Zylinderfläche mit zur 2-Achse parallelen 
Erzeugenden, so genügen alle Punkte dieser Fläche und nur diese Punkte der be- 
trachteten Gleichung (da z darin nicht vorkommt und durch nichts eingeschränkt 
ist). 

Analog lassen sich die Gleichungen @(y, z) = 0 und H(z, x) = 0 deuten. 

Wir wenden uns jetzt Kurven im Raum zu. Die einfachste Art, eine Kurveim Raum 
vorzugeben, besteht darin, daß zwei laufende Koordinaten, etwa y und z, als Funk- 
tionen der dritten gegeben sind: 


y=fe), 2= gl). (9) 


Das ist das natürliche Analogon einer expliziten Vorgabe einer Kurve in der Ebene. 
Auch hier könnte man von expliziten Kurvengleichungen sprechen. 


476 VII. Anwendungen der Differentialrechnung in der Geometrie 


Ebenso wie im Fall der Ebene lassen sich auch die übrigen analytischen Darstel- 
lungen einer Raumkurve auf die explizite Form bringen. 

Jede der Gleichungen (9) kann gedeutet werden als Gleichung der Projektion un- 
serer Kurve auf eine Koordinatenebene (die x, y- bzw. die x, z-Ebene) oder als Glei- 
chung des projizierenden Zylinders [vgl. (8)] mit Erzeugenden, die der z-Achse bzw. 
der y-Achse parallel sind. 

Allgemeiner kann man eine Raumkurve als Schnitt zweier Flächen erklären. Wer- 
den diese Flächen durch die Gleichungen 


Fix,y,2)=0 bzw. @(z,y,2) = 0 (10) 


beschrieben, so liefern diese beiden Gleichungen zusammen die analytische Darstel- 
lung ihrer Schnittkurve. Die Gleichungen (10) werden implizite Kurvengleichungen 
genannt. 

Aus den partiellen Ableitungen von F und @ bilde man die Matrix 


Bi: 
B 11 
ae . 
Es sei eine ihrer Unterdeterminanten, etwa ze a ‚ in dem betrachteten Punkt 
y 2 


von 0 verschieden. Dann können auf Grund von Satz IV aus Nr. 208 in der Umgebung 
dieses Punktes die Gleichungen (10) durch Gleichungen der Form (9) ersetzt werden 
(die darin vorkommenden Funktionen sind nebst ihren Ableitungen stetig). 

Somit kann es nur in der Umgebung eines solchen Punktes der Kurve, in dem alle 
drei Unterdeterminanten der Matrix (11) verschwinden, vorkommen, daß sich die 
Kurvengleichungen nicht auf die einfachste Form bringen lassen. Wieder nennt man 
solche Punkte singulär. 


@ 
228. Parameterdarstellung. Wir kommen nun zum Schluß zur Parameterdarstellung 
von Kurven und Flächen im Raum, wobei wir diesmal mit den Kurven beginnen. 
Ebenso wie im Fall einer ebenen Kurve denken wir uns die Koordinaten des ver- 
änderlichen Punktes einer Raumkurve als Funktion einer Hilfsveränderlichen (eines 
Parameters) t, 


z=ol), yapyl), 2=xl), (12) 


so daß bei sich änderndem ? der Punkt, dessen Koordinaten durch diese Gleichungen 
gegeben sind, die betrachtete Kurve durchläuft [im Fall der Gleichungen (9) spielte x 
die Rolle dieses Parameters]. 

Ist für einen Punkt der Kurve wenigstens eine der Ableitungen z;,, y,, 2; von 0 ver- 
schieden, so kann man wie im ‚Fall einer ebenen Kurve in der Umgebung dieses 
Punktes leicht von der Parameterdarstellung zu einer expliziten Darstellung über- 
gehen. Nur in der Umgebung eines singulären Punktes, in dem alle diese Ableitungen 
verschwinden, kann es vorkommen, daß dieser Übergang nicht möglich ist. 

Ebenso wie im Fall ebener Kurven müssen die sogenannten Mehrfachpunkte, d.h. 
die Punkte, die zwei oder mehr Parameterwerten entsprechen, zu den singulären 
Punkten gerechnet werden, Auch hier gilt das in der Fußnote auf S. 464 Gesagte. 

Bei der Parameterdarstellung einer Fläche braucht man zur Bestimmung der Lage 
eines Punktes auf der Fläche offenbar zwei Parameter [in der expliziten Darstellung 
(6) sind das x und %y]. Es seien die Gleichungen 


z=olu,v), y=yl(uv), 2=xlu,v) (13) 
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gegeben, wobei (u, v) in einem abgeschlossenen Bereich 4 einer u, v-Ebene variiere. 
Wir bilden die Matrix 


(7 Yu ” 

Pr Pr % (14) 
und nehmen an, für u = %,v = vy sei wenigstens eine ihrer Unterdeterminanten von 
0 verschieden, also etwa 


Pu Yu 
Pr Y% 
Schreiben wir die ersten beiden Gleichungen (13) in der Gestalt 


0 


ou,v) —-=(, vu,v) —y=0, 


so können wir auf Grund des SatzesIV aus Nr. 208 behaupten, daß durch dieses 
System zweier Gleichungen mit den vier Veränderlichen u, v, x, y (wenigstens in der 
Umgebung der uns interessierenden Werte) die Veränderlichen u,v als eindeutige 
Funktionen von x, y definiert sind: 


u=g(2,y), v=hla,y); 


diese Funktionen sind überdies nebst ihren Ableitungen stetig. Setzen wir diese u, v 
in die dritte Gleichung (13) ein, so gelangen wir zu der üblichen Darstellung der Fläche 
durch die expliziten Gleichungen 


z = xlo(&, y), ha, y)) = Hy); 


die Funktion / ist nebst ihren Ableitungen stetig. 

Nur wenn alle drei Unterdeterminanten der Matrix (14) gleichzeitig verschwinden 
(ein entsprechender Punkt heißt singulär), kann es vorkommen, daß diese Dar- 
stellung nicht möglich ist. 

Offenbar kann im Zusammenhang mit der Parameterdarstellung einer Fläche 
ebenfalls der Begriff des einfachen bzw. mehrfachen Flächenpunktes eingeführt wer- 
den: Einen einfachen Punkt erhält man nur für ein einziges Wertesystem (u, v), einen 
mehrfachen für mindestens zwei Wertesysteme.!) 

Wir erhalten nun in der Parameterdarstellung (13) einen der Parameter fest, setzen 
also etwa u = u,. Dann erhalten wir offenbar die Gleichungen einer Kurve 


= plu,2), y=ylu,v), 2= Xu), N 


deren Punkte sämtlich auf der Fläche liegen. Durch Variation von w, erhalten wir 
eine ganze Schar solcher (u)-Kurven. Setzen wir v9 = v,, so erhalten wir auf der Fläche 
die Kurve 


= o(u,0%), = y(u, %), 2=xW dv); 
die (v)-Kurven bilden ebenfalls eine solche Kurvenschar. 
Da man u und » als Koordinaten der Punkte der Fläche ansehen kann, nennt man 


diese Kurven Koordinatenlinien der Fläche. Durch einen einfachen Punkt der Fläche 
geht offenbar je eine Koordinatenlinie jeder Schar. 


1) Bei einer geschlossenen Fläche (d. h. einer Fläche ohne Rand, etwa einer Kugel) können ihre 
Punkte den Punkten eines Bereichs A der u, v-Ebene nicht eineindeutig zugeordnet werden. 
In diesem Fall sind bei jeder Parameterdarstellung Mehrfachpunkte unvermeidlich. 
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Vergleicht man die verschiedenen Arten der analytischen Vorgabe von Flächen 
[vgl. (6), (7) und (13)] und von Raumkurven [(9), (10) und (12)], so läßt sich das am 
Schluß von Nr. 223 Gesagte wiederholen. In der Umgebung eines nichtsingulären 
(einfachen) Punktes läßt sich alles auf den anschaulichen Fall der expliziten Dar- 
stellung zurückführen. 


229. Beispiele. 


1. Die Vivianische Kurvel). So nennt man die Schnittkurve einer Kugelfläche und eines 
geraden Kreiszylinders über dem Kugelradius als Durchmesser (Abb. 127). Der Kugelradius 
sei R; liegen die Achsen wie in Abb. 127, so lauten die Gleichungen der beiden Flächen offenbar 


+ +2=R, a+y?=BRe. 


Beide zusammen liefern die Gleichung unserer Kurve. 


Abb. 127 


Die Kurve hat die Gestalt einer gebogenen Acht; sie überschneidet sich im Punkt (R, 0, 0). 
Dieser Punkt ist also sicher singulär. Tatsächlich hat die Matrix 


| 2X 2y rd 

22: — RR 2y 0 

die Unterdeterminanten 

2y 22 22 2% 
2y 0 0 22 —R 


die in diesem Punkt offenbar sämtlich verschwinden. 
Die Parameterdarstellung der Vivianischen Kurve lautet etwa 


2x7 2y 


— 4x2 — 2Rz, 
= z 22 — R 2y 


= —4yz, 


| — 2hy, 


x=Rsin?t, y=Rsintcosti, z= Rcost. 


Das läßt sich leicht verifizieren: Diese Ausdrücke genügen den impliziten Kurvengleichungen 
für alle t; variiert 2 von O bis 2, so erhält man die ganze Kurve. Der Punkt (R, 0, 0) ergibt sich 


für i= = und für i= =. Wie zu erwarten war, ist es ein Doppelpunkt. 


2. Es gibt Fälle, in denen die Parameterdarstellung ganz zwangsläufig aus der Erzeugungs- 
weise der Kurve folgt. Als Beispiel betrachten wir die Schraubenlinie. Ihre Entstehung kann 
man sich folgendermaßen vorstellen. Ein ursprünglich in A befindlicher Punkt M (Abb. 128) 
drehe sich mit gleichbleibender Geschwindigkeit um die z-Achse (etwa im Uhrzeigersinn) und 
bewege sich gleichzeitig ebenfalls mit gleichförmiger Geschwindigkeit parallel zu dieser (in po- 
sitiver Richtung). Die Bahn von M heißt Schraubenlinie. Als Parameter, der die Lage von M 


1) VINCENZO VIVIANI, 1622— 1703, italienischer Mathematiker. 
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bestimmt, kann man den Winkel £ nehmen, den die Projektion OP der Strecke ÖOM mit der 
x-Achse bildet. Die Koordinaten x und y von M sind dieselben wie von P,alox=acost,y=a 
x sin it, wobei a der Radius des von P beschriebenen Kreises ist. Die vertikale Veränderliche z 
wächst proportional mit t (da sowohl die Translation als auch die Drehung gleichförmig er- 
folgen), also 2 =: ct. Somit lautet die Parameterdarstellung der Schraubenlinie 


x=acost, y=asint, 2 =c. (15) 


Hier haben wir eine Linksschraube erhalten. Bei einem Rechtssystem wäre dieselbe Kurve 
als Rechtsschraube zu bezeichnen. 


Aus (15) kann man t leicht eliminieren und eine explizite Kurvengleichung erhalten: 


4 2 
C C 


Abb. 128 Abb. 129 


3. Wir betrachten die Kugelfläche vom Radius R um den Ursprung (Abb. 129); ihre implizite 
Gleichung lautet bekanntlich 


= + y” +22 R:. 

Um eine Parameterdarstellung zu erhalten, zeichnen wir die „‚Äquatorialebene“ AKA’ und 
durch die Pole P, P’ und den Punkt M den Meridian PMP’. Die Lage von M auf der Kugel 
wird bestimmt etwa durch die Winkel = & POM und d9= & AOK. Ferner ist z= NM 
= Rcosp; wegen ON = Rsin p ergeben sich für x und y (für M und N dieselben): x = ON 
x 6080, y= ON sin 0. Somit finden wir die Parameterdarstellung der Kugelfläche in der Gestalt 


x= Rsinopcosd, y=Rsingpsin®, z=KRcosp, 


wobei @ von O bis vr und 6 von 0 bis 2r variiert. 

Die Zuordnung zwischen den Punkten der Sphäre und denen des Rechtecks [0, x; 0, 2r] der 
9, 0-Ebene ist jedoch nicht eindeutig!) : Die Werte 0 = 0 und 9 = 2x führen zu demselben Punkt 
der Fläche, und außerdem erhält man für @ = 0 (bzw. = r) bei jedem Wert von 6 immer nur 
einen einzigen Punkt, den Pol. ? (bzw. P’). 


!) Vgl. die Fußnote auf S. 477. 
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Ersetzt mangpdurch/ = nr — po und läßt}von — = bis r variieren und 6 zwischen —r 
und r, so erhält man die geographischen Koordinaten (Breite und Länge). 
Die Unterdeterminanten R? sin? o cos ®, R?sin®osin 6, R?sing cos der Matrix 
Rcospcos0 Rcospysin®G —Rsinp 
—Rsinysind Rsinpcosd 0 


verschwinden sämtlich für = 0 undo = r. Offenbar sind jedoch die beiden Pole nur singu- 
lär in bezug auf diese spezielle analytische Darstellung der Sphäre. 

Man sieht leicht, daß die Meridiane (0 = const) und die Parallelkreise (9 = const) je eine 
Schar von Koordinatenlinien auf der Kugel bilden. 


Abb. 130 


4. Das vorstehende Beispiel läßt sich folgendermaßen verallgemeinern. In der x, z-Ebene sei 
eine Erzeugende durch die Parametergleichungen 


= ol, 2z=ylu) (16) 


gegeben; es seip(w) = 0. Wir wollen sie wie einen starren Körper um die z-Achse rotieren lassen 
(Abb. 130). Bezeichnet v den Drehwinkel, so kann man die Gleichungen der so entstehenden 
Rotationsfläche in der Gestalt 


x = o(u) cosv, y= ol(u) sinn, 2 = v(u) 0 SsvsS2r) 


schreiben. Nimmt man in der x, z-Ebene den Halbkreis x = Rsin v, z = R cos vu und dreht ihn 
um die 2-Achse, so erhält man gerade die Parameterdarstellung der so entstehenden Kugel- 
fläche in der obigen Form (in etwas anderen Bezeichnungen). 

Der Leser möge sich vergewissern, daß als singuläre Punkte der Rotationsflächen nur Punkte 
der Drehachse in Frage kommen oder aber solche Punkte, die bei der Drehung aus singulären 
Punkten der Erzeugenden entstehen. 

Als Koordinatenlinien können auch hier die verschiedenen Lagen der Erzeugenden (Meridia- 
ne) und die Parallelkreise dienen. 


5. Fügt man zu der Drehbewegung der Kurve (16) noch eine zur Drehachse parallele Trans- 
lation hinzu, so erhält man (unter der Annahme, daß beide Bewegungen gleichförmig verlaufen) 
die allgemeine Schraubenfläche 


x = o(u) cosv, y = o(u) sinv, z=vyf(u) + cv. 


Nimmt man insbesondere als Erzeugende die positive z-Achse, = uw, z2=0 (v>0), und 
führt eine Schraubung aus, so erhält man die gewöhnliche Schraubenfläche 


= UC0sV, y=usinv, z=.. 
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Bei der allgemeinen Schraubenfläche besteht die eine Schar der Koordinatenlinien aus den 


re Lagen der Erzeugenden (v = const) und die andere aus den Schraubenlinien 
u == const). 


52. Tangente und Tangentialebene 


230. Die Tangente an eine ebene Kurve in rechtwinkligen Koordinaten. Der Begriff 
der Tangente ist uns schon einige Male begegnet (vgl. etwa Nr. 91). Eine durch eine 
explizite Gleichung 


y= f(x) 


gegebene Kurve, wobei f eine nebst ihrer Ableitung stetige Funktion ist, hat in jedem 
Punkt (%, y) eine Tangente, für deren Richtungskoeffizienten die Beziehung tan « 
= Y, = f(«) gilt. Die Gleichung der Tangente lautet also 


Y—-y=yX—3). (1) 
Hier (wie auch im folgenden) bedeuten X, Y die laufenden Koordinaten und x, y die 
Koordinaten des Berührungspunktes, 


Auch die Gleichung der Normalen, d. h. der durch den Berührungspunkt gehenden 
Senkrechten zur Tangente, ergibt sich leicht: 


1 
u Al Sn oder X —- 2 +y,.Y—yYy)=0. (2) 


L 
Im Zusammenhang mit Tangente und Normale betrachtet man auch einige Strek- 
ken, nämlich 7’M und MN und ihre Projektionen TP bzw. PN auf die x-Achse 


s . Abb. 131 
OT P N x 


(Abb. 131). Letztere werden Sublangenie bzw. Subnormale genannt und mit sbt bzw. 
sbn bezeichnet. Setzt man in (1) und (2) Y = 0, so ergibt sich leicht 


I 


st=TP = ‚ sn=PN = |yy,. (3) 


T 


Dann kann man aus den Dreiecken MPT und MPN auch die Längen des Tangenten- 
und des Normalenabschnitts bestimmen: 


Nr, n= MN =|yYı+ 22. (4) 


Yx 


t- TM — 
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Ist die Kurve implizit gegeben, 
F(x,y) =, 


so kann man sie sich in der Umgebung eines nichtsingulären Punktes M(x, y) durch 
eine explizite Gleichung beschrieben vorstellen. Ist in M etwa F,(x,y) # 0, so kann 
man die Kurve in der Form y = f(x) darstellen, wobei f nebst seiner Ableitung stetig 
ist. Hieraus folgt, daß die Kurve in M eine Tangente hat, deren Gleichung in der 
Gestalt (1) geschrieben werden kann. Nun wissen wir aber, daß [vgl. Nr. 209, For- 
mel (15)] dann 


2} 

"Fa y) 
ist. Setzt man ein, so folgt nach einfachen Umformungen die in x und y symmetrische 
Tangentengleichung 


F&y)A-)+F,ey)Y—y)=0. (5) 


Zu demselben Resultat gelangt man, wenn zwar im Punkt M die Ableitung F, 
verschwindet, aber F, =# 0 ist. Nur in einem singulären Punkt wird diese Gleichung 
bedeutungslos, und ohne zusätzliche Untersuchungen (vgl. Nr. 236) kann man dann 
über die Tangente nichts aussagen. 

Für die Gleichung der Normalen ergibt sich in unserem Fall offenbar 


F,(&, y) X—2)—- F,&y)(Y7 —Y) =. 


Ist schließlich die Kurve in der Parameterdarstellung 


z=oll), y= yfi) 


gegeben, so existiert bekanntlich im Fall o’(t) = 0 die Tangente an die Kurve, und 
für den Richtungskoeffizienten gilt 


tana = (6) 


[vgl. Nr. 106, Formel (11)]. Dann erhält man die Tangentengleichung in der Gestalt 
Y-y=-2(xX-2) oder u es A 
X % Yı 

In dieser Form gilt die Gleichung auch dann, wenn zwar x, = 0, aber y, =# 0 ist.!} 
Nur in einem singulären Punkt, wo x, = 0 und y; = 0 ist, wird die Gleichung bedeu-- 
tungslos, und das Problem, ob eine Tangente existiert, bleibt offen (vgl. Nr. 237). 

Manchmal multipliziert man zweckmäßigerweise beide Nenner mit di und schreibt 
die Tangentengleichung in der Gestalt: 


X-ı Y-y 
Zr Pulsar rag (7) 
dx dy 
!) Wie man in der analytischen Geometrie oft vereinbart, bedeutet das folgendes: Ist in der 
Proportion 
x2-ı Y-—y 
ab 
eines der Hinterglieder 0, so soll auch einfach das entsprechende Vorderglied gleich 0 sein. 


231. Beispiele. 


1. Die Parabel y? = 2px. Sieht man y als Funktion von x an, so ergibt sich durch Differen- 
tiation YYy.; = p. Somit [vgl. (3)] ist die Subnormale der Parabel eine Konstante. Hieraus folgt 
eine einfache Konstruktion für die Normale (und damit für die Tangente) an die Parabel. 

Nach (4) gilt für den Normalenabschnitt 


n=Yy4p. 


Abb. 132 


2 2 
2. Die Ellipse =: + = = 1 (Abb. 132). Nach (5) lautet die Tangentengleichung 


GA-+ZrN=0. 


a? 


Man kann sie in der einfacheren Gestalt 


a2 
schreiben, wenn man die Ellipsengleichung heranzieht. Für Y = 0 folgt X = -_, Somit hängt 
x 


der Schnittpunkt 7’ der Tangente mit der x-Achse weder von y noch von b ab. Daher gehen 
die Tangenten an die Ellipsen, welche verschiedenen Werten von b entsprechen, in Punkten mit 
der Abszisse x sämtlich durch ein und denselben Punkt T der x-Achse. Da sich fürb = a ein 
Kreis ergibt, an den man die Tangente leicht konstruieren kann, läßt sich 7 leicht bestimmen, 
und damit hat man das aus Abb. 132 ersichtliche einfache Konstruktionsverfahren für die 
Ellipsentangente.!) 

Die Länge des Normalenabschnittes ergibt sich zu 


Vb?x2 + aty? 


a? 


| 2 2 
Denselben Ausdruck erhält man auch im Fall der Hyperbel Tr —_ 7 — 4, 


1) Diese Eigenschaft der Ellipsentangente hängt damit zusammen, daß die Ellipse als orthogo- 
nale Projektion eines Kreises vom Radius a angesehen werden kann, der in einer zur Ellipsen- 
ebene geneigten Ebene liegt. 
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3. Die Astroide x2/? + y2l® = a2? (Abb. 116, S. 465). Die Tangentengleichung 
ax a) tyasY—yJ)=0 


kann mit Hilfe der Kurvengleichung auf die Gestalt 


X Y X 4 
au yıla a’! oder a2l3z1/3 r a2/3y1/3 


gebracht werden. Dies ist eine „„Achsenabschnittsgleichung‘‘. Daher schneidet die Tangente 
auf den Achsen die Abschnitte a2/?xU/3 und a?/3y!!® ab. Hieraus folgt eine interessante Eigen- 
schaft der Astroide. Bezeichnet man die Länge des Tangentenabschnittes zwischen den Achsen 
mit 7, so gilt 
T? = ail3r22l8 + aaldy28 = a, also T=a—= const. 
Somit schneiden die Symmetrieachsen der Asiroide auf allen Tangenten gleiche Stücke heraus. 
4. Die Zykloide x = alt — sint), y= a(l — cost) (Abb. 118, S.467). Wir hatten in Nr. 225, 


Beispiel 6, schon die Beziehung y, = cot u d.h. 


een RER 3 ; 
2 2 2 


gefunden und können & = = _ e nehmen. 


Wir erinnern uns (Abb. 118) der Beziehung © = X MDN, also X MEN = — Verlängert 


man EM bis zum Schnittpunkt 7 mit der x-Achse, so folgt X ETr = = _ . = &. Daher ist 


die Verbindungsgerade zwischen einem Zykloidenpunkt und dem höchsten Punkt des rollenden 


Kreises (in entsprechender Lage) gerade die Tangente. Also ist MN die Normale. 
Im folgenden wird uns ein Ausdruck für die Strecke n der Normalen von Nutzen sein, den 
man leicht aus dem rechtwinkligen Dreieck MEN erhält, nämlich 


n=MN = 2a sin —. 


5. Die Zpizykloide 
x = al(l + m) cosmt — m cos (1 + m)t], Y= al(i + m) sin mt — m sin (L-+ m) t] 
(Abb. 119, S. 468). Schreiben wir die Ableitungen in der Gestalt 


x% = 2am(l -- m) sin — cos (m 2. 77 t, Y = 2am(1 + m) sin — sin (m + 5) t, 


so gelangen wir zu 


tan & — # — tan (m +5)% also &=: (m +5) 
7, 2 2 
Verbindet man (Abb. 119) den Punkt D mit M, so bildet diese Gerade mit der x-Achse den 
Winkelx7D; für ihn gilt 


xsTD = x DOT + XODT = mt + —, 


Daher ist DT die Tangene in M und MB die Normale. 
6. Die Kreisevolvente x = altsint + cost), y = alsint — t cost) (Abb. 121, S.470). Hier ist 


Yı. 
2; 
Somit ist die Tangente MT’ dem Radius OB parallel, und BM ist die Normale der Kurve. 


tan = —tant, also a=it. 
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Bemerkung. Die Resultate der Beispiele 4 und 6 hätte man auch ohne weitere Her- 
leitungen, von kinematischen Erwägungen ausgehend, erhalten können. Beim Abrollen einer 
Kurve längs einer anderen ist der Berührungspunkt jeweils momentanes Drehzentrum für die 


sich bewegende Figur, so daß die Normale der Bahnkurve jedes ihrer Punkte durch diesen 
Berührungspunkt geht. 


232. Die Tangente in Polarkoordinaten. Ist eine Kurve durch eine Gleichung der 


Form r = f(0) gegeben, so erhält man durch den üblichen Übergang zu rechtwinkligen 
Koordinaten die Parameterdarstellung 


z=1rcosd=f(0)cos6, y=rsind = f(6) sin 6, 
wobei 6 der Parameter ist. Nach der allgemeinen Formel (6) ist dann 


Y _resind-+rcosd 


tana = —, 
%  79C0oS0 — rsin® 


Untersucht man eine Kurve in Polarkoordinaten, so bestimmt man jedoch die 
Lage der Tangente nicht durch den Winkel x mit der Polarachse, sondern mit Hilfe 
des Winkels w, den sie mit dem verlängerten Radiusvektor bildet (Abb. 114, 8. 447, 
und Abb. 133). Wir hatten schon die einfache Beziehung 


(8) 


Abb. 133 


Ebenso betrachtet man an Stelle der in Nr. 230 behandelten Strecken t, n, sbt, sbn 
hier andere. Wir ziehen durch den Pol O eine zum Radiusvektor senkrechte Gerade 
(die sich dreht, wenn der Punkt die Kurve durchläuft) und verlängern Tangente und 


Normale bis zu den Schnittpunkten T bzw. N mit ihr. Die Strecken TM bzw. MN 
heißen Polarabschnitte von Tangente bzw. Normale, ihre Projektionen TO bzw. ON 
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auf die Gerade polare Subtangente bzw. polare Subnormale. Wir notieren das durch den 
Index p. Aus (8) erhält man leicht 
2 


NE Y we 
sbl,— TO =rtanw = ——, son, =0N =rcotw=rg 
6 


und hieraus 


,=TM = AEX 
i 


: %»=MN =Yr-+r. 


233. Beispiele. 
1. Die Archimedische Spirale r = a8 (Abb. 122, 8.471). Hier ist rg = a, also son, =q4= const. 


Dadurch erhält man leicht die Lage des Punktes N und damit Normale und Tangente. 
Wegen tan = 9 gilt tan w — © für d — 00; somit strebt w gegen einen rechten Winkel. 


2. Die hyperbolische Spirale r = Fr (Abb. 123, 8.472). Diesmal ist rg = 2 sbt, = |—a| 
== const, so daß sich die Tangente ebenfalls leicht konstruieren läßt. 


1 
3. Die logarithmische Spirale r = ae”® (Abb. 134). Es ist 79 = ma e"9, also tanw = Fr 


— const, somit & = const. Demnach hat die logarithmische Spirale die bemerkenswerte Eigen- 
schaft, daß der Winkel zwischen Radiusvektor und Tangente konstant bleibt. Anders aus- 
gedrückt: Die logarithmische Spirale schneidet alle ihre Radiusvektoren unter demselben Winkel. 
Durch diese Eigenschaft erinnert sie an den Kreis, bei dem das ebenfalls der Fall ist. Dort ist 
dieser Winkel ein rechter. Übrigens ergibt sich der Kreis als Spezialfall der logarithmischen 
Spirale, nämlich für m = 0. 


Abb. 134 Abb. 135 


4. Die Schnecken r = a cos + b (Abb. 135). Hier hängt son, = |rg| = |—a sin | nicht von 
b ab. Somit ist für die auf einem Strahl liegenden Punkte verschiedener Schnecken (die ver- 
schiedenen Werten von 5b entsprechen) die polare Subnormale dieselbe, d.h. der Punkt N der- 
selbe. Für b = 0 ergibt sich der Kreis, bei dem die Konstruktion der Normalen trivial ist. Dann 
kann man aber auch für die übrigen Schnecken leicht die Normalen zeichnen. Aus A MON er- 
hält man für die polare Normale 


N, = Ya2 + 2ab cos0 +b2., 


234. Tangente. Tangentialebene 487 


Eine besonders einfache Gestalt hat diese Normale für die Kardioide (b= a) 


N, = 2a 


diesen Fall zeigt Abb. 135. 
5. Die Lemniskate r* = 2a? cos 26 (Abb. 126, 8.474). Durch Differentiation nach 9 ergibt sich 


rg = —2a?sın 20. 
Nach (8) folgt durch Division dieser Gleichungen 
tano = ARE —-c0t20, also =29-+ . 
U; 2 
Sind & und ß die Richtungswinkel von Tangente und Normale, so ergibt sich 


IE RSBEL = er Ri 
B=a 5 x=o-+69 wr 


also 8 = 30. Der Neigungswinkel der Normalen der Lemniskate ist gleich dem dreifachen Polar- 
winkel des Berührungspunktes. Das liefert ein einfaches Verfahren zur Normalenkonstruktion, 
also auch zur Tangentenkonstruktion. 


234. Die Tangente an eine Raumkurve. Die Tangentialebene an eine Fläche. 


1°. Bei einer Raumkurve bleibt die Tangentendefinition wörtlich dieselbe wie bei 
einer ebenen Kurve (vgl. Nr. 91). Wir beschränken uns auf den Fall, daß die Kurvein 
der Parameterdarstellung 


= ol), y=yl), 2= x) 
gegeben ist. 

Wir wählen einen bestimmten Wert von t und damit einen bestimmten Punkt M 
(x, y, 2) auf der Kurve; dieser Punkt sei nicht singulär und einfach (vgl. Nr. 223). Nun 
erteilen wir t den Zuwachs At; dem neuen Parameterwert # + At entspricht dann der 
Punkt M,(x + Az, y + Ay,z + Az). Die Gleichung der Sekante lautet 


X—-ı Y-y _Z-z 
Az AM 
wobei X, Y, Z die laufenden Koordinaten sind. Die geometrische Bedeutung dieser 
Gleichung ändert sich nicht, wenn wir alle Nenner durch At dividieren: 


X—-x Y-y _ Z-z 


Ax Ay 42 
At At At 


Wenn diese Gleichung beim Grenzübergang Jt > 0 sinnvoll bleibt, wird dadurch 
die Existenz der Grenzlage der Sekante, d. h. der Tangente, gesichert. In der Grenze 
erhalten wir 

ee FE Sr ER (9) 
7 Yı 22: 
das ist tatsächlich die Gleichung einer Geraden, da nicht alle Nenner verschwinden. 
Somit existiert in jedem nichtsingulären Punkt die Tangente und wird durch diese 
Gleichung beschrieben. Für einen singulären Punkt bleibt die Frage offen. 
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Bemerkung. Wir gingen in den Gleichungen zur Grenze für 4#—0 über; nun 


zeigen wir, daß dies der Annahme MM, — 0 gleichwertig ist. Da die Funktionen p, y, 
x stetig sind, folgt aus dt — 0 auch 


MM, = YAx&® + Ay? + 42 —0. 


Um auch das Umgekehrte zu beweisen, geben wir e> 0 vor. Da MM, eine stetige 
Funktion von At ist, hat für |At]| > e diese Funktion einen kleinsten Wert ö, der offen- 
bar positiv ist (da der betrachtete Punkt einfach sein sollte, d. h. sich für keinen von t 


verschiedenen Parameterwert MM, = 0 ergeben sollte). Dann ist aber 
für MM,)<oö notwendigerweise |Ail <e, 


womit alles bewiesen ist. 


Manchmal schreibt man (9) in der Gestalt 


zn i —— — Sees 


die sich aus (9) durch Multiplikation aller Nenner mit di ergibt. 
Sind &, ß, y die Winkel zwischen der Tangente und den Koordinatenachsen, so gilt 
für die Richtungskosinus 


Cosa = — ——— , cos te —, 
te ty + tt +yv+% 
coy = z 


+ FE + 


Die Wahl eines bestimmten Vorzeichens der Wurzel entspricht der Wahl einer be- 
stimmten Richtung der Tangente. 

Das Problem der Tangente an eine durch implizite Gleichungen F(x, y,2) = 0 und 
G(&, Yy, 2) = 0 gegebene Kurve untersuchen wir in 3°. 


2°, Es sei eine Fläche durch die explizite Gleichung 2 = f(x, y) gegeben. In Nr. 180 
haben wir den Begriff der Tangentialebene definiert und unter der Annahme, daß 
f(x, y) differenzierbar ist!), die Gleichung dieser Tangentialebene gefunden [vgl. Nr. 
180, Formel (6)]: 


Zeh) —Y. 
Gewöhnlich setzt man 
02 02 | 
ha y)=Pp; ET 
und schreibt die Gleichung der Tangentialebene in der Gestalt 
Z-2=-pX—-)+g47-y. (10) 


‘) Wir setzen hier Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen, also vollständige Diffe- 
renzierbarkeit, voraus (vgl. Nr. 179). 
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Sind cos A, COS u, cos» die Richtungskosinus der Flächennormalen (d.h. der im 
Berührungspunkt auf der Tangentialebene errichteten Senkrechten), so gilt 


en, COS u = m, 
+1 +P#+@ + + tg 
(11) 
1 L 
+1 -e+q@ 
die verschiedenen Vorzeichen der Wurzel entsprechen den beiden entgegengesetzten 
Normalenrichtungen. 


Wir legen nun auf der Fläche durch den betrachteten Punkt eine beliebige Kurve 
x = olt),y = vi), 2 = y(t), so daß identisch in t 


x) = Fe), YO) 
gilt. Durch Differenzieren nach t (vgl. Nr. 181) ergibt sich 


xt) = rp/(t) + qy'(i). (*) 


Wir betrachten die Tangente an die Kurve in einem nichtsingulären Punkt in der 
Gestalt (9). Ersetzen wir in (*) die Ableitungen 9’, y’, y’ durch die nach (9) dazu pro- 
portionalen Differenzen X — x, Y — y, Z — z, so gelangen wir zu (10). Somit liegt 
die Tangente (9) mit allen Punkten in der Tangentialebene (10). Wir können daher 
die Tangentialebene einer Fläche in einem ihrer Punkte als diejenige Ebene definieren, 
in der alle Tangenten an alle Kurven liegen, die auf der Fläche durch diesen Punkt 
gehen.t) 

Ist die Fläche implizit durch F(x, y,z) = 0 gegeben, so kann man unter der An- 
nahme, daß F', im betrachteten Punkt von 0 verschieden ist, in seiner Umgebung die 
Fläche explizit durch 2 = f(x, y) beschreiben, so daß die Existenz der Tangential- 
ebene gewährleistet ist. Da in diesem Fall 

02 F, 02 F 


Y 


Peg IHR 


cos/i= 


cosy = 


gilt, erhält man durch Einsetzen dieser Werte von p und g in (10) leicht 
Ft, Y; z) (X = x) + F,® Y 2) (7 Y) zu F®, Y; 2) (Z = 2) =. (12) 


Offenbar läßt sich die Tangentialebene auch dann durch diese Gleichung beschreiben, 
wenn zwar F, = 0), aber eine der beiden anderen Ableitungen F',, F', von 0 verschieden 
ist. Nur im Fall eines singulären Punktes ist die Gleichung bedeutungslos (und das 
Problem, ob eine Tangentialebene existiert, bleibt offen). | 


3°. Jetzt überlegt man sich leicht, wie man die Tangente an eine Kurve findet, die 
in der impliziten Form 


F(z2,y,2)=0, O&,y2)=V, 


d.h. als Schnitt zweier Flächen gegeben ist. 
Ist der betrachete Kurvenpunkt nicht singulär, so kann in seiner Umgebung die 
Kurve auch durch explizite Gleichungen beschrieben werden (vgl. Nr. 227), so dab 


1) Zum Teil haben wir das schon in Nr. 180 erwähnt. 
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die Existenz der Tangente gewährleistet ist. Diese Tangente bildet die Schnittgerade 
der Tangentialebenen an die beiden Flächen, ist also durch die Gleichungen 
FAX -2D)+F(P -Y)+Fi2-2)=0, | 
G,(X == x) Tr @G,(Y az; Y) + G,(Z 2 2) —= 0 
zu beschreiben. Da in einem nichtsingulären Punkt wenigstens eine der Unterdeter- 


minanten der Koeffizientenmatrix von 0 verschieden ist, wird durch diese Gleichun- 
gen tatsächlich eine Gerade bestimmt. 


(13) 


4°. Nun untersuchen wir den Fall, daß eine Fläche in der Parameterdarstellung 


= olu,v), y=ylu,v), z = y(u, v) 


gegeben ist. 

Wieder beschränken wir uns auf einen nichtsingulären einfachen Punkt. Da in 
seiner Umgebung nach Nr. 228 die Fläche auch durch eine explizite Gleichung be- 
schrieben werden kann, existiert die Tangentialebene sicher. Ihre Gleichung kann in 
der Gestalt 


AX—a)+ BI -y)+0Z-2)=0 (14) 


geschrieben werden, deren Koeffizienten A, B, Ü noch zu bestimmen sind. 

Setzt man in die Flächengleichungen für v den Wert ein, der einem bestimmten 
Punkt entspricht, so erhält man die Gleichungen der Koordinatenlinie [der (v)-Kurve], 
die durch diesen Punkt geht. Die Tangente an diese Kurve in diesem Punkt lautet 


[vgl. (9)] 
Er 


Analog erhält man für festes u die durch den gegebenen Punkt gehende Koordinaten- 
linie der anderen Schar [(w)-Kurve], deren Tangente die Gleichung 


rn EEE — en ” z 


T Yo 2y 
besitzt. 
Da diese beiden Tangenten in der Tangentialebene (14) liegen müssen, hat man die 
Bedingungen 


Az, + Byu+Cz=0, Az, + By, + 02, = 0 


zu erfüllen. Somit müssen die Koeffizienten A, B, C den Unterdeterminanten der 


Matrix 
" Yu =) 
Ly Y 2 v 


proportional sein. 
Gewöhnlich setzt man sie diesen Unterdeterminanten gleich: 


Yu Zu Lu Yı 
Y a I, %Y 


Am einfachsten läßt sich jetzt die Gleichung der Tangentialebene als Determinanten- 


zu Lu 
a > 


A= B= (15) 
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gleichung 
X-ı Y-y Z-z 
x Yı zu =( (16) 
Ip Yı 2y 
rer In einem nichtsingulären Punkt wird dadurch tatsächlich eine Ebene dar- 
gestellt. 


Für die Richtungskosinus der Normalen hat man 


A B 
cosA m m — , 0009 = ————  ——— , 
+Y4A? + B? + 02 +V4A® + B? + 0? 
e (17) 
cos? = 


+/2+B+0@ 
235. Beispiele. 


1. Wir betrachten die Schraubenlinie (Abb.128, 8.479) x = a cost, y= asint, 2 = ct. Hier 
ist 
= -asint, y=uacoatd, 2=6c, 
und die Tangentengleichung lautet 


X—ı Y-y _Z-z 


—asint a cost v 


Die Richtungskosinus der Tangente sind 


asint a cost C 
csa= -——————, cf = ————, (087)= 
Va? + 0 Va? + 2 Va? + c2 


Offenbar ist cosy = const, also y == const. Denkt man sich die Schraubenlinie auf einen ge- 
raden Kreiszylinder aufgewickelt, so kann man sagen, daß die Schraubenlinie alle Erzeugenden 
dieses Zylinders unter konstantem Winkel schneidet.!) 


2 2 3 
2. Das Ellipsoid — .n = + — =: 1. Die Gleichung der Tangentialebene ergibt sich aus 
a c 


(12) unter Berücksichtigung der Gleichung des Ellipsoids zu 


xX  yY zZ _ 

am 
Die Spitze (0, 0, 0) dieses Kegels ist ein singulärer Punkt; dort wird diese Gleichung bedeu- 
tungslos, und es gibt keine Tangentialebene in diesem Punkt. 


4. Die Vivianische Kurve (Abb. 127, S.478) &® + yE -H 2? = R2, 2?” + y® = Re. Wir erhalten 
für die Tangente die Gleichungen [vgl. [13)] 


X +yY -+zZ=R:, (22: — R)X +2yY = ke. 
Nur in dem singulären Punkt (R, 0, 0) liefern sie keine Gerade mehr. 
1) Schneidet man den Zylindermantel längs einer Erzeugenden auf und wickelt ihn ab, so geht 


die Schraubenlinie in eine Gerade über, die natürlich alle Vertikalen unter demselben Winkel 
schneidet. Diese Überlegung läßt das obige Resultat trivial erscheinen. 
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5. Die Schraubenfläche x = wcosv, y= sinv, 2= cv. Nach (16) lautet die Gleichung der 
Tangentialebene 


X—x Y-y Z-z 
cos v sin © 0 —=(. 
—UsSINV UCOSv C 


Unter Berücksichtigung der Flächengleichung kann man sie auf die Gestalt 


A (77 
siinv-X — cosv:-Y+ —: Z= w 
C 


bringen. 


236. Singuläre Punkte ebener Kurven. Wir gehen hier auf das Verhalten einer durch. 
die implizite Gleichung F(x, y) = 0 gegebenen Kurve in der Nähe eines singulären 
Punktes (x,, 4%) näher ein. Wir streben keine Vollständigkeit an, sondern wollen den 
Leser nur mit den hauptsächlichen Typen singulärer Punkte vertraut machen. Dabei 
setzen wir F als stetig und zweimal stetig differenzierbar voraus. Ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit sei x, = %, = 0. Sonst hätte man nur den Ursprung in den singu- 
lären Punkt zu verschieben. Es sei also 


F(,0)=0, F,(0,0)=0, F,(0,0)=0. 


Ferner setzen wir a1. = F',.(0, 0), aı2 = F,,(0, 0), @gg = Fy,(0, 0). Von den Zahlen 
Qy1, Ay, Ag, Sei mindestens eine von 0 verschieden. Wir klassifizieren die möglichen 
Fälle nach dem Vorzeichen von a,1@3 — a?,. Die folgenden Überlegungen hängen aufs 
engste mit denen aus Nr. 197 zusammen. 


1. Anl — a, >0. 

Dann hat bekanntlich F(x, y) in (0, 0) ein Extremum. In einer hinreichend kleinen 
(punktierten) Umgebung dieses Punktes ist also F >0 oder F<0. Mit anderen 
Worten: In dieser Umgebung gibt es außer dem Ursprung überhaupt keinen Punkt 
der Kurve; der Ursprung ist ein isolierter Punkt der Kurve. 


Beispiele. 2 + =0 bzw. (@-+y)(«e+y-—1)= 0. Der Ursprung gehört beiden 
Kurven an und ist für beide ein isolierter Punkt. Während aber die erste nur aus diesem ein- 
zigen Punkt besteht, umfaßt die zweite noch die Gerade x + y = 1, die nicht durch den Ur- 
sprung geht. 


2. Ayla — a <0. 
Wie in Nr. 197 kann man F(x, y) in der Umgebung des Ursprungs in der Gestalt 
1 
Fia,y) = cy {Qy1%® + 2012%Y + Q22y? + A112? + 2012CY + &22Y?} 


darstellen, wobei für 2 —0, y —0 alle & gegen 0 streben. In Polarkoordinaten o, 
gilt 


2 
F(x,y) = — (Q1ı 608? 9 + 2a, cospsinp + a, sin? 
+ 11 608?@ + 2815 cospsinp + a sin? g}. 


Setzen wir noch a3, + 0 voraus, so hat das Trinom a,ı + 2a1st + Qgsl? zwei ver- 
schiedene reelle Nullstellen i, und t, (es sei t, <t,) und läßt sich in der Gestalt 
Qg2(t — tı) (E— tz) darstellen. Wir setzen 9, = arctan t,, 9, = arctan t,, also t, = tan 9,, 
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in er = 9. Jetzt kann man das erste Trinom in der geschweiften Klammer auf die 
esta 


Q11 08° 9 + 2a, cos psinYp + a, sin? 

= 4, C08? p(tan 9 — tan g,) (tang — tan 95) (18) 
bringen. Hieraus ersieht man, daß die unter den Winkeln p, und 9, zur x-Achse durch 
den Ursprung gehenden Geraden [der Kürze halber nennen wir sie (9,) und (9,)] die 


Ebene in zwei Bereiche teilen, in deren einem das Trinom positiv. in deren anderem 
oo; s s es 
negativ ist (Abb. 136).1) ü 


Se) 
9 
(p,) = II 
2,3 
LER SS 
= RT 
Ar >, ZR De — 
EBD * 
FR >. : ee, 
= + 
I 
ISIIIt = 
I =... — Abb. 136 
S2 x 
Zz+ | + 
I 


Wir schließen jetzt die Geraden (p,) und (9,) in zwei beliebig schmale Winkel- 
bereiche ein, in zwei Paar Scheitelwinkel, die zwischen den Geraden (p, — e) und 
(9, + e) bzw. zwischen (9 — e) und (9, + e) enthalten sind (sie sind in Abb. 136 
schraffiert). Nimmt man einen Kreis von hinreichend kleinem Radius r, um den 
Ursprung, so kann man behaupten, daß er auf Grund der Wahl der Winkelbereiche 
in zwei Winkelbereiche zerfällt, von denen jeder so beschaffen ist, daß in ihm die 
Funktion F(x,y) ein bestimmtes Vorzeichen beibehält, in dem einen das positive, 
in dem anderen das negative (vgl. Abb. 136). Da nämlich bei einer Änderung des 
Winkels außerhalb der Intervalle (9, — &, 9, + e) und (9% — 8,99 + e) das Trinom 
(18) nicht verschwindet, bleibt sein absoluter Betrag größer als eine positive Zahl m.. 
Andererseits wird für hinreichend kleines o der absolute Betrag des Ausdrucks 


&ı COS? 9 + 2515 COSESINQ@ + Ay Sin? 


kleiner als m,. Hieraus folgt unsere Behauptung (vgl. die Überlegung in Nr. 197, 
Fall). 

Wir betrachten nun zwei schraffierte Scheitelsektoren des Kreises, beispielsweise 
die durch die Geraden (9, — e) und (p, + e) begrenzten. Da auf diesen Geraden die 
Funktion entgegengesetzte Vorzeichen hat, gibt es auf jeder Vertikalen, die diese 
Sektoren schneidet, einen Punkt, in dem F(x, y) verschwindet, d. h. einen Punkt un- 
serer Kurve. Das folgt aus der bekannten Eigenschaft stetiger Funktionen (Nr. 80), 
wenn man sie auf die bei festem x nur von y abhängende Funktion F(x,y) an- 
wendet.?) 


!) Hier vertiefen wir das in Nr. 197, Fall 2, Gesagte. Dort genügte es uns, die Existenz zweier 
Geraden zu beweisen, auf denen das Trinom verschiedenes Vorzeichen hat. 
2) Vgl. den Beweis von Satz I aus Nr. 206 über die Existenz einer impliziten Funktion. 
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Somit liegt innerhalb jedes Paares der schraffierten Sektoren ein Zweig der Kurve, 
der durch den Ursprung geht, während es innerhalb des Kreises außerhalb dieser 
Sektoren keine Kurvenpunkte gibt. Da e beliebig klein sein kann, ergibt sich hieraus 
und aus den Stetigkeitsvoraussetzungen, daß im Ursprung diese Zweige die Geraden 
(9,) bzw. (95) berühren. 

Zwar blieb noch die Frage offen, ob dieser Punkt der einzige auf dieser Vertikalen 
ist, indem F(x, y) = O ist. Gäbe es zwei, so würde nach dem Satz von RorLre (Nr. 111) 
zwischen ihnen auf dieser Vertikalen ein Punkt existieren, in dem F,(z,y) = 0 wäre. 
Somit ist die Einzigkeit bewiesen, wenn wir noch zeigen, daß dies wenigstens i in einer 
hinreichend kleinen Umgebung des Ursprungs nicht der Fall sein kann. 

Diesen Beweis führen wir indirekt. Es sei also F',(x,, %.) = 0 für eine Folge von 


Punkten (x,, y,), wobei x, — 0 und Fr —tangy, =, gilt. Auf F',(x,y) wenden wir 


n 
den Mittelwertsatz [Nr. 183, Formel (10)] an: 


0 = F,(&n Yn) — Fy(0, 9) 
= F (On; Ins 0,%n) nt FE u(On&n» 02Yn) Yn (0 < 0 < 1) 

oder 
Fzy(0nn» OnYn) + FaulOntn On) ZE = 


Gehen wir hier zur Grenze über, so erhalten wir a, + Qaslı = 0, also f, = —e, 

22 
was nicht der Fall ist: Ein solcher Wert von t, könnte nur dann existieren, wenn die 
Nullstellen des Trinoms a,, + 2aı1gt + Qasl? einander gleich wären. 

Hieraus folgt beiläufig, daß in einer hinreichend kleinen Umgebung des Ursprungs 
kein Punkt der beiden Zweige außer dem Ursprung selbst singulär ist. 

Analog läßt sich der Fallbehandeln, daß a,, = 0, aber a., = 0, oder a, = aa, = (0, 
aber a1, & 0 ist; im letzten Fall sind die Geraden (g,) und (@,) die Koordinaten- 
achsen. 

Unter der Voraussetzung Q,1Qg3 — Qi, < 0 ist also der Punkt (0,0) ein Doppel- 
punkt der Kurve: In ihm schneiden sich zwei Zweige der Kurve, von denen jeder in 
diesem Punkt eine Tangente hat. Die Richtungskoeffizienten dieser Tangenten er- 
hält man immer aus der Gleiehung Aıı + 2a + At? = 0. Nur muß man bei ag, = 0 
annehmen, daß sie neben einer endlichen Wurzel eine unendliche Wurzel hat. 


Als Beispiel mögen folgende uns schon bekannten Kurven dienen: 
(x? + y?)? + 2a?(y? — x) =0 (Lemniskate; Abb. 126, S. 474). 
x? + y? — 3axy = 0 (Cartesisches Blatt; Abb. 117, S. 466), 


für die der Ursprung ein Doppelpunkt ist. Im ersten Fall gilt a,, = —4a?, as = 0, Ay, = 4a}, 
=1,1,= —1,so daß die Winkelhalbierenden dort Tangenten sind. Im zweiten ist a,, = Q, 
=(0,4, >= —3a,t, = 0,1, = 00; die Koordinatenachsen sind Tangenten. 


Wir setzen auch hier a, =# 0 voraus. Das quadratische Trinom a;ı + 2Q;s6 + Qt? 


hat in diesem Fall die doppelte Nullstelle i, = wa Wir setzen wieder, wie oben, 


9, = arctan t, und ziehen durch den Ursprung eine Eineiäi unter dem Winkel o, zur 
x-Achse. Wir schließen sie in einen Winkelbereich zwischen den Geraden (o, — &) und 


236. Singuläre Punkte ebener Kurven 495 


(9, + &) ein (in Abb. 137 schraffiert). Mit Hilfe ähnlicher Überlegungen wie oben kann 
man zeigen, daß außerhalb des schraffierten Bereichs, in hinreichender Nähe des Ur- 
sprungs, die Funktion F(x, y) ein bestimmtes Vorzeichen beibehält, und zwar das- 
selbe auf beiden Seiten: das positive bzw. das negative, je nachdem, ob a, > 0 oder 
ge < 0 ist. Jetzt hat die Funktion auf den Geraden (p, + e) dasselbe Vorzeichen, 
und der Satz von CAUcHY ist nicht anwendbar. 


Er () NN 
/ + NK T m 
| 4 \ 
\ % 0 I X 
N / 
+ N N / 
\6 Be Abb. 137 


Wir wollen auf diesen Fall, der tiefergehende Überlegungen erfordert und bei dem 
höhere Ableitungen herangezogen werden müssen, nicht näher eingehen und be- 
schränken uns auf die Zusammenstellung der wichtigsten Fälle. 


a) In der Nachbarschaft des Ursprungs gibt es außer diesem keine Kurvenpunkte, 
es ist ein ösolierter Punkt (wie im Fall 1° in Nr. 234). 


Beispiele. «+ y®=0 oder («+ y?)(e+y— 1) = 0. Für beide „Kurven“ ist der Ur- 
sprung ein isolierter Punkt. 


b) In den beiden schraffierten Winkelbereichen (in hinreichender Nähe des Ur- 
sprungs) liegen auf jeder Vertikalen zwei Punkte unserer Kurve; durch den Ursprung 
gehen zwei Kurvenzweige, die dort die gemeinsame Tangente (9,) haben: Der Ur- 
sprung ist ein Doppelpunkt (wie im Fall 2° in Nr. 234). 


Beispiel. 2 — 2=0,d.h. y= 4x, zwei Parabeln, die im Ursprung die x-Achse be- 
rühren. 


c) In einem der schraffierten Bereiche gibt es keine Kurvenpunkte, im anderen 
zwei Zweige, die sozusagen im Ursprung enden und dort die gemeinsame Tangente 
(9,) haben. Hier haben wir einen neuen Typus eines singulären Punktes vor uns, einen 
Rückkehrpunkt oder eine Spitze. Je nachdem, ob die beiden Zweige auf verschiedenen 
Seiten der gemeinsamen Tangente liegen oder nicht, unterscheidet man Rückkehr- 
punkte erster und zweiter Art. 


Als Beispiel einer Kurve mit einem Rückkehrpunkt erster Art kann die semikubische Parabel 
Y—-=0 
(Abb. 115, S. 465) dienen. 


496 VII. Anwendungen der Differentialrechnung in der Geometrie 


Für den selteneren Fall eines Rückkehrpunktes zweiter Art nennen wir die Kurve 
—(y—ı?”?=0 oder y-1+ aYr (=0). 


Beide Kurvenzweige berühren im Ursprung die x-Achse, liegen aber (wenigstens in hinreichen- 
der Nähe) oberhalb derselben (Abb. 138). 


Abb. 138 


0) ıYx 


Ist a,ı = Qı2 = Qy = 0, so muß man Ableitungen höherer Ordnung heranziehen, 
In diesem Fall sind kompliziertere Typen singulärer Punkte möglich (dreifache oder 
allgemeiner n-fache Punkte usw.). 


2337. Parameterdarstellung der Kurve. Wir gehen nun noch auf singuläre Punkte 
ebener Kurven ein, die in der Parameterdarstellung 


= ol), y=yl) 
gegeben sind. 
Es sei fürt = io 
o=pkh)=0 und y=ylh)=0, 


aber von den Ableitungen zweiter Ordnung x, und y, sei wenigstens eine, etwa x, 
von OÖ verschieden. 

Wir legen die Sekante durch die Kurvenpunkte (x,, y,) und (x, y), die den Para- 
meterwerten {, und ? entsprechen. Ihre Gleichung kann in der Form 


Aa _!7-W% Yo 
%—% y% 


geschrieben werden. Nach der Taylorschen Formel [mit dem Peanoschen Restglied; 
vgl. Nr. 124, Formel (10a)] ist wegen x, = y; = 0 


1 
:-H= zZ ta)t-b), y-Y=- — (W +A)GE—), 
wobei & und ß für :— 1, gegen 0 streben. Setzen wir diese TUI ERRIENR fürt iin 


die Sekantengleichung ein und dividieren beide Nenner durch — — — {,)”, so erhal- 
ten wir 
X—- 7’ —-y 
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Hier kann man für i— 1, zur Grenze übergehen!); es ergibt sich die Tangenten- 
gleichung 


ln m oder Y-„y=X— a). (19) 
2, 


Wir haben x, == 0 vorausgesetzt; es sei etwa xy > 0. Dann hatx = oft) fürt= 
ein (eigentliches) Minimum (vgl. Nr. 137), d. h., für Werte von t in der Nähe von t, 
(sowohl für < t, als auch für t > 4,) ist x > z.. Somit laufen in (x,, Yo) zwei Kurven- 
zweige zusammen, die t<i, und £ > t, entsprechen; sie haben eine gemeinsame 
(horizontale oder schräge) Tangente und liegen beide rechts von der Vertikalen x = z,. 
Es liegt also ein Rückkehrpunkt vor (Abb. 139). Das ist ein wichtiger Fall eines singu- 
lären Punktes einer Kurve in Parameterdarstellung. 


— Abb. 139 
X 


Um herauszubekommen, welcher Art dieser Rückkehrpunkt ist, treiben wir die 
Untersuchung etwas weiter. Zu diesem Zweck ziehen wir die dritten Ableitungen 
heran und schreiben die Zuwächse x — x, und y — y, in der Form 


1 17; 1 mr Cd 
EL -H=—ml er +8) —b)®; 


1 v ZU D 
y-Yy-znlt-ir = +9) — 5), 


wobei & und $ für i— t, gegen 0 streben. 
Unter Benutzung von Gleichung (19) rechnen wir die Ordinate Y des Punktes der 
Tangente mit der Abszisse x aus; wir finden 


4 1 2 „ Pe 
Y-u= re )= zu) + N ( +) — to). 


Nun bilden wir die Differenz der Ordinaten Y und y zu derselben Abszisse t: 


1 


1/2 % — %% _ s 


wobei 7 fürt > to gegen 0 strebt. 

Ist jetzt x, yo — &0Y6 = 0 (was gewöhnlich der Fall sein dürfte), so hat Y — y 
fürt <t,undfüri > i,,d.h. für die beiden Kurvenzweige, die in (%,, %0) zusammen- 
stoßen (natürlich unter der Annahme, daß man sich auf zu t, hinreichend benachbarte 


1) Vgl. die Bemerkung in Nr. 234, die auch hier anwendbar ist, wenn der betrachtete Punkt als 
einfach vorausgesetzt wird. 
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t beschränkt), verschiedenes Vorzeichen. Die Kurvenzweige verlaufen auf verschie- 
denen Seiten der Tangente; es handelt sich um einen Rückkehrpunkt erster Art. 
Solche Singularitäten sind uns schon mehrmals begegnet: bei der Zykloide, bei 
Epi- und Hypozykloiden, bei der Kreisevolvente (vgl. dazu Abb. 118 bis 121); diese 
Kurven haben Rückkehrpunkte erster Art. 
Ist aber 24’yy — Yo = 0, so beginnt die Entwicklung der Differenz Y — y 
nach Potenzen von £ — ti, mit der vierten oder einer höheren Potenz. Ist diese gerade, 


so liegt ein Rückkehrpunkt zweiter Art vor. 


$3. Berührung von Kurven 


238. Die Einhüllende einer Kurvenschar. Haben zwei Kurven einen Punkt M,, gemein- 
sam und dort eine gemeinsame Tangente, so sagt man, die Kurven berühren einander 
in M,. Dieser Paragraph befaßt sich mit einigen Problemen der Berührung ebener 
Kurven. 

Ehe wir zum Begriff der Einhüllenden einer Kurvenschar übergehen, befassen wir 
uns mit dem Begriff der Kurvenschar selbst. Wir hatten schon mehrmals mit Kurven- 
gleichungen zu tun, in denen außer den laufenden Koordinaten x und y des veränder- 
lichen Punktes ein (oder mehrere) Parameter vorkam(en). Handelt es sich um einen 
Parameter, etwa a, so lautet die Gleichung 


Fa,y,a)=0. (1) 


Die linke Seite ist eine Funktion dreier Veränderlicher, von denen wir eine nur des- 
halb anders nennen, weil sie eine besondere Rolle spielt: Um eine bestimmte Kurve 
zu erhalten, muß man dem Parameter a einen bestimmten Wert erteilen. Ändert man 
diesen Wert, etwa innerhalb eines Intervalls, so erhält man im allgemeinen verschie- 
dene Kurven (die hinsichtlich ihrer Gestalt oder Lage voneinander abweichen). 

Die Gesamtheit aller dieser Kurven nennt man eine einparametrige Kurvenschar, 
die Gleichung (1) die Gleichung der Schar. 

Manchmal existiert für eine solche Kurvenschar eine Kurve, die jede Kurve der 
Schar in einem oder in mehreren Punkten berührt und dabei ganz aus solchen Be- 
rührungspunkten besteht (Abb. 140). Eine solche Kurve wird EZinhüllende der Schar 
genannt. Wir wollen zeigen, wie man feststellt, ob eine Einhüllende existiert, und 
wie man sie dann findet. 


Abb. 140 


Zu diesem Zweck nehmen wir zunächst an, es existiere eine Einhüllende. Der Ein- 
fachheit halber setzen wir dabei voraus, es handele sich um eine Einhüllende (ge- 
nauer: um einen Zweig der Einhüllenden), die jede Kurve der Schar in einem einzigen 
Punkt berührt. Dann sind die Koordinaten dieses Berührungspunktes eindeutig durch 
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die Angabe der Kurve der Schar, d. h. durch den Wert des Parameters a, bestimmt: 
= pa), Y=yla). (2) 


Da die Einhüllende ganz aus Berührungspunkten besteht, liefern diese Beziehungen 
eine Parameterdarstellung der Einhüllenden. 

Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen von F nach allen drei Variablen 
und der Ableitungen von p und y seien vorausgesetzt. 

Der Punkt (2) liegt auf der Kurve (1), die durch eben diesen Parameterwert be- 
stimmt wird; daher gilt identisch in a 


F(o(a), y(a), a) =(. (3) 
Durch vollständiges Differenzieren!) nach a erhalten wir nach Nr. 181 und 185 
F,de+F,dy+F,da=0, (4) 


wobei die Ableitungen für die in (3) angegebenen Argumente zu berechnen sind und 
dx und dy die Differentiale der Funktionen (2) bezeichnen. 

Jetzt wollen wir die Tatsache, daß die Einhüllende im Punkt (2) die Kurve (1) be- 
rührt, analytisch ausdrücken. Die Tangente an die Kurve (1) — vgl. Nr. 230, For- 
mel (5) —, deren Gleichung 


FX—a)+ Fly) = 0 (5) 


lautet, und die Tangente an die Kurve (2) — vgl. Nr. 230, Formel (7) — mit der Glei- 
chung 


X—-ı Y-y 

Eee ” 
müssen zusammenfallen. Diese Bedingung läßt sich in der Form 

F,de + F,dy= 0 (7) 


ausdrücken. Dabei verstehen wir wie oben unter x und y die Werte (2) und unter dx 
und dy die Differentiale der Funktionen (2). 

Die Gleichungen (5) und (6) beschreiben nur dann Tangenten an Kurven, wenn der 
betrachtete Punkt nicht singulär ist. Trotzdem gilt die Gleichung (7) sogar dann, wenn 
dieser Punkt für die eine oder die andere Kurve singulär ist. 

Vergleicht man (7) mit (4) und berücksichtigt, daß da eine beliebige Zahl ist, so 
findet man F, = 0 oder, ausgeschrieben, 


F,(g(a), y(a), a) = 0. (8) 


Die Identitäten (3) und (8) zeigen, daß die uns bekannten Funktionen (2) identisch 
in a dem Gleichungssystem 


F(x, Y; a) =(, F,(&, Y, a) =( (9) 


genügen müssen. 
Wenn also eine Einhüllende existiert, so erhält man. ihre Parameterdarstellung 
durch Auflösen des Systems (9) nach x und y. 


1) Hier benutzen wir übrigens die Stetigkeit der partiellen Ableitungen von F. 
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Wenn dieses System für veränderliches a keine Lösung als Funktion von «a hat, 
ist die Lage klar; dann gibt es keine Einhüllende. Wir wollen nun annehmen, wir 
hätten durch Auflösung des Systems (9) Gleichungen (2) erhalten, die eine Kurve 
ohne singuläre Punkte darstellen.*) Ist sie Einhüllende unserer Kurvenschar? 

Da die Funktionen (2) den Gleichungen (9) genügen, sind die Identitäten (3) und 
(8) erfüllt. Differenzieren wir die erste, so erhalten wir (4), vergleichen wir sie mit (8), 
so kommen wir zu (7). Ist der Punkt (2) für kein a auf der entsprechenden Kurve 
singulär, so daß (5) tatsächlich die Gleichung der Tangente an die Kurve ist, so ist 
Gleichung (7) die Bedingung dafür, daß diese Tangente mit der Tangente (6) an die 
Kurve (2) zusammenfällt. Dann ist also die Kurve (2) tatsächlich Einhüllende der 
Schar. 

Insbesondere ist das der Fall, wenn beispielsweise die Kurven der gegebenen Schar 
überhaupt keine singulären Punkte besitzen. 

Gibt es dagegen solche singulären Punkte und bildet bei Änderung von a ihr geo- 
metrischer Ort eine Kurve (2), so genügen die entsprechenden Funktionen ® und y 
dem System (9),2) obwohl in diesem Fall die Kurve nicht Einhüllende zu sein braucht. 

Beim Vorliegen singulärer Punkte muß also die durch Auflösen des Systems (9) 
erhaltene Kurve (2) noch überprüft werden: Sie kann Einhüllende sein oder aber der 
geometrische Ort der singulären Punkte auf den Kurven der Schar oder schließlich 
zum Teil Einhüllende, zum Teil Ort der singulären Punkte. 

Gewöhnlich bleibt man beim Aufsuchen der Einhüllenden nicht beim Gleichungs- 
system (9) stehen, sondern geht weiter, man eliminiert daraus a. Man erhält dann eine 
Beziehung 


die a nicht mehr enthält und eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür 
darstellt, daß für Paare x, y ein solcher Wert von a gefunden werden kann, für den 
zusammen mit diesen Paaren beide Gleichungen (9) erfüllt sind. 

Alle Punkte der durch Auflösung des Systems (9) erhaltenen Kurve (2) müssen 
der Gleichung (10) genügen. Wenn daher diese keine Kurve beschreibt, dann ist klar, 
daß keine Einhüllende existiert. Gibt es aber zu (10) eine Kurve — man nennt sie die 
Diskriminantenkurve der Schar —, so muß man wie oben nachprüfen. Sie kann Ein- 
hüllende sein (wenn eine solche existiert), aber auch geometrischer Ort der singulären 
Punkte (wenn es solche gibt). Außerdem gibt es noch eine weitere Möglichkeit, die 
durch Nachprüfen ausgeschaltet werden muß. Die Diskriminantenkurve kann auch 
eine oder mehrere spezielle Kurven der Schar enthalten. Das ist dann der Fall, wenn 
unendlich vielen Punkten der Diskriminantenkurve ein und derselbe Wert a ent- 
spricht, so daß die Gleichungen (9) erfüllt sind.?) 

Diese Ausführungen erläutern wir an Beispielen. 


239. Beispiele. 


1. Man bestimme die Einhüllende der Schar der Kreise («e — a? +? =r? (r = const) 
(Abb. 141). 


!) Falls einzelne singuläre Punkte vorliegen, beschränken wir uns auf solche Parameterinter- 
valle, die keine kritischen Werte enthalten. 

?) Für sie ist (3), also auch (9) erfüllt. Alsdann gilt (7), wie oben im Text erwähnt; vergleicht 
man mit (4), so gelangt man zu (8). 

®) Operiert man direkt mit den Gleichungen (9), so ist diese Möglichkeit ausgeschlossen, weil 
man die Gleichungen gerade bei veränderlichem a zu lösen versucht. 
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Durch Differenzieren nach a folgt —2(x — a) = 0. Eliminiert man a, so ergibt sich y? — r? 
= (, also y= +r. Das sind zwei zur x-Achse parallele Geraden, offenbar Einhüllende.t) 


Abb. 141 Abb. 142 


2. Man bestimme die Einhüllende der verschiedenen Lagen der Geraden, auf welchen von der 
Koordinatenachse die gleiche Strecke a herausgeschnitten wird (Abb. 142). 

Nimmt man (etwa im ersten Quadranten) als Parameter den Winkel 0, den die Senkrechten 
zu der Geradenschar mit der x-Achse bilden, so lautet die Geradengleichung 


x Yy 
sin® cos® 


== (. 


Differenziert man nach 6, so folgt 


Yo x Y 
_— —— cos. sin®=0 oder — = ——., 
sin? ee cos? sin? 0 cos? O 
Daraus folgt 
x y 
sind  cos® 
sin? 0 cos? 0 


oder (nach korrespondierender Addition) 


x Y x Y 

sinO cos0 sind cos® 

: = = —-(; 
sin? 0 cos? 0 sin? 0 -+- cos? O 


also ist x = asin?0, y= a cos? 0. 
Darin erkennt man die Parameterdarstellung der Astroide (vgl. Nr. 224, Beispiel 4, mit 


i= = — 0), die hier tatsächlich Einhüllende ist. 


Übrigens hatten wir schon in Nr. 231, Beispiel 3, auf diese Eigenschaft der Astroide hin- 
gewiesen. 


1) Schreibt man die Gleichung der Schar in der Form 
z- a+/?- Y=I0, 


so ergibt sich beim Differenzieren nach a die sinnlose Beziehung —1 == 0. Daraus könnte man 
schließen, es gäbe keine Einhüllende. Das wäre aber falsch, da unsere Methode Existenz und 
Stetigkeit der partiellen Ableitungen der linken Seite der Schargleichung voraussetzt, wäh- 
rend es hier für y = +r keine endliche Ableitung nach y gibt. 
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3. In vielen Fällen begrenzt also die Einhüllende sozusagen den Teil der Ebene, der von den 
Kurven der Schar eingenommen wird. Das ist aber nicht immer so, wie das Beispiel y = (x — a)? 
(Abb. 143) zeigt. Hier ist die x-Achse Einhüllende; sie schneidet alle Kurven der Schar. 


Analog ist es bei dem folgenden, komplizierteren Beispiel: 


4. Man bestimme die Einhüllende der Parabelschar y = a?(z — a)?. Differentiation nach «a 
liefert 
2alz — a)? — 2a?lz — a) = 2alz — a) (C — 2a) = 0, 


also entweder = a (y=0) oder x = 2a (y = at). so daß die Diskriminantenkurve aus der 
Geraden y = 0 und der Kurve 16, = x* besteht. Die erste berührt alle Parabeln im Scheitel, 
die zweite hat mit jeder Parabel drei Punkte gemeinsam: Sie berührt sie bei x = 2a und schnei- 


det sie bei 2 = —2a + 2a Yy2. 
R 


Y=lx-a)? 


Abb. 143 Abb. 144 


2 2 
5. Wir betrachten die Ellipse — + 5 = 1. Gesucht ist die Einhüllende der Schar der 
a 


Kreise über den der y-Achse parallelen Ellipsensehnen als Durchmesser (Abb. 144). 
Als Parameter nehmen wir die Abszisse £ des Kreismittelpunktes und schreiben die Glei- 
chung der Kreisschar in der Gestalt 
2 
Fay)=@-N 4-2) =0, 
a 


wobei i im Intervall [—a, +a] variiert. Dann gilt 


2b? a? 
a a re also ren 


Setzen wir diese Wert von t in die Beziehung F = 0 ein, so erhalten wir die Gleichung der Ein- 
hüllenden in der Gestalt 


nn Date 7 REUEENEREIRRGCERSEHEN, 
(* a? - z) ” 9 a? ( (a? 4- 7) 0 


oder, umgeformt, 


22 y2 
a? -- ty _ 


Das ist eine Ellipse mit derselben Achsenlage wie die gegebene. 
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Es ist interessant, daß diese Ellipse nicht alle Kreise der Schar berührt. Das sieht man leicht 
ein, wenn man nicht # aus den Gleichungen F = 0 und F, = 0 eliminiert, sondern mit ihrer 
Hilfe x und y durch t ausdrückt: 


7 tl, ea 
a a? 
2 
Hieraus erkennt man, daß y nur für |] s —— reell sein kann. Demnach existiert nur 


für denjenigen Teil der Kreisschar, der diesen Werten von t entspricht, die Einhüllende. 

Dieses lehrreiche Beispiel zeigt, daß die Parameterdarstellung der Einhüllenden zweck- 
mäßiger sein kann, da man daraus leichter erkennt, für welchen Teil der gegebenen Schar wirk- 
lich eine Einhüllende existiert. 


6. Für die Schar der konzentrischen Kreise x? + y? = a (a > 0) gibt es keine Einhüllende 
(differenziert man nach a, so erhält man links 0, rechts 1). 


7. Wir betrachten die zwei Scharen semikubischer Parabeln 
(.) y-a”?—- ?=0 und (bb) ? —- k« —-a)”’=0 
(Abb. 145). Die Diskriminantenkurven sind 
() <=0, (b) y=P0, 


in beiden Fällen die Träger der singulären Punkte. Im Fall (b) ist die Kurve jedoch auch Ein- 
hüllende, während es im Fall (a) keine Einhüllende gibt. 


N4 
(y-al= (x-a)? 


a) 


Abb. 145 Abb. 146 


8. Ein komplizierteres Beispiel desselben Typus liefert die Schar der semikubischen Parabeln 
(y — a)? — (x — a)? = 0 (Abb. 146). Hier zerfällt die Diskriminantenkurve in die Geraden y = x 


und y=z2——. Die erste ist nur der geometrische Ort der singulären Punkte, die zweite ist 
Einhüllende. 


9. Zum Schluß betrachten wir die Geradenschar 4(1 -+i)x = t?y. Differenziert man nach t 
und eliminiert t aus der Kurvengleichung und der Beziehung 4x = 2ty, so erhält man 


(ee t+y)=d. 
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Das sind die beiden Geraden = O0 undy= —z, die (für i = 0 bzw.i = —2) zu unserer Ge- 
radenschar gehören. Keine von ihnen ist Einhüllende, keine ist Träger der singulären Punkte. 
Es gibt also keine Einhüllende. 

Dieses Beispiel illustriert unsere früheren Bemerkungen, daß die Gleichung (10) nicht die Ein- 
hüllende, sondern eine oder mehrere Kurven der Schar darstellen kann. Hätten wir t nicht eli- 
miniert, sondern versucht, x und y durch t bei veränderlichem i auszudrücken, so hätte sich das 
als unmöglich herausgestellt. 


240. Charakteristische Punkte. Mit dem Begriff der Einhüllenden hängt ein anderer 
interessanter geometrischer Begriff eng zusammen, der Begriff der charakteristischen 
Punkte. 

Wir betrachten eine Kurve der Schar F(x, y,a) = 0, die durch den Wert a des 
Parameters bestimmt ist. Diesem «a erteilen wir den Zuwachs Aa; dem Parameter- 
wert a + Aa entspricht die Kurve 


F(x,y,a + 4a) = 0, 


die der ersten ‚„‚benachbart‘‘ ist. u 

Es kann vorkommen, daß sich bei hinreichend kleinem Aa die beiden Kurven in 
einem oder in mehreren Punkten schneiden. Strebt Aa gegen 0, so werden sich diese 
Schnittpunkte irgendwie längs der ersten Kurve bewegen. Strebt dabei einer von 
ihnen gegen eine bestimmte Grenzlage, so nennt man diesen Grenzwert einen charak- 
teristischen Punkt auf der Ausgangskurve (Abb. 147). Wir machen den Leser darauf 


u‘ 
(a+4,a) 


Abb. 147 


(a) 


aufmerksam, daß der Begriff des charakteristischen Punktes nicht nur mit der Kurve, 
auf der dieser liegt, sondern mit der ganzen Schar zusammenhängt. Von einem charak- 
teristischen Punkt einer einzelnen Kurve zu sprechen, wäre sinnlos, 
Ein charakteristischer Punkt der obengenannten Kurven muß dem Gleichungs- 
system 
Fe&,y.a)=0, F(x,y,a -+ da) =0 


genügen oder dem ihm gleichwertigen System 


F(x, y,a + Aa) — F(x, y, a) Bu 


F(x,y, =(, 
(2, Y, a) 7 


0. (11) 
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Strebt Aa gegen 0, so kommen wir zu dem uns schon bekannten System (9) 
F(xz,y,a)=0, F,&,y,a) =0, 


dem somit bei gegebenem a die Koordinaten eines charakteristischen Punktes ge- 
nügen müssen, 

Genauer gesagt: Sind x und % die Koordinaten des Schnittpunktes, so kann man 
statt (11) nach dem Mittelwertsatz auch 


F(x,ya)=0, F,&,y,a+pAa)=0 (<H<I) 


schreiben. Streben x, y für Aa — 0 gegen 2, 9, so überzeugt man sich auf Grund der 
Stetigkeit von F und F, durch Grenzübergang davon, daß die Koordinaten £, % des 
charakteristischen Punktes dem System (9) genügen. 

Wir wollen nun annehmen, daß auf jeder Kurve der Schar charakteristische Punkte 
liegen. Dann kann man die Frage nach dem geometrischen Ort der charakteristischen 
Punkte stellen. Wird dieser durch eine Kurve der Form (2) dargestellt, so müssen die 
Funktionen (a), y(a), die in ihren Gleichungen vorkommen, dem System (9) ge- 
nügen, d. h. in der Menge der Lösungen dieses Systems nach x, y enthalten sein. Eben- 
so genügen alle Punkte dieses geometrischen Ortes auch der Gleichung (10), d. h., 
dieser geometrische Ort ist notwendigerweise Bestandteil der Diskriminantenkurve. 

Demnach ist der geometrische Ort der charakteristischen Punkte, wenn es solche 
gibt, entweder (vollständig oder teilweise) Einhüllende oder Träger der singulären 
Punkte. 

Man überzeugt sich leicht davon, daß in den Beispielen 1, 2, 4 und 5 aus Nr. 239 
der geometrische Ort der charakteristischen Punkte mit der Einhüllenden überein- 
stimmt. Das ist im gewissen Sinne der allgemeine Fall. Im Beispiel 7 (a) ist dieser geo- 
metrische Ort nur Träger der singulären Punkte, dagegen gibt es in den Beispielen 3 
und 7 (b) keine Schnittpunkte von Kurven der Schar (obwohl eine Einhüllende 
existiert). u 


241. Ordnung der Berührung.zweier Kurven. Wir betrachten zwei Kurven; die sich in 
einem Punkt M, berühren. 

Sind die Kurven durch die expliziten Gleichungen y = f{x) und Y = g(x) gegeben 
und hat M, die Abszisse x,, so gilt auf Grund der Übereinstimmung von Ordinaten 
und Richtungskoeffizienten 


fx) = 90), Flo) = g’(o)- 


Um zu charakterisieren, daß die betrachteten Kurven in der Nähe von M, be- 
nachbart sind, wählen wir auf den Kurven je einen Punkt M und m mit der Abszisse 


Abb. 148 
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x (vgl. Abb. 148) und bestimmen die Ordnung des Kleinwerdens der Strecke 
mM = Y— y=g(x) — f(x) = p(«) 


in bezug auf die Differenz x — x,. Ist diese Ordnung mindestens n + 1, so sagen 

wir, die Berührung der Kurven in M, habe mindestens die Ordnung n (ist die erst- 

genannte Ordnung gleich n + 1, so sprechen wir von einer Berührung n-ter Ordnung). 
Im Fall einer Berührung ist stets 


PlXo) = ro) — Mr) = 0, PR) = NR) — FR) = 0. 


Es mögen nun in x, alle Ableitungen von f(x) und g(x) bis zur Ordnung n + 1 ein- 
schließlich existieren, und es sei 


f(x) = I"); Fl) = lo); 
also 


2%) = gl) — FR) = 0, 


po" (x,) sa g’®(x,) AR f® (zo) —(. 


Über die Größen f{"+D(x,) und g(**D(x,) wollen wir zunächst nichts voraussetzen. 
Wenden wir auf o(x) die Taylorsche Formel mit Peanoschem Restglied [vgl. Nr. 124, 
Formel (10a)] an, so folgt 


rl) + 0 


mM —— —_— == = u n+l 1 
und es ist 

lim mM grd)  gFrDlz,) — FRtDz,) 

PER (u) AS (es as DT a (n +1)! 


Ist also f"+D(z,) # g'"*V(x,), so liegt eine Berührung n-ter Ordnung vor; ist aber 
f"9(x,) = g'"*P(x,) „so ist die Ordnung der Berührung höher als n. Hieraus folgt 
(unter der Annahme, daß die erwähnten Ableitungen existieren): 

Die Berührung der Kurven y = f(x) und Y = g(x) im Punkt mit der Abszisse x, ist 
genau dann von der Ordnung n, wenn die Bedingungen 


I) = 9%), Fo) = Ro), +. Fl) = 9” (zo); (13) 
frrd(z) + g"’d(x,) (14) 


erfüllt sind. Ist (14) noch nicht nachgewiesen, so kann man nur sagen, die Ordnung der 
Berührung sei mindestens gleich n. 

Ist die Ordnung der Berührung genau gleich n, so folgt aus (12) sofort, daß bei 
geradem n die Kurven in M, einander schneiden (durchsetzen), während das bei unge- 
radem n nicht der Fall ist. 


Bemerkung. Nach diesen Ergebnissen wenden wir uns nochmals der Definition 
der Ordnung der Berührung zu. Diese Definition hängt anscheinend von der Wahl 
des Koordinatensystems ab. In Wirklichkeit ist das jedoch nicht der Fall (die y-Achse 
soll der gemeinsamen Tangente nicht parallel sein), so daß die Ordnung der Berührung 
zweier Kurven ein echter geometrischer Begriff ist. 
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Dreht man nämlich das Koordinatensystem um einen beliebigen Winkel &, so 
lassen sich die neuen Koordinaten z£, 7 mit Hilfe der Transformationsformeln 


Z=%2008%-+ ysina, Yy=—xsina-+ycos« 


durch die alten ausdrücken. Im x, y-System sei die Kurve y = f(x) gegeben. Versteht 
man in diesen Formeln unter y eben diese Funktion, so liefern sie eine Parameter- 
darstellung der Kurve im neuen System, mit x als Parameter. Offenbar können die 
Ableitungen 


. dy . dy dy 
Em = 008% + Sina, ae ENG 7 0086 


nicht gleichzeitig verschwinden, so daß im neuen System kein Punkt singulär ist. 
Dann ist aber klar, daß die erste dieser Ableitungen in dem uns interessierenden 
Punkt nicht verschwindet (denn sonst wäre die Tangente an die Kurve in diesem 
Punkt der %-Achse parallel). Daher läßt sich in seiner Umgebung die Kurve auch im 
neuen System durch eine explizite Gleichung 7 = f(£) ausdrücken. 

Jetzt sieht man leicht, daß (vgl. Nr. 121) 


dy d’y 
dy _ —sın& + Er COS & d2y Ars 
dz Yy. ae 3 
© COSs& + _ sin & Be (co “+ a sin ) 
dx dr 


und allgemein 


d*y _R dy d’y d*y 
dt  *\de’ de2’""” dat 
gilt, wobei AR, eine rationale Funktion bezeichnet. Hieraus folgt: Sobald für zwei 
Funktionen y von x die Gleichungen (13) erfüllt sind, so sind für die beiden entspre- 
chenden Funktionen 3 von £ analoge Beziehungen erfüllt. Ebenso folgt, wenn (13) 
gilt, aus (14) dieselbe Ungleichung für die neuen Funktionen; denn sonst würde die 
inverse Transformation von (14) auf eine Gleichheit führen. 

Damit ist unsere Behauptung vollständig bewiesen. 


242. Eine der Kurven ist implizit gegeben. Die zweite Kurve sei nun durch die impli- 
zite Gleichung 


G(z,y) = 0 (15) 


gegeben. Der Punkt M,(&,, Y) sei kein singulärer Punkt dieser Kurve, und zwar sei 
G,(&o> Y%) $& 0. Dann definiert (15) in der Umgebung von M, eine eindeutig bestimmte 
Funktion y = g(x), und um die Ordnung der Berührung zu bestimmen, kann man die 
bekannten Bedingungen (13) und (14) benutzen. 

Da uns jedoch der explizite Ausdruck für g(x) nicht vorliegt, ist es zweckmäßig, 
diese Bedingungen auf eine Form zu bringen, bei der nur die tatsächlich gegebene 
Funktion @ benutzt wird. 

Zu diesem Zweck wollen wir annehmen, daß die Werte von g(x) und die der Ab- 
leitungen g’(z), g’ (x), ..., g'’”(x) sukzessive, und zwar eindeutig, durch die Gleichung 
(15) und diejenigen Gleichungen, die man daraus durch Differentiation nach x er- 
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hält, bestimmt werden können, wenn man unter y eben g(x) versteht (vgl. Nr. 209): 
2, ge) = 9, 
G,(x, 9()) + G,(w, ge) g’@) = 0, 
Ga + 2) + A + Age) = 0, 


Gy..z + en + G,9"(x) 2 0.2) 


” 


Setzen wir für <= x, in diesen Gleichungen für g(x,), g’(&0); -.., 9 ”(x,) überall 
fo), Fo); «.., f(x) ein, so erhalten wir die den Bedingungen (13) völlig gleich- 
wertigen Bedingungen 


(zo fz)) = 9; 
G.(xo, f(xo)} + G,(&o, f(xo)) f(x) =(, 
Gy +20, Fo) + Eule)? + AE@) = 0; 


Gy. Te G,f (zo) a 0.1) 
ar —— 


RT 


Um sıe übersichtlich darstellen zu können, setzen wir 


8x) = Gla, f(x). (16) 
Dann lauten die obigen Bedingungen 
(x)=0, Dr) =0, ., Ma) =0. (17) 


Sind also (in einem Punkt mit der Abszisse x,) die Bedingungen (17) erfüllt, so ist die 
Ordnung der Berührung zwischen der Kurve (15) und der Kurve y = f(x) mindestens n. 
Sie ist gleich n, wenn überdies 


BD (z,) #0 (18) 
gelt. 


243. Schmiegungskurven. Wir nehmen nun an, an Stelle der Kurven (15) sei eine 
(rn + 1)-parametrige Kurvenschar 


G(z,9,a,b,..,1)=0 (19) 
Vom nen 
n+1 
gegeben. Dann kann man naturgemäß die Frage stellen, ob man durch geeignete Wahl 
der Parameter in dieser Schar eine Kurve bestimmen kann, welche die Kurve y = f(x) 


im Punkt My(zo, f(x,)) von möglichst hoher Ordnung berührt (natürlich hängt die 
mögliche Ordnung der Berührung von der Schar ab). 


2) In jeder Gleichung ist diejenige Größe unterstrichen, die sich daraus eindeutig ergibt, wenn 
die vorhergehenden Größen schon bestimmt sind. 
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Eine solche Kurve heißt Schmiegungskurve im Punkt M,. Genauer müßte man 


sagen: Schmiegungskurve aus der und der Schar, denn für eine einzelne Kurve (15) 
ist der Terminus sinnlos. 


Zur Bestimmung der Schmiegungskurve führen wir die zu (16) analoge Bezeichnung 
Ölx,a,b,...,l)= G(x, f(x),a,d,..., l) (*) 
ein und schreiben eine Reihe von Bedingungen in der Art. von (17) auf: 


Dt, b,..,)=0, Das ob, .,l)=0,..., 
D,.(2o % db, ..,0)=0. (20) 
na? 


N 


Das ist ein System von n + 1 Gleichungen mit den n + 1 Unbekannten a,b, ...,1. 
Vielfach bestimmt dieses System eindeutig ein System von Parameterwerten, und 
damit hat man eine Schmiegungskurve gefunden, welche mit der gegebenen Kurve 
eine Berührung mindestens n-ter Ordnung hat. 

Ist dabei 


D,..x(%o; q, b, .„.. a) = 0, 
Nun’ 
n+1 


so hat die Berührung genau die Ordnung n. Diesen Fall sieht man als den Normalfall 
an. 
In den Ausnahmepunkten, in denen überdies 


“ 


B,..l2, a,b, ..., 1) = 0 (21) 
nee 
n+1 


ist, spricht man von einer Hyperschmiegung. Diese Punkte kann man finden, indem 
man die Gleichungen (20) und (21) zusammen als System von n + 2 Gleichungen 
mit den n + 2 Unbekannten z,, a, b, ..., I auffaßt. 


Beispiele. 

1. Die Schmiegungsgerade. Die Gleichung y = ax. -+ b definiert eine zweiparametrige Geraden- 
schar. Daher ist die höchste Ordnung der Berührung, die im allgemeinen Fall zu erwarten ist, 
gleich 1. 

Hier gilt 

Blz,a,b)=y—-ar—b, D.,u,ab)=y’ —a, D,.&%ab) = y”, 
wenn unter % die Funktion f(x) verstanden wird. Setzen wir zur Bestimmung der Parameter a 
und 5 für x = x, die Größen y, y’, y” gleich 0, so erhalten wir 

Y-m—d=0, y-a=d. 
Hieraus folgt « = y/ und b = y, — Yyot,. Setzen wir dies in die Schargleichung ein, so folgt 


y=%Yy + Yolz — %)> 

worin man sofort die Gleichung der Tangente erkennt. Die Schmiegungsgerade ist also die 
Tangente. 

Die Berührung ist, wie schon erwähnt, im allgemeinen von erster Ordnung. Sie ist von höherer 
Ordnung in den einzelnen Punkten, in denen überdies y/’ = 0 ist (etwa in Wendepunkten). 

2. Der Schmiegungskreis (Kreis hier natürlich immer im Sinne von Kreislinie). Die Gleichung 
(2 — &)® + (y — n)? = R? stellt eine dreiparametrige Kreisschar dar. Die höchste Berührungs- 
ordnung ist im allgemeinen 2. 
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Wie üblich sei y = f(x); wir erhalten 
Pa, RB)=R-$’+y—- mM’ — 


1 ‚ 
msn B)=r-5-4-mY 


1 z 
Pan lt ryomy ; 


die Parameter £&,n, R lassen sich aus den Gleichungen 
oo - + -M=R, 9-54 - Mu! 14y + -mM)y =0 


bestimmen. Unter der Annahme y;’ == 0 erhält man aus den letzten beiden die Koordinaten 
des Mittelpunktes 


1+y%2 1+y? 
Een y.—L, a (22) 
0 0 


aus der ersten also für den Radius 
Be 11 
yo | 


Dadurch ist der Schmiegungskreis bestimmt. 

Nach den Ausführungen in Nr. 241 durchsetzt meistens die Tangente die Kurve nicht, da- 
gegen tut es der Schmiegungskreis. Ausnahmen können nur in den Punkten auftreten, in denen 
die Ordnung der Berührung höher als im Normalfall ist. 


(23) 


244. Ein anderer Zugang zu den Schmiegungskurven. Es seien eine Kurve y = f(x) 
und eine (» + 1)-parametrige Kurvenschar der Gestalt (19) gegeben. Auf der Kurve 
wählen wir n + 1 willkürliche Punkte mit den Abszissen x,, X, ».., &n+]. Damit eine 
Kurve der Schar durch diese Punkte hindurchgeht, müssen die n -+ 1 Bedingungen 


D(x,,a, b, ud; ...; D(Xr1 0; b, sl) Ed 


erfüllt sein. Vielfach sind dadurch die Parameterwerte eindeutig bestimmt; wir be- 
zeichnen sie mit 4, b,..., |. 

Nun nehmen wir an, daß die Parameterwerte ä, b,...., | gegen bestimmte Grenz- 
werte a, b, ...,I streben, wenn diesen + 1 Punkte irgendwie gegen einen bestimmten 
Kurvenpunkt mit der Abszisse x, streben. Man kann sagen, daß die durch die ge- 
nannten Punkte verlaufende Kurve der Schar sich dabei in eine Grenzkurve defor- 
miert, 

Um diese zu bestimmen, gehen wir folgendermaßen vor. Die Funktion 


(x, ä,b,...,1) 


verschwindet für n + 1 Werte von x, nämlich für x, <x2,;, < --- <x,,.. Nach dem 
Satz von RoLLE (vel. Nr. 111) verschwindet dann die ‚erste ARE für n Werte 
21 <<." < Cs die zweite für n—1 Werte 21’ <zy’ <:.- <x& np... die 
(n — 1)-te für zwei Werte «{""1 < zi”-D und schließlich die n-te für einen Wert zum. 
Alle diese x-Werte liegen sehen x, und z,..- 

Somit gelten dien + 1 Gleichungen 


er 


B(2,&b,...,1)=0, D.laı,ä,b,..,l)=0, 
Dres )et es Dale, ,..,D)=0. 
u 


Gilt jetzt gleichzeitig CT, 0 > Rp 2, Ay > I, Bo gilt aa, b—>b,..,„I—I 
und offenbar auch x, — %g,% > %gy 29 — x. Durch Grenzüberganginden obigen 
Gleichungen kommen wir zu dem uns schon bekannten System (20), das die Schmie- 
gungskurve bestimmt. 
Existiert also eine Grenzlage für die durch n +1 Punkte der gegebenen Kurve ver- 
laufende Kurve der Schar, so ist diese Grenzkurve die Schmiegungskurve. 
In diesem Zusammenhang sagt man manchmal (nicht sehr streng, aber anschau- 
lich), die Schmiegungskurve aus einer (n + 1)-parametrigen Kurvenschar sei ‚die 
Kurve, die durch n + 1 unendlich benachbarte Punkte“ der gegebenen Kurve gehe. 


Insbesondere geht die Tangente durch zwei unendlich benachbarte Punkte, der 
Schmiegungskreis durch drei. 


S$S 4. Die Länge einer ebenen Kurve!) 


245. Hilissätze. Wir betrachten eine (geschlossene oder nicht geschlossene) ebene 
Kurve AB, die in Parameterdarstellung gegeben sei: 


= ol), y=Yl) hSE<T). (1) 


Einstweilen setzen wir 9 und y nur als stetig voraus. Die Kurve besitze keine Mehr- 
fachpunkte, so daß jeder Punkt genau einem Parameterwert i entspricht (mit even- 
tueller Ausnahme der — im Fall einer geschlossenen Kurve — zusammenfallenden 
Endpunkte).?2) Unter diesen Annahmen sprechen wir von einer einfachen stetigen 
Kurve. 

Um für eine solche Kurve den Begriff der Länge definieren zu können, beginnen 
wir mit einigen Hilfssätzen. Es seity, St’ <t’' s T; den beliebigen Parameterwerten 
t',t'’ mögen die Punkte M’, M’’ entsprechen. 


Lemma 1. Zu jedem 6 > 0 gibt es ein n > 0 derart, daß im Fall t!' —t! <n für 
die Länge der Sehne die Beziehung M'M' <ögili. 


In der Tat gibt es zu ö auf Grund der (gleichmäßigen) Stetigkeit von p und y ein 
n > 0 derart, daß für alle Paare t’, t’’ mit | — 1") < n zugleich 


„ PA [4 KZ Zi er ! Öö 
PET) — ER) < Ch \v(£”) nI<Tz 


also 


MM” = Viel”) — PP + pe”) -yeW)P < 0 
gilt. 
Lemma 2. Im Fall einer nicht geschlossenen Kurve gibt es zu jedem e > 0 einö > O0 
derart, daß sobald M’M' < ö gilt, auch die Differenz der enisprechenden Parameter- 
werte t'' — t’ kleiner als e wird. 


1) Obwohl dieser Problemkreis im Grunde zur Integralrechnung gehört, beginnen wir schon 
hier mit seiner Behandlung, da wir im nächsten Paragraphen den Begriff der Bogenlänge 
und ihre Eigenschaften brauchen. Allerdings müssen wir die tatsächliche Berechnung von 
Bogenlängen auf den Band II verschieben. 

2) Vgl. die Fußnote auf 8. 464. 
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Den Beweis führen wir indirekt. Wir nehmen an, es gäbe für ein e > 0 zu jedem 
ö > 0 zwei Punkte M’(t’) und M’'(t”’) derart, daß M’M' < 6, aber t"’ — ti’ > g wäre. 
Es sei {6,} eine gegen 0 strebende Folge; für ö=ö, (n=1,2,3,...) gäbe es dann 
zwei Folgen von Punkten M,(t') und M,(t"'), für die 


M,My <6n, aber , —t,Z2e (n=1,2,3,...) 


wäre. Nach dem Lemma von BOLZANO-WEIERSTRASS (vgl. Nr. 41) könnte man ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß dabei 


>, bt ot 
gilt (das läßt sich notfalls durch Übergang zu einer Teilfolge erreichen). Offenbar ist 


also i* = t**, Für die entsprechenden Punkte M* und M** würde aber M*M** — 0 
gelten; diese Punkte würden also zusammenfallen. Das kann aber nicht sein, da die 
Kurve weder Mehrfachpunkte hat noch geschlossen ist. Mit diesem Widerspruch ist 
die Behauptung bewiesen. 

Für geschlossene Kurven gilt die Behauptung nicht: Die Sehne M’M’' kann belie- 
big klein werden, während {’ beliebig nahe bei t, und t”’ beliebig nahe bei 7 liegt. 


246. Richtung auf einer Kurve. Wir wollen nun annehmen, der Punkt A entspreche 
dem Parameterwert ti = t,, der Punkt B dem Wert it = T; den Punkt A nennen wir 
den Anfangspunkt, Bden Endpunkt der Kurve. Im allgemeinen ordnen wir die Punkte 
M der Kurve nach wachsenden t, d. h., von zwei von A und B verschiedenen Punk- 
ten nennen wir denjenigen den ‚späteren‘ oder „folgenden“ Punkt, der dem größeren 
Wert des Parameters entspricht. Damit wird auf der Kurve eine Richtung oder ein 
Richtungssinn definiert. Formal hängt diese Definition jedoch von der speziellen 
Parameterdarstellung (1) ab. Wir wollen nun zeigen, daß tatsächlich der Begriff der 
Richtung nicht von der konkreten Art abhängt, in der die Kurve gegeben ist. 
Wir beginnen mit dem einfacheren Fall einer nicht geschlossenen Kurve. 


Hat die nicht geschlossene Kurve ÄB neben der Darstellung (1) die (ebenfalls doppel- 
punktfreie) Darstellung 


= pa), y=P*u) (wSu<D), (1*) 


wobei 9* und y* wie oben stetig sind, entspricht ferner dem Wert u = u, der Punkt A, 
dem Wert u=U der Punkt B, so bestimmen die Darstellungen (1) und (1*) auf der 
Kurve ein und dieselbe Richtung. 

Jedem Wert von i entspricht ein Punkt der Kurve, der seinerseits den Wert von u 
eindeutig bestimmt; umgekehrt entspricht jedem u genau ein bestimmter Wert von 
it. Somit ist u eine eindeutige Funktion von t, u = w(t), welche überdies für zwischen 
i{, und 7 variierendes # jeden ihrer Werte nur einmal annimmt. Insbesondere ist 
o(t,) = u undw(T)=ÜU. 

Nach Lemma 1 entsprechen zwei hinreichend benachbarten Werten von t beliebig 
benachbarte Kurvenpunkte; dann entsprechen ihnen nach Lemma 2 auch zwei be- 
liebig benachbarte Werte von u; also ist die Funktion u = w(f) stetig. 

Hieraus kann man schließen, daß diese Funktion monoton wachsend (im engeren 
Sinne) ist. Würde nämlich für i, <t’ < t’’ die Beziehung w = o(t’) > u’ = oft”) 
> u, = w(t,) gelten, so gäbe es nach einer bekannten Eigenschaft der stetigen Funk- 
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tionen (vgl. Nr. 82) zwischen i, und t’ einen Wert t’”, fürden o(#’”") = u” wäre,sodaß 
dieser Wert u” von der Funktion u = o(t) zweimal (fürt = 1” undt = t!’”) angenom- 
men würde, entgegen dem oben Bewiesenen. 

Damit ist also gezeigt, daß u = wf(t) mitt wächst; somit ist klar, daß die Anordnung 
der Punkte nach wachsendem Parameter i der Anordnung dieser Punkte nach wach- 
sendem u völlig gleichwertig ist. Also ist die so definierte Richtung, die man die 
ze auf der Kurve von A nach B nennen könnte, ein echter geometrischer Be- 
griff. 

Ersetzt man etwa t durch —f und ordnet die Punkte nach wachsendem t’ an, so 
gelangt man zum Begriff der Richtung auf der Kurve von B nach A; sie ergibt sich 
offenbar auch, wenn man die Punkte nach abnehmenden Parameterwerten t an- 
ordnet. Natürlich hängt diese Richtung ebenfalls nicht von der speziellen Wahl des 
Parameters ab. 

Zum Schluß wollen wir noch auf das Problem der Richtung auf einer geschlossenen 
Kurve eingehen. Auf einer solchen Kurve wählen wir zwei beliebige, von A ver- 
schiedene Punkte C und D, denen die Parameterwerte t=1t, bzw.t=t, >, ent- 
sprechen mögen. Somit folgt in der oben mit Hilfe des Parameters t festgelegten An- 
ordnung der Punkt D auf den Punkt C. Man kann zeigen, daß jede Richtung auf der 
Kurve, die durch eine beliebige, aber diese Anordnung von C und D unverändert 
lassende Parameterdarstellung festgelegt ist, mit der erstgenannten übereinstimmt. ' 

Entsprechen nämlich den Werten # = t$ und t = 7* (mitt, <tf <t,undt, < 7* 
< T) die Punkte 4* und B*, so kann man für den nichtgeschlossenen Bogen A4*B* 
ähnlich wie oben schließen. Da aber i$ beliebig nahe beit, und 7* beliebig nahe bei 7 
gewählt werden kann, gilt der Schluß für die ganze Kurve. 

Somit kann man von der Richtung (oder dem Durchlaufssinn) von A über C und D 
nach A sprechen, da sie nicht von der Wahl der Parameterdarstellung der Kurve ab- 
hängt. Analog läßt sich die Richtung von A über D und C nach A festlegen. 


947. Die Länge einer Kurve. Additivität der Bogenlänge. Wir gehen von der Darstel- 


lung (1) einer Kurve AB und der durch wachsendes t festgelegten Richtung aus. Auf 
der Kurve wählen wir eine Reihe von Punkten 


A = MM, Ma ..., Mi; Man „Ma =B, (2) 


und zwar so, daß sie in der erwähnten Richtung nacheinander durchlaufen werden. 
Die entsprechenden Parameterwerte seien 


u < th <bo <<; <igr <er <—m- (3) 


Verbinden wir je zwei aufeinanderfolgende dieser Punkte durch geradlinige Strecken 
(Abb. 149), so erhalten wir einen. der Kurve AB einbeschriebenen Streckenzug 


Abb. 149 
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M,M,...M,„-ıM,„. In Nr. 246 hatten wir die Unabhängigkeit der Richtung von der 
speziellen Wahl der Parameterdarstellung (1) gezeigt. Das gilt dann natürlich auch 
für den Streckenzug. 
Unter der Länge der Kurve AB versteht man nun die obere Grenze 8 der Menge der 
Längen p aller möglichen einbeschriebenen Streckenzüge: 
5 = sup ip}. 


Ist S endlich, so nennt man die Kurve rektifizierbar. ') 
Aus dieser Definition folgt, daß die Länge jedes einer Kurve AB einbeschriebenen 
Streckenzugs höchstens gleich der Länge S der Kurve ist. Insbesondere gilt das auch für 


die die Endpunkte A und B verbindende Sehne AB. 


Nun wählen wir auf AB einen Punkt C zwischen A und B, der einem Wertt =! 
zwischen £, und 7 entspricht (u <i<T). 


Ist AB rektifizierbar, so sind auch die Bögen AO und OB einzeln rektifizierbar. Um- 
gekehrt folgt aus der Rektifizierbarkeit dieser Bögen die der ganzen Kurve AB. Sind 
S, 8’, S’' die Längen von AB, AG, CB, so gilt 

Nr re (4) 
' Zum Beweis setzen wir zunächst die Kurve AB als rektifizierbar voraus und be- 
schreiben ihr beliebige Streckenzüge der Länge p’ bzw. p”’ ein, die den Bögen AG und 
CB entsprechen mögen. Diese beiden Streckenzüge bilden einen der Kurve AB ein- 
beschriebenen Streckenzug der Länge p = p' + p'.Dap< S, also 

p+p’sSs (5) 
gilt, ist offenbar auch 9 <S Sund p” < S. Somit sind die Mengen {p’} und {p”’} durch die 
(auf Grund der Rektifizierbarkeit von AB endliche) Zahl $ beschränkt. Daher haben 
die Bögen AC und CB die endlichen Längen 8’ = sup {p’}, 8” = sup {p”'}. 

Nach einer Eigenschaft der oberen Grenze (vgl. Nr. 11) gibt esZahlen p’ und p’’ in 
beliebiger Nähe von 5’ bzw. $’’. Aus (5) ergibt sich also durch Grenzübergang 


SHSTSS. (6) 
. Nun seien AC und OB rektifizierbar. Wir beschreiben der Kurve AB einen belie- 
bigen Streckenzug der Länge p ein. Ist C eine Ecke dieses Streckenzugs, so zerfällt 
dieser unmittelbar in zwei Streckenzüge der Länge p’ bzw. p'’, die den Bögen AG 


bzw. OB einbeschrieben sind. Ist C keine Ecke, so nehmen wir diesen Punkt zusätz- 
lich als Ecke hinzu. Dadurch wird die Länge des Streckenzugs nicht kleiner (Abb. 150; 
Dreiecksungleichung!). Der neue Streckenzug besteht dann wieder aus zwei einzelnen 
Streckenzügen. In jedem Fall gilt psp’ + ps 8’ + 8”. Die Menge {p} ist nach 
oben beschränkt ($’ und $”, also auch 8’ + 8’ sind endlich). Daher ist AB rekti- 
fizierbar, und für die Länge gilt 


S = sup {p} SS’ +8". 
Vergleicht man diese Ungleichung mit (6), so erhält man die gewünschte Gleich- 
heit (4). 


!) Wir weisen den Leser darauf hin, wie wichtig hier der genaue Begriff der Richtung auf der 
Kurve und auf dem einbeschriebenen Streckenzug ist. Könnte man den Punkt M; nach Be- 
lieben wählen, so wäre $ immer gleich &. 


‚248. Hinreichende Bedingungen für die Rektifizierbarkeit 515 
— 
F B 
Y 


Die Bogenlänge ist also additiv [vgl. Nr. 21, c)]. 
Natürlich gilt diese Additivität auch im Fall von mehr als zwei (aber endlich vielen) 
einzelnen Bögen. 


Abb. 150 


248. Hinreichende Bedingungen für die Rektifizierbarkeit.!) Differential der Bogen- 
länge. Bisher untersuchten wir den allgemeinen Fall einer stetigen einfachen Kurve 
(1). Wir wollen nun hinreichende Bedingungen dafür angeben, daß die Kurve rekti- 
fizierbar ist, und insbesondere weitere Eigenschaften der Bogenlänge untersuchen. 
Zu diesem Zweck wollen wir, wie in diesem Kapitel meist, wieder voraussetzen, daß 
die Ableitungen p’(t) und y’(t) existieren und stetig sind, 

Wir zeigen, daß unter diesen Annahmen die Kurve (1) rektifizierbar ist. 


Beweis. Wir betrachten den Streckenzug mit den Ecken in den Punkten (2), die 
den Parameterwerten (3) entsprechen. Die Koordinaten von M; sind 


I = o(t;), Yı = v(t;) (3 = 0, 1, 2, ..., n). 
Dann gilt 


n—1 


p= 2 (ir — u)? + (Yin — Ni)? 

Nach dem Mittelwertsatz (vgl. Nr. 112) ist aber 
ir — = Pldin) — pP) = PR) (ir bi)» 
Yırı — Y = Ylbin) — Yl) = Ye) (ein — 65) 
; <<; <iun K<dü;<ibu) 


n—1 
P=2 NP + WER - (in — tr: (7) 


Sind L und Z die größten Werte von |p’(t)| bzw. [y’(£)| im Intervall [i,, 7], so ergibt 
sich aus (7) die Abschätzung 


p<sYRr+BR.(T- 6). (8) 


Die Menge {p} ist nach oben beschränkt; somit hat die Kurve eine endliche Länge $, 
ist also rektifizierbar. 
Da $ = sup {p} gilt, folgt aus (8) nebenbei eine Abschätzung für $ nach oben: 


S</JP+DPR-.(T-), (9) 


also 


1) Allgemeinste (notwendige und hinreichende) Bedingungen für die Rektifizierbarkeit werden 
in Band III angegeben. 
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die wir alsbald benutzen. Übrigens brauchen wir auch eine Abschätzung nach unten: 
Sind 2 und I die kleinsten Werte von |[p’(t)| bzw. |y’(t)| in [f,, 7], so finden wir aus (7) 


analog zu (8) die Beziehung p > Yl? +12. (T — t,), um so mehr also 


Ss>ey®+12.(T —h). (9*) 
Ändert sich t und damit die Lage des Punktes M(t) auf der Kurve, so wird die 


Länge des veränderlichen Bogens ÄM eine Funktion des Parameters t; wir schreiben 
dafür S = s(t). Nun geben wir t den positiven Zuwachs At; dann wandert M längs 
der Kurve in Richtung auf B in die Lage M’ (Abb. 151). Die Größe 5 erhält einen 


positiven Zuwachs As, der gleich der Länge des Bogens MM’ ist (auf Grund der in 
Nr. 247 bewiesenen Additivität). Die Funktion s(t) ist also wachsend. 
Wir betrachten nun an n Stelle des Intervalls [i,, 7] das Intervall [i,, io + At] und 


wenden auf den Bogen M MM’ der Länge As die Abschätzungen (9) und (9*) an: 


YE+12.414sAs sy) + 12.4, 


wobei unter ! und I bzw. L und Z die kleinsten bzw. größten Werte von |p’(t)| und 
|y’(£)| im Intervall [t, © + At] zu verstehen sind. Hieraus folgt 


Prr<l <yYIL? + I2; 


da aber auf Grund der Stetigkeit der Ableitungen für At — 0 die beiden Zahlen ! und 
L gegen |g’(f)|, die Zahlen ! und L gegen |y’(t)| streben, streben die beiden Wurzeln 


gegen den gemeinsamen Grenzwert Y[p’(t)P® + [y’(t)®. Daher strebt = gegen den- 
selben Grenzwert. Offenbar gilt das ke für At <O0. a 


Somit ist die veränderliche Bogenlänge s(t) eine differenzierbare Funktion des Para- 
meters ; für die Ableitung nach dem Parameter gilt 


. A | 
(0) = lim = Vera + WO? 


oder, kürzer, 


+3 =Y+Y. (10) 
Durch Quadrieren und Multiplikation mit di? erhält man die einfache Formel 
ds? = dx? + dy?, (11) 


A 
Abb. 151 Abb. 152 
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die überdies eine anschaulich-geometrische Bedeutung hat: Abb. 152 zeigt das 
(krummlinige) rechtwinklige Dreieck MNM,; seine Katheten sind die Koordinaten- 


zuwächse von M, also MN = Ax, NM. ı = Ay, seine Hypotenuse ist der Bogen MM 1 


= As, der Zuwachs des Bogens AM = s. Es gilt also eine Art pythagoreischer Lehr- 
satz, zwar nicht für die Zuwächse selbst, aber immerhin für ihre Differentiale. 

Es sei noch auf einige Spezialfälle der wichtigen Formel (10) hingewiesen, die ver- 
schiedenen Formen der Definitionsgleichung der Kurve entsprechen. Ist diese explizit 
durch y = f(x) gegeben, so ist x der Parameter; s hängt von x ab, s = s(x), und (10) 
lautet jetzt | 


s,=V1-+ 2%. (10a) 


Ist die Kurve in Polarkoordinaten r = 9(6) gegeben, so ist das bekanntlich gleich- 
bedeutend mit der Parameterdarstellung 


x=rc0s6, y=rsind, 


wobei 0 der Parameter ist. Jetzt ist die Bogenlänge eine Funktion von 6, s = s($). 
Wegen 


%=1r,C089 -rsind, y=r,sind + r c08 0 
gilt 
j typen tr, 
so daß (10) die Gestalt 
= Yr?  r? (10b) 


annimmt. 

Oft is es zweckmäßig, als Anfangspunkt A nicht einen der Endpunkte des Bogens, 
sondern irgendeinen inneren Punkt zu nehmen. Dann muß man natürlich die Bögen, 
die in Richtung wachsender Parameterwerte verlaufen, positiv, die anderen negativ 
nehmen. Demgemäß erhält die Bogenlänge ein Vorzeichen. Auch diese vorzeichen- 
behaftete Bogenlänge s nennen wir einfach Bogenlänge. Die Formeln (10), (11), (10a), 
(10b) bleiben in allen Fällen gültig. 

Wählt man als positive Richtung nicht diejenige nach wachsenden Parameter- 
werten, wie man das üblicherweise tut, sondern nach abnehmenden, so muß man in den 
Formeln (10), (10a), (10b) die Wurzel negativ nehmen. 


249. Der Bogen als Parameter. Positive Richtung der Tangente. Da der veränderliche 
Bogen s = s(f) eine stetige monoton wachsende Funktion des Parameters t ist, kann 
man diesen seinerseits als eindeutige und stetige Funktion von s ansehen: t = o(s), 
wobei s zwischen 0 und der Länge 8 der ganzen Kurve variiert (vgl. Nr. 83). Setzt man 
diesen Ausdruck für t in die Gleichung (1) ein, so erhält man die laufenden Koordi- 
naten x und y als Funktionen von s: 


x = plo(s)) = ©ls), y= ylols)) = Ye). 


Zweifellos ist der Bogen s als „‚krummlinige Abszisse“ des Punktes M der natürlichste 


Parameter zur Bestimmung seiner Lage. 
Da man nicht notwendig die Bogenlänge von A aus zu zählen braucht, kann s so- 


wohl positive als auch negative Werte annehmen. 
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Der Punkt M der Kurve (1) sei nicht singulär, so daß also s, = Ya? + y > 0 ist; 
dann existiert nach Nr. 94 für den entsprechenden Wert s (und in seiner Nachbar- 
schaft) die stetige Ableitung 


Daher existieren auch die stetigen Ableitungen 
s=PD(s),, % = Y(s). 


Nimmt man in (11) alle Differentiale in bezug auf s, so ergibt sich 


dx \? dy\? 
ee I ef, 2 
(2) +(a) . 
Ist also M ein nichtsingulärer Punkt bei der Parameterdarstellung (1), so ist er auch 


nichtsingulär beim Übergang zum Parameter s. Ferner liefert Formel (12) folgenden 
nützlichen Satz: 


Es sei M ein nichtsingulärer Punkt einer Kurve. Ist M, ein veränderlicher Punkt 
dieser Kurve und strebt M, gegen M, so strebt das Verhältnis der Länge der Sehne MM, 
und der Länge des Bogens!) MM, gegen 1: 


Mu MM; 


Beweis. Wir nehmen die Bogenlänge als Parameter; der Punkt M entspreche dem 
Wert s, der Punkt M, dem Wert s + As. Die Koordinaten dieser Punkte seien x, % 
bzw. x + Az, y + Ay. Dann ist 


MM,=|4s| und MM, = YAa + Ay8, 


also 


MM, Y4Ax-+ Ay? z . 4 2 a 
mm,  JIdsl As As ) 

Gehen wir rechts für As — 0 zur Grenze über, so erhalten wir nach (12) gerade das ge- 
wünschte Resultat. 

Bisher bestimmten wir die Lage der Tangente an eine Kurve in einem (nicht- 
singulären) Punkt M durch ihren Richtungskoeffizienten tan «, ohne die beiden ent- 
gegengesetzten Tangentenrichtungen zu unterscheiden; für beide hat ja tan x den- 
selben Wert. Bei einigen Untersuchungen ist es jedoch notwendig, einen dieser Rich- 
tungssinne festzulegen. 

Wir stellen uns vor, auf der Kurve sei ein Anfangspunkt gegeben, von dem aus die 
Bogenlänge zu rechnen ist, und ebenso die Richtung, in der sie wächst. Als Parameter, 
der die Lage eines Punktes auf der Kurve bestimmt, nehmen wir die Bogenlänge. 

Der Punkt M möge der Bogenlänge s entsprechen. Wir erteilen s den positiven Zu- 
wachs As; die Bogenlänge s + As bestimmt einen Punkt M,, der von M aus in Rich- 


1) Der Einfachheit halber bedeute in der Formel MM, die Länge der Sehne, MM ı die Länge 
des Bogens. 
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tung wachsender Bogenlänge liegt. Die Sekante richten wir von M nach M,, den 
Winkel, den diese Sekantenrichtung mit der positiven x-Achse bildet, bezeichnen wir 


mit ß. Projiziert man MM, auf die Koordinatenachsen (Abb. 153), so ergibt sich nach 
bekannten Regeln 


Proj,(MM,) = Ax = MM, cos ß, Proj,(MM,) = Ay= MM,sin ß, 


also 
cosß = ed ‚, snß= Ay ; 
M, MM, 
Wegen MM ı = As kann man dafür auch 
Ne RE Be EL Menue (14) 
As MM, As MM, 
schreiben. 


Wir nennen diejenige Tangentenrichtung positiv, die nach der Seite der wachsenden 
Bogenlänge zeigt. Genauer: Sie wird als Grenzlage des im Sinne der obigen Aus- 
führungen gerichteten Strahles MM, für As — 0 definiert. Bezeichnet man den Win- 
kel zwischen der positiven Tangentenrichtung und der positiven x-Achse mit «, so er- 
hält man unter Beachtung von (13) aus (14) die Beziehungen 

dx dy 
COS & Ze ENnK—= >. (15) 
Diese Formeln bestimmen « bis auf 2kr (k ganz) genau; sie legen daher tatsächlich 
eine der beiden Tangentenrichtungen, und zwar die positive, fest. 


Bemerkun g. Allesin den Nr. 245 bis 249 über ebene Kurven Dargelegte läßt sich 
ohne wesentliche Änderungen auf den Fall räumlicher Kurven 


<= ol), y=yli), 2=eil) LStST) (1*) 


übertragen. Der Begriff der Länge einer Kurve wird ebenso definiert wie in Nr. 247. 
Haben die Funktionen p, y, x stetige Ableitungen, so ist die Länge endlich und die 
Kurve rektifizierbar. Die Länge des veränderlichen Bogens (vom Anfangspunkt bis 
zum laufenden Punkt, der dem Parameterwert t entspricht), s = s(t), ist nach : diffe- 
renzierbar, und für die Ableitung nach t gilt 


selutyuitz- (10*) 
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Hieraus ergibt sich für das Differential der Bogenlänge 
ds? = dx? + dy? + d2?. (11*) 


Falls keine singulären Punkte vorhanden sind (vgl. Nr. 228), kann man zu einer Para- 
meterdarstellung übergehen, bei der die Bogenlänge s der Parameter ist. Schließlich 
läßt sich der Begriff der positiven Tangentenrichtung einführen, für deren Richtungs- 
kosinus die Beziehungen 


co I | c08y = — 15* 
ee I — ds’ Eee ( ) 


gelten. 


85. Die Krümmung einer ebenen Kurve 


250. Die Krümmung. Es sei eine einfache Kurve 
= ol), yayli) WStST) (1) 


gegeben; diesmal werden und y jedoch als zweimal stetig differenzierbar voraus- 
gesetzt. Wir wollen einen Bogen dieser Kurve betrachten, der keine singulären Punkte 
enthält. 

Ziehen wir in jedem Punkt die Tangente (etwa in positiver Richtung), so wird sie 
sich bei einer Verschiebung des Berührungspunktes drehen, da die Kurve irgendwie 
„gekrümmt“ ist. Dadurch unterscheidet sich eine Kurve wesentlich von einer Gera- 
den, bei der die (mit ihr zusammenfallende) Tangente in allen Punkten dieselbe Rich- 
tung hat. 

Ein wichtiges Element, das den Verlauf der Kurve charakterisiert, ist nun der 
„Grad des Gekrümmtseins‘ oder die „Krümmung“, die sie in verschiedenen Punkten 
aufweist. Diese Krümmung läßt sich durch eine Zahl ausdrücken. 

Es sei MM, (Abb. 154) ein Bogen der Kurve; wir betrachten die (positiv gerich- 
teten) Tangenten MT und M,T, in den Endpunkten dieses Bogens. 

Naturgemäß charakterisiert man die Krümmung der Kurve durch den Winkel, um 
den sich die Tangente dreht, und zwar bezogen auf die Einheit der Bogenlänge, also 


durch den Quotienten —, wobei w im Bogenmaß und o in der gewählten Längen- 
. 


Abb. 154 Abb. 155 
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einheit gemessen wird. Dieses Verhältnis nennt man die miitlere Krümmung des 
Kurvenbogens, 

Im allgemeinen wird die mittlere Krümmung auf den einzelnen Kurvenabschnitten 
verschieden sein.. Übrigens existiert eine (einzige) Kurve, für die die mittlereKrüm- 
mung überall konstant ist, nämlich der Kreis.!) Für den Kreis gilt nämlich (Abb. 155) 


unabhängig von dem einzelnen Bogenstück des Kreises. 


Von der mittleren Krümmung eines Bogens MM ı gehen wir nun zu der Krümmung 
in einem Punkt über. 


Unter der Krümmung einer Kurve in einem Punkt M versteht man den Grenzwert, 


gegen den die mittlere Krümmung des Bogens MM ı Strebt, wenn M, längs der Kurve 
gegen M strebt. (Die Existenz dieses Grenzwertes setzen wir einstweilen voraus). 
Für die Krümmung % einer Kurve in einem gegebenen Punkt gilt also 


k= lim —. | 
0 € 
P 1 
Für den Kreis ist offenbar k = Rn d.h., die Krümmung des Kreises ist das Rezi- 
proke seines Radius. 


Bemerkung. Der Begriff der mittleren Krümmung und der der Krümmung in 
einem gegebenen Punkt sind dem Begriff der. mittleren Geschwindigkeit bzw. dem der 
Geschwindigkeit eines sich bewegenden Punktes in einem gegebenen Zeitpunkt 
völlig analog. Man kann sagen, die mittlere Krümmung chrakterisiere die mittlere 
Geschwindigkeit der Änderung der Tangentenrichtung, die Krümmung in einem 
Punkt dagegen die Momentangeschwindigkeit der Änderung dieser Richtung in dem 
betreffenden Punkt. 

Wir wollen nun einen analytischen Ausdruck für die Krümmung herleiten, auf 
Grund dessen wir sie berechnen können. Dabei nehmen wir an, die Kurve sei In 
Parameterdarstellung gegeben. 

Zunächst sei die Bogenlänge der Parameter. Wie wir aus Nr. 249 wissen, ist diese 
Darstellung immer möglich, wenn der betrachtete Kurvenbogen keine singulären 
Punkte enthält. 


Y 


Abb. 156 


1) abgesehen natürlich von der Geraden, wo sie überall 0 ist. 
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Auf einem solchen Teilstück der Kurve wählen wir den (also sicher nicht singu- 
lären) Punkt M, dem der Wert s der Bogenlänge entsprechen möge, Erteilen wir s 
den positiven Zuwachs As, so gelangen wir zum Punkt M,(s + 4s); vgl. Abb. 156. 
Der Zuwachs A« des Neigungswinkels der Tangente beim Übergang von M zu M, 
liefert den Winkel w zwischen den beiden Tangenten: »® = 4a. 


Wegen ao = 4s ist also die mittlere Krümmung gleich —. 


Nun strebe MM ı = As gegen 0. Dann ergibt sich für die Krümmung der Kurve in 
M die Beziehung 


Ax da 
a a (2) 


Übrigens ist wichtig, daß diese Formel nur bis aufs Vorzeichen richtig ist, da die 
Krümmung nach unserer Definition eine nichtnegative Zahl ist. Der Ausdruck rechts 
kann aber auch negativ werden. 

Sowohl Ax als auch As können negativ sein, so daß man eigentlich ® = |4a|, 
oa = |4s! und schließlich 


da 


k= |—- 


schreiben müßte. Darauf ist auch im folgenden zu achten. 

Um Formel (2) in einer Gestalt zu erhalten, die zur unmittelbaren Berechnung ge- 
eignet ist (und um die Existenz der Krümmung selbst zu beweisen), gehen wir zu 
einer beliebigen Parameterdarstellung der Kurve (1) über. 

Da M(t) kein singulärer Punkt, somit x? + y? > 0 ist, können wir ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit x, = o’(t) = 0 annehmen. 

Nun schreiben wir Formel (2) anders: 


> 
da di Or 
ae ae (3) 
dt 


Da s, = Ya? + yz gilt [vgl. Nr. 148, Formel Pr braucht man nur noch x, zu be- 
Yı 


stimmen. Wegen tan = — und « = arctan —  [vgl. Nr. 106, Formel (11)] ist 
also 2 
1 Lee — LrrYı __ rYır — FrrYı 
Pe DSL BEREn s2 1 BSR PBen ee 0 4 
14 (*) a + “ 
t 


Setzen wir diese Ausdrücke für &, und s, in (3) ein, so erhalten wir schließlich 


_ LYıı — Tue 


Er = 


Diese Formel eignet sich vorzüglich zur direkten Berechnung; denn die darin vor- 
kommenden Ableitungen ergeben sich sofort aus der Parameterdarstellung. 
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Ist die Kurve in der expliziten Form y = |{x) gegeben, so lautet diese Formel 


ko /a__ 
(+ ya e. 


Für eine Kurve r = 9(6) in Polarkoordinaten schließlich geht man wie üblich zur 


Parameterdarstellung in kartesischen Koordinaten mit 0 al B 
erhält man mit Hilfe von (5) die Formel 2 0 als Parameter über. Dann 


+ 2, — Tr 


LET sb) 


251. Krümmungskreis und Krümmungsradius. In vielen Untersuchungen ist es 
zweckmäßig, die Kurve In der Nähe des betrachteten Punktesan genähert durch einen 
Kreis zu ersetzen, der dieselbe Krümmung hat wie die Kurve in diesem Punkt. 

Unter dem Krümmungskreis einer Kurve in einem gegebenen Kurvenpunkt M 
verstehen wir den Kreis, der 

a) die Kurve in M berührt, 

b) in der Nähe des Punktes nach derselben Seite konvex ist wie die Kurve, 

c) dieselbe Krümmung hat wie die Kurve in M (Abb. 157). 


Abb. 157 


Der Mittelpunkt des Krümmungskreises wird Krümmungsmiittelpunkt, sein Radius 
Krümmungsradius (der Kurve in dem gegebenen Punkt) genannt. 

Aus der Definition des Krümmungskreises folgt, daß der Krümmungsmittelpunkt 
immer auf der Kurvennormalen in dem betrachteten Punkt, und zwar nach der kon- 
kaven (d.h. auf der zur Konvexitätsrichtung entgegengesetzten) Seite der Kurve 
liegt. Ist die Krümmung der Kurve in einem gegebenen Punkt gleich k, so gilt für 


den Krümmungsradius R offenbar R = n da nach Nr. 250 für den Kreis k = 5 
ist. 

Wenn wir die in Nr. 250 für die Krümmung hergeleiteten Ausdrücke benutzen, so 
erhalten wir für den Krümmungsradius die Formeln 


ds 
RR 6 
R > (6) 


34* 
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q2 ae 2\3/2 
z (2 yr) (7) 
IYı — Fuıyı 
213/2 
Yrx 
(rt + r)®2, | 
el 7b 
2 r? + 2r} — Ir (7b) 


R 


R= 


die je nach der Art der Kurvengleichung anzuwenden sind. 

Aus allen diesen Formeln ergibt sich der Krümmungsradius mit dem Vorzeichen, 
wie oben die Krümmung. Hier wollen wir aber dieses Vorzeichen nicht vernachlässi- 
gen, sondern seine geometrische Bedeutung erläutern. 

Zu diesem Zweck führen wir den Begriff der positiven Normalenrichtung ein. Wir 
haben schon in Nr. 249 auseinandergesetzt, daß. auf der Tangente diejenige Richtung 
als positiv bezeichnet wird, die nach der Seite der wachsenden Bogenlänge weist. 
Auf der Normalen wählen wir diejenige Richtung als positiv, diein bezug auf die posi- 
tive Tangentenrichtung ebenso orientiert ist wie die y-Achse zur x-Achse. Beispiels- 
weise muß bei der üblichen, Anordnung der Achsen die Normale mit der positiven 


Tangentenrichtung den Winkel + rn entgegen dem Uhrzeigersinn bilden. 


Sieht man jetzt den Krüämmungsradius R = MC als gerichtete Strecke an, die auf 
der Normalen liegt, so gibt man ihm naturgemäß das positive Vorzeichen, wenn er in 
die positive Normalenrichtung weist, anderenfalls das Minuszeichen. In Abb. 158 ist 
der Krümmungsradius für die Kurve (I) positiv, für die Kurve (II) negativ. 

Wir wollen uns nun davon überzeugen, daß das Vorzeichen des Krümmungsradius, 
das sich nach jeder der obigen Formeln ergibt, tatsächlich dieser Definition entspricht. 
Dabei ist es jedoch wichtig zu betonen, daß in allen Fällen die positive Richtung dem 
wachsenden Parameter (f, x bzw. 0) entspricht. 

Am einfachsten überzeugt man sich im Fall der explizit gegebenen Kurve. Hier 
(Abb. 158) ist die Tangente nach rechts gerichtet, daher die Normale nach oben. Ist 
Yzz > 0 sowohl im betrachteten Punkt als auch — aus Stetigkeitsgründen — in seiner 
Umgebung, so ist die Kurve nach unten konvex (vgl. Nr.:143) und R positiv. So er- 
gibt sich R auch aus Formel (7a). | 

Für y,, < 0 ist die Kurve nach oben könvex, R negativ, in völliger Übereinstim- 
mung mit (7a). 

Dasselbe kann man bei den übrigen Formeln zeigen. 


m; (I) 
AN yclEn) 
A 
R 
“ei M(x,y] 5 
En (2) 
T 
AU+> 
m ra . Abb. 158 


252. Beispiele. 


1. Die Keitenlinie y = a cosh = (Abb. 41, S. 193). Hier ist (vgl. Nr. 99, Beispiel 28) 


Yi+2=coh7—- 4 _1 .,:@ Y 
\ Yz a a und er 


Daher ist nach (7a) 


Wie man leicht sieht, erhält man denselben Ausdruck für das Normalenstückn = MN „so 
daß man.den Krümmungsmittelpunkt C folgendermaßen konstruieren kann: Das. Normalen- 


stück MN (vgl. Abb.41, 8.193) muß man auf der Normalen um sich selbst in positiver Richtung 
verschieben. 


2. Die Astroide x2/® + y2/® = a2/® (Abb. 116, 8.465). Die Ableitun 
k .116, S. ; gen y„ und y,, lassen 
= auch ohne Auflösen der Gleichung durch Differentiation der impliziten Funktionen be- 
stimmen: 


a3 - yılay —=0 oder zuldy’ -1- yıl3 = (), also y’ = — 2)" 
x 
ferner 
als aßls 
3ry2ls 4 Zrtl3y1l3" 


1 041 
Ze yy Hay 0, also y’ = 
Setzt man y’ und y’” in Formel (7a) ein, so ergibt sich R = 3(axy)1l®. 
3. Die Zykloide x = aft — sint), y= all — cost) (Abb. 118, S. 467). Wegen x = Fr = 
(vgl. Nr. 231, Beispiel 4) ist da = — - di; ferner gilt 
4 =all — cost), „=asint, a +y = da? sin? —, 
also 


AR. 
4 = Ve; +yr = 2a sin — und ds = 2a sin — dt. 


Hier benutzen wir zur Berechnung von R die Formel (6): 


t 
Da sin — di 
ds GET 
a Fr or —4dasın —. 
“ —— di 


Erinnert man sich des in Nr. 231, Beispiel 4, hergeleiteten Ausdrucks für den Normalen- 
abschnitt n, so ergibt sich R = —2n. Hieraus folgt die aus Abb. 118 ersichtliche Konstruktion 


des Krümmungsmittelpunktes 0. 
4. Die Kreisevolvente x = a(cost + tsint), y= alsint — t cost) (Abb. 121, S.470). Hier gilt 
nach Nr. 231, Beispiel 6, offenbar & = t, also dx = di. Andererseits ist 


y=atcost, „=alsınt!, + y = at”, 
also 
s$=a, ds=at.d. 
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Hiernach ergibt sich einfach 
R= 2 -a= MB: 
da 


Somit ist der Berührungspunkt B (der Punkt, in dem sich der Faden vom Kreis löst) Krüm- 
mungsmittelpunkt für die Bahnkurve des Fadenendes M. Der geometrische Ort der Krümmungs- 
mittelpunkte der Kurve ist der ursprüngliche Kreis. 

Hier stoßen wir auf einen Spezialfall eines Sachverhaltes, den wir in Nr. 255 allgemein unter- 
suchen werden. 


5. Die logarithmische Spirale r = ae"® (Abb.134, 8.486). Hier ist rg = mr, rgg = mPr. Setzt 
man das in (7b) ein, so ergibt sich 
(t? -— m2r2)sl2 


— — I I = rYi Hm. 
r? + 2m?r? — m?r? 


Nun ist m = cot o (vgl. Nr. 233, Beispiel 3), so daß R in der Gestalt 


r 


sin © 
geschrieben werden kann. Dann ersieht man unmittelbar aus’ Abb. 134, daß der Polarenab- 


schnitt der Normalen n, = NM ist. Krümmungsmittelpunkt ist also der Punkt N. Das liefert 
ein einfaches Verfahren zur Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes der logarithmischen 
Spirale. 


6. Die Kardioider = a (1 + cos 6) (Abb. 135, S.486). Hier istrg= —a sin 0, rg, = —a cos. 
Man rechnet leicht 


0 
r? + r; — 4a? sr 


aus, es bleibt noch rg — rrgg = a?(1 + cos 0) = 2a? cos? LA zu berechnen, und es ergibt sich 
sogleich nach (7a) 2 


R A kos 
== 2° 


Vergleicht man das mit dem Ausdruck für den Polarenabschnitt der Normalen für die Kar- 
dioide (vgl. Nr. 233, Beispiel 4), so folgt 


2 
R = ztp 


7. Die Lemniskate r? = 2a? cos 20 (Abb. 126, S.474). Wir haben in Nr. 233, Beispiel 5, ge- 
sehen, daß hier & = 30 + = ist, also d« = 3d0. Dann ergibt sich nach Formel (6) sofort 


:ds 1 1 1 da? 
R = — = —s ze 2 1 een en 
die JH ZUTHTTHT, 


Da wir die Normale an die Lemniskate schon konstruieren können, ergibt sich hieraus auch 
ein Verfahren zur Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes. 


8. Die Parabel y? = 2px. Wir differenzieren implizit und finden nacheinander 
Yy, = P, Year +% =0, also YPYız = —P°. 
Jetzt ergibt sich nach Formel (7a) 


1 -1- v21\3/2 17,2 213/2 2 213/2 
R- WAT er eu _Y Aue (y > 0). 


Yıx | EW YYrz 
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Da nach Nr. 231, Beispiel 1, für den Normalenabschnitt n = Yy? + p? gilt, ist 


2 2 
6. Ellipse und Hyvperbel: Fr >. Ir = 1. Durch Differenzieren ergibt sich 


T Yyz _ b2x 
one 0, also yy,= ir 
ferner 
pA 2 pi 
Yyız Fo oder Yun = le +5)--7 
Wie oben folgt hieraus 


(biz? + aty2)3l2 
a*bi 


k=-— (y>0). 


Vb?z2 a2 
Nach Nr. 231, Beispiel 2, gilt für den Normalenabschnitt n = Ma ie also ist 
a 


Bekanntlich gilt sowohl bei der Ellipse als auch bei der Hyperbel für den Halbparameter p 
die Beziehung p = — ‚Daher ergibt sich auch hier für £ derselbe Ausdruck wie bei der Parabel. 


Für alle drei K ne ist der Krümmungsradius proportional der dritten Potenz des Norma- 
lenabschnittes. 

10. Zum Schluß bringen wir noch einige Ausführungen über ein praktisches Problem, bei 
dem gerade die Änderung der Krümmung längs der Kurve wesentlich benutzt wird, nämlich 
über sogenannte Übergangskurven bei der Anlage von Eisenbahnschienen in Kurven. 

In der Mechanik wird gezeigt, daß bei der Bewegung eines Massepunktes längs einer Kurve 
eine Zentrifugalkraft 


mv“ 


auftritt; dabei ist m'die Masse des Punktes, v:seine Geschwindigkeit und R der Krümmungs- 
radius in dem betrachteten Punkt. 


f_ 
yA 
| 


PL 


R 


| 
\ 
cd = 
| 
| 
| 
l 
| 


a) 
Abb. 159 


35* 


528 VII. Anwendungen der Differentialrechnung in der Geometrie 


Würde der geradlinige Teil der Eisenbahnschiene unmittelbar an den krummlinigen, kreis- 
bogenförmigen Teil anschließen (Abb. 159 &), so würde beim Übergang zu diesem Teil die Zentri- 
fugalkraft plötzlich auftreten und dabei einen heftigen, starken Stoß verursachen, der für das 
rollende Material und für den Oberbau schädlich wäre. Um das zu vermeiden, verbindet man 
den geradlinigen Teil mit dem krummlinigen durch eine sogenannte Übergangskurve (Abb. 
159b). Längs dieser Kurve ändert sich der Krümmungsradius allmählich, er nimmt von oo 
(dem Wert, den er am Ende des geradlinigen Stückes hat) bis zum Radius des Kreises (dem 
Wert zu Beginn des kreisförmigen Stückes) allmählich ab, und dementsprechend wächst auch 
die Zentrifugalkraft allmählich. 23 

Als Übergangskurve nimmt man meist die kubische Parabel y = = Dann ist offenbar 


,’ x? 

4.re 27 ”- 4 

und für den Krümmungsradius erhält man 
3/2 
..t ( 1+ =) 
x 49? 
Für x = 0 gilt y’ = 0 und R = x, unsere Kurve berührt im Ursprung die x-Achse und hat die 
Krümmung 0.!) 
Manchmal wird auch ein Lemniskatenbogen als Übergangskurve gewählt. 


„ 


ER 
qg 


$ 
} 
} 


253. Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes. Wir wollen nun Formeln für 
die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes aufstellen; die Koordinaten des 
Kurvenpunktes M bezeichnen wir mit x,y, die des entsprechenden Krümmungs- 
mittelpunktes C mit &, 7 

Der ae R = MC (Abb. 158, S. 524) liegt en einem Strahl der ge- 
richteten Normalen, der mit der x-Achse den Winkel « +5 — bildet. Für die Pro- 
jektionen von MC auf die x- bzw. y-Achse gilt 


a Reos|« +5) — —Bsin a, n—-yYy- R sin (« + 3) — Rcosa. 


Hieraus ergibt sich 
E=x—Rsino, n=y-+Rcosa. (8) 
“Unter Benutzung der in Nr. 251,’Formel (6), und Nr: 249, Formel (15), hergeleiteten 
dy a BEN 
1, Ep - folgt für die Koordinaten des 
Krümmungsmittelpunktes schließlich 
’ 


i ds de . 
Beziehungen R = —-, c0o8& = —, sina = 


{ d dr 
=, =y+ I (9) 


Ist die Kurve in der Parameterdarstellung (1) gegeben, so ergibt sich aus (9), wenn 
man den Ausdruck für &, benutzt, 


2 x + Y +7 
Bun it ,„, = y + — ;, 10 
Ye — Trıyı y u LYıs — IrıYı 119) 


Hier sind also & und 7 Funktionen desselben Parameters t wie x und y. 


!) Mit Hilfe der Differentialrechnung (vgl. Nr. 134, 135) läßt sich leicht zeigen, daß R nur bis 


x = 0,946 Yq abnimmt, wo sich der Minimumwert R = 1,3% Yq ergibt. Nur dieser Teil der 
Kurve wird in der Praxis benutzt. 
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a die Kurve in der expliziten Form y = f(x) gegeben, so gehen die Formeln (10) 
über in 


$=r— 11% Y:> yey+ı%, (10a) 
Yıx Yır 

Die Formeln (10) sind auch anwendbar, wenn die Kurve in Polarkoordinaten 
r = 9(0) gegeben ist; dabei ist, wie üblich, 9 als Parameter zu nehmen. 

Vergleichen wir (10 a) mit den Formeln für den Grenzpunkt auf der Normalen, die 
wir bei der Lösung der Aufgabe in Nr. 137 (Abb. 62, S: ‘266) erhalten hatten, so finden 
wir, daß dieser Punkt gerade der Krümmungsmittelpunkt ist. 

Ein noch wichtigeres Resultat erhält man durch Vergleich der Formeln (10a) und 
(7 a) mit den Formeln (22) und (23) aus Nr. 243: Der Krümmungskreis einer Kurve in 
einem gegebenen Punkt ist.nichts anderes als der Schmiegungskreis. Anders ausgedrückt 
(Nr. 244), der Krümmungskreis ist die Grenzlage des Kreises, der durch drei Kurven- 
punkte geht, wenn diese drei Punkte mit dem gegebenen Punkt zusammenfallen. 

Dieses Ergebnis ließ sich natürlich voraussehen: Im Fall einer Berührung zweiter 
Ordnung zwischen gegebener Kurve und Kreis stimmen die, Ordinate y und die beiden 
Ableitungen y, und %,, in dem betreffenden Punkt für Kreis und. Kurve überein, so 
daß in diesem Punkt auch die Konvexitätsrichtungen und die Krümmungen über- 
einstimmen, die ja beide nur von diesen Ableitungen-abhängen. 


254. Evolute und Evolvente. Abwicklung der Evolute. Bewegt sich ein Punkt M(z, y) 
längs einer gegebenen Kurve, so beschreibt der entsprechende Krümmungsmittel- 
punkt C(£,n7) im allgemeinen ebenfalls eine: Kurve. Den geometrischen Ort der 
Krümmungsmittelpunkte einer gegebenen Kurve nennt man ihre Krümmungs- 
miltelpunkiskurve oder Evolute. Umgekehrt nennt man die Ausgangskurve i in bezug 
auf ihre Evolute die Evolvente dieser Kurve. 

Die Formeln (10) bzw. (10a) ausNr. 253 für die Koordinaten £, n des Krümmungs- 
mittelpunktes C, die den Parameter t (bzw. x) enthalten, können also als Parameter- 
darstellung der Evolute angesehen werden. Manchmal eliminiert man den Parameter 
und erhält dadurch die Evolutengleichung in der impliziten Form 


F(&,n)=Vd. 


Beispiele. 
1. Man bestimme die Evolute der Parabel 42 = 2px. Unter Benutzung der Resultate aus 
Nr. 252, Beispiel 8, ergibt sich 


Y=Pd Warm 


so daß nach Formel (10a) für die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes 


_ y2 + (yYyz) PR _4 u _ 

E et re a = 37 -4-Pp E77 p, 
| y? + (yy.)” _ Vs. se 

= ytLy-ä_- = y—- — Y’+P)=-7 

 S YVYrx . 2° p* 


folgt. Also lautet die Parametergleichung der Evolute der Parabel (y ist Parameter) 
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j \ ; DE 2 . “ . 
Durch Elimination von y erhält man y? = = (Ep), P = —p?n und hieraus schließlich 


8 
"= ep". 


Die Evolute der Parabel ist also eine semikubische Parabel (Abb. 160). 


Abb. 160 Abb. 161 


2. Man bestimme die Evolute der Ellipse x = a cost, y = b sin £. Hier ist 


= -—asint, Zu=—acot, „y=becost, Ya —bsint. 
Durch Einsetzen in Formel (10) folgt 
42 sin? b2 cost 2 _Bp2 2_ ._ 
ee eat ifel. = 0, gan ir: 
a 


Das ist eine Parameterdarstellung der Ellipsenevolute. Eliminiert man t, so erhält man die Glei- 
chung dieser Kurve in der Gestalt 


(a) + (dm) =cB (= ar — iM, 


Die Kurve erinnert an die Astroide; sie ergibt sich aus dieser durch Streckung in der vertikalen 
Richtung (Abb. 161). | | 
Analog ergibt sich (mit Hilfe der hyperbolischen statt der trigonometrischen Funktionen) 


; z y% 
für die Hyperbel — — — = 1 die Evolute 
a? b? 


(a&)2/3 — (bn7)2/3 — 0413 (? = a? +2). 
3. Man bestimme die Evolute der Astroide x2/3 + y2/® = a2l3. In Nr. 252, Beispiel 2, hat- 


ten wir 
Ye. = (2) » Yır Ey (=) 


gefunden. Setzt man das in Formel (10a) ein, so findet man nach Vereinfachung 
E=-r-+ 31/323, n=y+ 3,2313, 

Hieraus kann man unter Heranziehung der Astroidengleichung x und y eliminieren: 
etrn=@t ty), Eon= (al — ya), 
(E + n)2/3 + (E — n)%3 2(x2131- y2l3) — Ya2l3, 
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Dreht man die Koordinatenachsen um 45°, so erhält man die neuen Koordinaten &; 


zZ : EN, aus 
on = en 
&,n durch &, = 5’ N=— 7 so daß in diesem neuen Koordinatensystem die 


Gleichung der gesuchten Evolute die Gestalt 
8 4 nie = (Za)els 
annimmt. Darin erkennen wir wieder eine Astroide. Die Evolute der Astroide ist also ebenfalls 


eine Astroide, aber mit Achsen, die gegenüber den ursprünglichen um 45° gedreht sind, und mit 
doppelt so großen Abmessungen (Abb. 162). 


5 


Abb. 162 


4. Man bestimme die Evolute der Zykloide x = aft — sint),y= all — cost). Nach Nr. 231, 
Beispiel 4, gilt für die Zykloide 


zweckmäßigerweise benutzt man dann die Formeln (9). Setzt man darin diesen Wert für da ein, 
so ergibt sich 


E=r+2y, n=y—- 2, ode E=al-+sint), n = —all — cost). 


Mit t=r—r geht diese Parameterdarstellung in &= na +a(r— sinr), n= —2a ta 
x(1 — cosr) über. Hieraus ersieht man, daß die Evolute der Zykloide eine zu dieser kongruente 
Zykloide ist, die um ra nach links (parallel zur x-Achse in negativer Richtung) und um 2a nach 
unten (parallel zur y-Achse, ebenfalls in negativer Richtung) verschoben ist. 

Der Leser möge sich davon überzeugen, daß die Evoluten von Epizykloide und Hypozykloide 
ebenfalls der ursprünglichen Kurve kongruent sind und sich aus dieser durch Drehung ergeben. 


5. Man bestimme die Evolute der logarithmischen Spiraler = ae”®, Die in Nr. 252, Beispiel 5, 
angegebene geometrische Konstruktion des Krümmungsmittelpunktes ermöglicht es, seine 
Polarkoordinaten r, und 0, zu bestimmen. Nach Abb. 134 (S. 486) ist 


T 
n=n,=roto=mr, le 


Eliminiert man hieraus und aus der Kurvengleichung r und 6, so ergibt sich 


Pi 
1, = ma N 2) = a, em, 
Durch Drehung der Polarachse um einen passenden Winkel kann man diese Gleichung mit der 
ursprünglichen identifizieren. Somit ist die Evolute der logarithmischen Spirale dieselbe, aber 
durch eine Drehung der Polarachse entstehende Spirale. 
Der Konstruktion von Evolventen für eine gegebene Kurve wenden wir uns zu, nachdem 
wir einige Eigenschaften von Evolute und Evolvente untersucht haben: 
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255. Eigenschaften von Evolute und Evolvente. Die Parameterdarstellung der Evolute 
lautete 
E=xc—Rsina, n=y-Rcoso, (8) 


wobei x, y, R, & Funktionen des Parameters sind. Wir wollen nun x und y als dreimal 
stetig differenzierbare Funktionen des Parameters voraussetzen.!) Dann ergibt sich 
aus (8) 

dEe=de— Rcosad« —dRsina, dn=dy— Rsinad« +dRcos«. 


Unter Beachtung von 


ds dx ds dy 
R cosad« = —— da =de, R sin a da = —— , da = dy 


erhält man schließlich 
dE=—sinadk, dyn=cosadk. (11) 


Wir beschränken uns nun auf einen solchen Teil der Kurve, für den R weder O noch 
oo wird und außerdem dR nicht verschwindet. Dadurch können weder auf der ge- 
gebenen Kurve noch auf ihrer Evolute singuläre Punkte auftreten. Wegen dR = 0 
ändert sich der Krümmungsradius monoton; entweder er wächst, oder er fällt. 

Durch Division der Formeln (11) finden wir 


dn EEE ON 1 E 1 
dE tan dy’ 
dx 


also sind, die Richtungskoeffizienten der Tangenten an Evolute und. Evolvente zu- 
einander reziprok und entgegengesetzten Vorzeichens. Demnach stehen die Tangenten, 
aufeinander senkrecht. Somit gilt: 


1. Die Normale der Evolvente ist im Krümmuüngsmittelpunkt Tangente der Evolute. 

Wir betrachten die Schar der Normalen der Evolvente; sie hängt von einem ein-. 
zigen Parameter ab (etwa von demjenigen, durch den die Lage des Punktes auf der 
gegebenen Kurve bestimmt wird). Aus unseren Ausführungen folgt, daß die Evolute 
die Einhüllende dieser Normalenschar ist. 

Zur Übung möge sich der Leser auf einem anderen Wege davon überzeugen: Er 
möge, ausgehend von der Normalengleichung 


L-)u +(Y—-yy= 0 


(wobei der Parameter t in x, y, x,,y; steckt), nach den Methoden aus Nr. 238 die 
Einhüllende bestimmen und zeigen, daß, sie mit der Evolute ‚(10) zusammenfällt. 
Man kann auch zeigen, daß der Krümmungsmittelpunkt charakteristischer Punkt auf 
der Normalen ist, d.h. Grenzlage des Schnittpunktes der gegebenen Normalen mit 
unendlich benachbarten Normalen. 

Wir wollen nun einen Bogen o der Evolute untersuchen. Wir’ quadrieren die Glei- 
chungen (11), addieren und finden, unter Beachtung der Formel (11) aus Nr. 248 für 
das. Bogendifferential, do? =. d&? + dn? = d.R?, also 


do = +dR (12) 


!) In R stecken ja schon zweite Ableitungen. 
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oder (wegen dR = 0) 


do 
FB 


Da dieser Quotient eine stetige Funktion des Parameters ist, also nicht zwischen —1 
und +1 schwanken kann (es gibt ja keine Zwischenwerte!), ist er auf dem ganzen 
Kurvenstück gleich einer dieser Zahlen. Mit anderen Worten, auf der rechten Seite 
von (12) steht für das ganze Kurvenstück dasselbe Vorzeichen. | 

Dieses Vorzeichen hängt von der Wahl desRichtungssinns ab, in dem der Bogen auf 
der Evolute gerechnet wird. Wählt man ihn so, daß der Bogen mit dem Krümmungs- 
radıus R wächst, so gilt in (12) das Pluszeichen. Wächst o in der Richtung, die ab- 


nehmendem R entspricht, so gilt dasMinuszeichen. Wir wählen die erste Möglichkeit: 
dann ist 


dR =do, also R—-o=c= cons, .(13) 


.. 
* 
Fi 


und wir erhalten den Satz: 


2. Der Krümmungsradius unterscheidet sich von der Bogenlänge der Evolute um eine 
Konstante. 

Somit ist die Differenz der Krümmungsradien in zwei Punkten der Evolvente gleich 
dem Bogen der Evolute zwischen den entsprechenden Krümmungsmittelpunkten. 
Hieraus folgt übrigens ein interessantes Verfahren zur Rektifizierung des Evoluten- 
bogens. — 


Die soeben bewiesene Eigenschaft der Evolute erlaubt nämlich eine elegante me- 
chanische Deutung. Um sie leichter darlegen zu können, nehmen wir an, der Krüm- 
mungsradius R, der nicht verschwindet und auf dem ganzen Kurvenstück das Vor- 
zeichen beibehält, sei überall positiv. Das kann man durch passende Wahl der Rich- 
tung, In der die Bogenlänge auf der Evolvente gerechnet wird, erreichen. Rechnen wir 
ferner den Bogen auf der Evolvente von dem Punkt P an, der dem kleinsten Krüm- 
mungsradius entspricht, so ist auch « > 0. Unter diesen Annahmen ist auch die in 
Gleichung (13) auftretende Konstante c positiv. 


ba Abb. 163 
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Wir stellen uns nun vor, auf der Evolute sei ein biegsamer, nicht dehnbarer Faden 
vom Ende Q (Abb. 163) zum Anfang P aufgewickelt. Er verläßt die Evolute im An- 
fangspunkt P als Tangente und endetim Abstand c von P im entsprechenden Punkt 4 
der Evolvente. Wir wollen den Faden von der Evolute abwickeln, ihn aber gespannt 
halten. Es sei QNM eine beliebige Lage des Fadens; da NM gerade um die Länge des 
Bogens PN =o größer ist als PA = c, ist NM der Krümmungsradius R, d.h, M 
liegt auf der Evolvente. 

Die Evolvente kann also als Abwicklung eines Fadens beschrieben werden, der 
vorher auf der Evolute aufgewickelt war.t) Man kann daher auch sagen: Die Evol- 
vente ist die Bahn des Punktes A einer Geraden AP, wenn die Gerade ohne Schlupf 
längs der Evolute abgerollt wird. 


Zum Schluß leiten wir noch eine Formel für den Krümmungsradius o der Evolute 
her. Es sei 8 der Winkel zwischen der Tangente der Evolute und der x-Achse; dann ist 
offenbar 


B=aHht ZT also dß = da. (14) 


Daher ist [vgl. (13) und (14)] 


m m ZZ — ZZ | | I te 1 
= dx da ds ds (15) 


Es sei daran erinnert, daß hier vorausgesetzt wird, o wachse mit R. Sonst müßte rechts 
ein Minuszeichen stehen. 
Nimmt man an, o wachse mit s, so kann man 


dr 


Zei rrs 


(16) 


schreiben, worin der Fall — >0 (R wächst mit s) und der Fall — <0O (R fallt 


mit wachsendem s) vereinigt sind. 


256. Bestimmung der Evolvente. Wir sehen, daß man sich jede Evolvente aus ihrer 
Evolute durch Abwicklung eines auf die Evolute gewickelten Fadens entstanden 
denken kann oder, was im Grunde dasselbe ist, durch Rollen einer Geraden längs der 
Evolute (ohne Schlupf). 

Wir wollen nun die umgekehrte Aussage beweisen. Wenn eine Gerade ohne Schlupf 
längs einer gegebenen Kurve rollt, so ist die Bahn jedes ihrer Punkte eine Evolute dieser 
Kurve. Jede Kurve hat also unendlich viele Evolventen. 


Es sei die Kurve PN (Abb. 164) in der Parameterdarstellung £ = oft), n = yit) ge- 
geben; 9 und y» mögen stetige Ableitungen zweiter Ordnung besitzen. Ferner sollen 
auf dem betrachteten Kurvenstück weder mehrfache noch singuläre Punkte existie- 
ren. Die Bogenlänge ao der Kurve werde von P an gerechnet. 


1) Aus dieser Eigenschaft erklären sich die Bezeichnungen Evolute und Evolvente (lat. evol- 
vere = abwickeln). 
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Auf der Tangente in P, die nach der Seite wachsender Bogenlänge gerichtet sei, 
wählen wir einen beliebigen Punkt A, dessen Abstand von P (unter Berücksichtigung 
des Vorzeichens) wir mit c bezeichnen. Wir verfolgen seine Bahn, wenn die Gerade PA 
ohne Schlupf längs der gegebenen Kurve gleitet. Bei der neuen Lage der Geraden, 


Abb. 164 


wenn N Berührungspunkt ist, geht P in 8 über und A in M. Offenbar ist $N = PN 


— 0,also NM = c — o. Die Koordinaten von N und M seien £, n bzw. x, y; der Win- 
kel zwischen der Geraden SN und der x-Achse sei $; durch Projektion von NM auf 
die Achsen erhält man 


z=&+(c—o)cosß, y=n+(c—o)sinß. (17) 


Diese Gleichung ist die Parameterdarstellung der gesuchten Bahnkurve. 
Differentiation liefert 


de = dE — cosßde — (c— o)sinfdß, 
dy = dn — sinßde + (c—o)cosßdP. 
Wegen 


cosß = Zn sin d = — (18) 


[vgl. Nr. 249, Formel (15)] läßt sich das vereinfachen zu 
de= —(c— o)sinßdß, dy=(c— o)cosßdPß. 
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Die Fälle d$ = 0 oder o = c lassen wir beiseite!); dann folgt durch. Division 


| dy dl 
tana = = cot f = in 
d£ 


Hieraus ersieht man schon, daß die Tangenten an die beiden Kurven senkrecht auf- 
einanderstehen, so daß die gegebene Kurve tatsächlich Einhüllende der Normalen- 
schar der konstruierten Kurve ist, d. h. ihre Evolute. Die konstruierte Kurve ist also 
Evolvente der gegebenen, was bewiesen werden sollte. 

Als Beispiel, wie man die Evolvente auf diesem Wege erhält, möge die schon früher 
behandelte Kreisevolvente dienen; vgl. dazu Nr. 225, Beispiel 8, und Nr. 252, Bei- 
spiel 4. 


1) Ihnen entsprechen singuläre Punkte auf der konstruierten Kurve. 


Anhang 


Das Problem der Erweiterung von Funktionen 


257. Bemerkungen zum Funktionsbegriff. In der auf S. 93 gegebenen Definition des 
Funktionsbegriffs werden solche Begriffe wie „Zuordnung“ und „Zuordnung nach 
einer Vorschrift oder nach einem Gesetz“ benutzt. Wir wollen ergänzend zeigen, daß 
man ohne diese Begriffe auskommen bzw. sie auf allgemeinere, bereits definierte 
mathematische Begriffe zurückführen kann. Das ist möglich, wenn man sich mengen- 
theoretischer Begriffsbildungen bedient. Dabei ist natürlich an dieser Stelle eine 
systematische Entwicklung dieser Begriffe nicht möglich. (Beipsielsweise definieren 
wir den Begriff des geordneten Paares anschaulich und nicht durch Rückgriff auf 
mengentheoretische Begriffsbildungen.) 

Zur Präzisierung des Begriffs der Abbildung, durch die den Elementen einer Menge 
M jeweils gewisse Elemente einer Menge N zugeordnet werden sollen, müssen wir zu- 
nächst sagen, was wir unter geordneten Paaren von Individuen verstehen wollen. Wir 
nennen das aus den Elementen a und 5 gebildete Paar [a, 5] geordnet, wenn dieReihen- 
folge der Elemente innerhalb des Paares nicht beliebig ist. (Der Leser denke z. B. 
daran, wie die Koordinaten eines Punktes in der Ebene mit Hilfe eines Koordinaten- 
systems angegeben werden.) Geordnete Paare [a, b] und [c, d] sind also dann und nur 
dann gleich, wenn a = c und b = dist. | 
Aus vorgegebenen Mengen M und N bilden wir jetzt die Produktmenge M x N 
(oder auch Kreuzmenge genannt), indem wir alle geordneten Paare [a, b], in denen 
ae M undbeN ist, zu einer Menge zusammenfassen. Es gilt also 


[a,b]le Mx N genau dann, wenınae M und bEN. 


Jede Teilmenge F der Produktmenge Mx N (FS= Mx N) nennen wir eine Ab- 
bildung aus der Menge M in die Menge N. (Zur Bezeichnung von Abbildungen werden 
im allgemeinen die Buchstaben f, g, F, g usw. verwendet.) Wenn F eine Abbildung 
aus MinN und [x, y] € F ist, so nennen wir y ein Bild von x bei der Abbildung F und 
x ein Urbild von y bei der Abbildung F. Mit diesen sehr anschaulichen Begriffsbil- 
dungen und Bezeichnungen wird offenbar gerade das präzisiert, was man mit den Be- 
zeichnungen „Abbildung“ oder „Zuordnung“ erfassen will. | 

Nach der oben gegebenen Definition brauchen nun weder alle Elemente von M 
noch alle Elemente von N in den geordneten Paaren aufzutreten. Uns interessieren 
aber im allgemeinen nur die Elemente aus M, diein N wirklich Bilder besitzen, bzw. 
nur die Elemente aus N, die in M tatsächlich Urbilder besitzen. Zur genauen Ab- 
grenzung nennen wir die Menge aller Elemente x € M, für die es einyeN mit 
[x, y] € F gibt, Definitionsbereich (auch Vorbereich, Urbildbereich oder Argument- 
bereich) der Abbildung F (aus M in N). Die Menge aller ye N, für die eseinze M 
mit [x,y] € F gibt, nennen wir den. Wertebereich (auch Wertevorrat, Nachbereich 
oder Bildbereich) der Abbildung F (aus M in N). 

Ist bei einer Abbildung F der Definitionsbereich die’ Menge M und der Werte- 
bereich die Menge N, wird also jedem ze M durch F mindestens ein y€ N zu- 
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geordnet, und hat bei dieser Zuordnung auch jedes y € N mindestens ein Urbildxe M, 
so spricht man auch von einer Abbildung von M auf N. 

Hat eine Abbildung F die Eigenschaft, daß aus [x,y]e F und [x,2]€ F stets 
y = zfolgt, so nennen wir diese Abbildung eindeutig. Bei einer solchen Abbildung wird 
also jedem x € M höchstens ein y € N zugeordnet. 

Hat eine Abbildung F darüber hinaus die Eigenschaft, daß aus [x,2]€ F und 
[y,2] € F stets x = y folgt, so heißt diese Abbildung umkehrbar eindeutig oder ein- 
eindeutig. In diesem Fall gibt es also auch zu jedem y € N höchstens ein Urbildxze Y. 

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun den Begriff der Funktion als eine 
spezielle Abbildung folgendermaßen definieren: 

Eine Funktion f ist eine eindeutige Abbildung von M auf N. Dabei ist M der Defi- 
nitionsbereich und N der Wertebereich der Funktion [. 

Funktionen sind also Mengen geordneter Paare, die in der zweiten Stelle eindeutig 
sind.!) In diesem Sinne wird durch die Funktion f jedem Element x des Definitions- 
bereichs von f genau ein Element % des Wertebereichs von f zugeordnet. Statt der 
oben eingeführten Schreibweise [x, y] € f schreibt man auch y = f(x). Diese Schreib- 
weise besagt also nach der hier gegebenen Definition, daß y = f(x) der Funktionswert 
der Funktion f an der Stelle x ist. Bei dieser Auffassung können wir nicht sagen, daß 
„die Veränderliche 5 eine Funktion der Veränderlichen x‘ ist. Vielmehr sind die 
Variablen Zeichen, für welche Zahlen aus dem Definitionsbereich bzw. aus dem 
Wertebereich eingesetzt werden können. Trotz dieser unterschiedlichen Auffassung 
bemerkt der Leser jedoch leicht, daß sowohl die in Nr. 45 gegebene Definition des 
Funktionsbegriffs als auch die hier angegebene Definition denselben Sachverhalt 
erfassen. 


258. Funktionen einer Veränderlichen. Wir betrachten eine Funktion f(x), die in 
einem (endlichen oder unendlichen) Intervall 2° oder — allgemeiner — auf einem 
Bereich 7 definiert ist, der aus endlich vielen solchen einzelnen Intervallen besteht. 
Ist die Funktion f(x) in 2 stetig und besitzt sie dort stetige Ableitungen bis zur n-ten 
Ordnung einschließlich (n > 1), so sagt man, f(x) gehöre in X zur Klasse 0". 

Gehört ein Endpunkt irgendeines dieser Intervalle zu 2’, so handelt es sich dort um 
einseitige Ableitungen.?) 

Die Funktion f(x) gehöre in einem Bereich 2, der nicht die ganze Zahlengerade 
umfaßt, zur Klasse C*? (n = 1,2,3,...). In einem den Bereich 2 umfassenden Be- 
reich 2* existiere eine Funktion f*(x) der Klasse C*, die im Durchschnitt von 2 und 
X * mit f(x) übereinstimmt. Dann ist f* eine Erweiterung (Fortsetzung) von f auf X* 
unter Erhaltung der Klasse. Die Funktion f nennt man dann die Einschränkung. von 
fr auf Z. 

Ist es immer möglich, eine Funktion in dieser Art auf einen umfassenderen Bereich 
zu erweitern? Hieraus gibt der folgende Satz Antwort. 


Satz. Jede Funktion f(x) der Klasse C* (n = 1,2,3, ...) in einem abgeschlossenen 
Bereich?) X kann auf die ganze Zahlengerade Z* = (—oo, oo) unter Erhaltung der 
Klasse erweitert werden. 


!) Dem Leser sind ja ‚„‚Wertetabellen‘‘ von Funktionen bekannt. An dieser Art der Darstellung 
einer Funktion knüpft die hier gegebene Definition im Grunde an. | 

2) Oder, was unter unserer Annahme dasselbe ist, um die Grenzwerte der Ableitungen bei un- 
begrenzter Annäherung des Punktes an den Endpunkt von der Seite des Intervalls her. 

8) d.h. in einem aus einem oder mehreren abgeschlossenen Intervallen der Gestalt [e, b], [a, ©), 
(— 00, b] bestehenden Bereich 
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Wir zeigen, daß hier die Erweiterung einfach durch Polynome erreicht werden kann. 
Zu diesem Zweck bringen wir zunächst einige vorbereitende Bemerkungen. 
Wir haben in Nr. 123 gesehen, daß das Polynom n-ten Grades 


C | 
Pe =ot Te) Ze- + + eo) (1) 


und seine Ableitungen im Punkt x = « gerade die Werte c,, Cı, Ca, ..., c„ annehmen. 
Es sei ferner gefordert, ein Polynom zu konstruieren, das mit seinen n Ableitungen 
neben den angegebenen Werten in x = «& noch in einem anderen Punkt x — ß die 
vorgegebenen Werte d,, dy, da, ..., d, annimmt. 
Wir schreiben das gesuchte Polynom in der Gestalt 


plz) + (& — o)"*tg(e), (2} 


wobei p(x) das Polynom (1) ist, während das Polynom q(x) vom Grad n noch zu be- 
stimmen ist. Für jedes q(x) genügt das Polynom (2) in x = «& den gestellten Bedin- 
gungen. Nun differenzieren wir das Polynom (2) nacheinander n-mal und setzen je- 
weils x = ß. Die so entstehenden Ausdrücke setzen wir gleich d,,d,,d,, ...,d, und 
erhalten so ein System linearer Gleichungen für g(ß), q’(B), q'(P), ...,g(®(8), aus denen 
sich diese Werte bestimmen lassen. Aus diesen läßt sich dann nach einer zu (1) ana- 
logen Formel g(x) finden (vgl. Nr. 130). 

Wir wenden uns jetzt dem Beweis der oben formulierten Aussage zu. Der Bereich 
X bestehe aus abgeschlossenen Intervallen &, (k = 1,2,...., m), die von links nach 
rechts numeriert seien. Wir setzen in diesen Intervallen /* = f und ergänzen ihre 
Definition in folgender Weise. Ist der linke Endpunkt a, von X, eine endliche Zahl, 
so setzen wir für x < a, die Funktion f* gleich einem Polynom der Gestalt (1), für 


o=lMa), a=fla), -., = f"(a,). 


Analog läßt sich die Funktion f auch rechts von 7, fortsetzen, wenn der rechte End- 
punkt b,, dieses Intervalls eine endliche Zahl ist. Schließlich identifizieren wir im Inter- 
vell (db, 41) (k=1,2,...,m— 1),das X, von X, trennt, f* mit dem Polynom, das 
nebst seinen n Ableitungen in den Punkten x = b, und x = a,,, dieselben Werte an- 
nimmt wie die Funktion f und ihre Ableitungen. Man sieht leicht, daß die so definierte 
Funktion f* die geforderte Erweiterung von f auf den ganzen Bereich X* = (—oo, oo) 
liefert. 


259. Die Problemstellung im zweidimensionalen Fall. Die Sachlage wird beim Über- 
gang zu Funktionen mehrerer Veränderlicher schnell komplizierter. Wir beschränken 
uns im folgenden auf Funktionen zweier Veränderlicher. Die Resultate, die wir dabei 
erhalten, lassen sich dann auf den Fall beliebig vieler Veränderlicher übertragen. 
Wir betrachten einen Bereich # im zweidimensionalen Raum, wobei wir darunter 
entweder einen offenen Bereich oder aber einen offenen Bereich nebst Teilen seines 
Randes £ oder nebst seinem ganzen Rand verstehen wollen (dann ist der Bereich ab- 
geschlossen). | | | 
Wenn wir die Definition der Funktionen der Klasse C* (n => 1) auf diesen Fall 
ausdehnen wollen, stoßen wir auf eine eigenartige Schwierigkeit. In einem Punkt des. 
Randes £f von M kann es vorkommen, daß eine bestimmte partielle Ableitung nicht 
definiert ist. Ist etwa M der abgeschlossene Kreis x? + y? s 1, so kann man in den 
Punkten (0, +1) nicht von einer partiellen Ableitung nach x sprechen, denn für 
y= +1 kann man dem Wert x = 0 keinen Zuwachs erteilen, ohne den Bereich zu 
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verlassen, in dem die Funktion definiert ist. Analog kann man die partielle Ableitung 
nach y in den Punkten (+1, 0) nicht definieren. 

Wenn wir von einer in N stetigen partiellen Ableitung (einer bestimmten Ordnung 
und eines bestimmten Typs) sprechen, wollen wir in einem Randpunkt M, unter 
dieser Ableitung — für die wir kein neues Zeichen einführen — nur den Grenzwert 
verstehen, gegen den die in einem inneren Punkt M berechnete gleichnamige Ab- 
leitung strebt, wenn M gegen M, strebt, unabhängig davon, ob er tatsächlich die Rolle 
der Ableitung spielt oder nicht, 

Aus den weiteren Darlegungen wird nach und nach klar werden, daß der erwähnte 
Grenzwert — in einer umfassenden Klasse von Fällen — auch tatsächlich die Ab- 
leitung ist, sobald die Lage des Punktes M, in bezug auf den Bereich es überhaupt 
erlaubt, von der Ableitung des betreffenden Typs zu sprechen. Übrigens werden wir 
das für den einfachsten Fall eines rechteckigen Bereichs jetzt beweisen. 

Es sei also die Funktion f(x, y) in einem Rechteck M nebst allen ihren Ableitungen 
bis zur n-ten Ordnung (n > 1) einschließlich stetig, und der Punkt M,(z,, Y) liege 
auf der Strecke der Geraden y = %,, diezum Rand des Rechtecks (Abb. 165) und zum 
Bereich selbst gehört. 


y M, 
Y, 


A727 
A 


AL 


Abb. 165 


Ö Xo Xo+h x 


Wir beginnen mit f,, wo das Problem einfach zu erledigen ist. Nach dem Mittelwert- 
satz (Nr. 112) strebt der Differenzenquotient 


(Xo; Yo r 2 f(x» Y) RR fv(&o; Yo 3: Ok) (0 < 7) < 1) 
für k > 0 gerade gegen den Grenzwert f,(x,, %,), der also auch Ableitung im gewöhn- 
lichen Sinne ist (vgl. Nr. 113). Dagegen kann für f, der entsprechende Differenzen- 
quotient als Limes 
. f{xo + R, Y) — (X, %o) ei fxo + Rh, Yo + k) — flxo Yo + k) 
ch 0 | h | 


angesehen werden. Diesen Ausdruck formen wir wieder nach dem Mittelwertsatz um: 


f{xo + h, yo + k) — fixe, Yo + k) _ 

a 
Für h —0,%k — 0 strebt er gegen den Grenzwert f,(x,, %). Nach dem Satz aus Nr. 168 
ist dieser Doppellimes auf Grund der Existenz des einfachen Limes für k—0 zu- 
gleich iterierter Limes: 


fz(&o + öh,y+k) ((<B<1). 


zo + h, Yo + k) — x, Yo + k) 


f2(%o> %) = lim lim Rn 
h—>0 k—0 


A (20 + h,Y) — Ho, %) 
h>0 h 
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so daß auch hier die nur als Grenzwert der Ableitung definierte Zahl f,(x wirk- 
lich die Ableitung ist. Das überträgt sich sukzessive BE auf die re 

Somit können wir auf Grund der obigen Vereinbarung jetzt von stetigen Ablei- 
tungen in jedem Bereich A sprechen, wie auch immer seine (zum Bereich gehörigen) 
Randpunkte in bezug auf diesen Bereich liegen. Eine Funktion f(x, y) gehört in dem 
zweidimensionalen Bereich M der Klasse O* (n > 1) an, wenn sie in M stetig ist und 
stetige Ableitungen aller Typen und Ordnungen bis zur n-ten einschließlich besitzt. 
Nun möge MA nicht die ganze Ebene umfassen; wenn in einem A umfassenden Be- 
reich A* eine Funktion /* existiert, die ebenfalls der Klasse C” angehört und die im 
Durchschnitt von A und M* mit f übereinstimmt, so sagen wir, f* sei eine Erwei- 
terung (Fortsetzung) von f auf M*, unter Erhaltung der Klasse. Naturgemäß entsteht 
auch hier die Frage: Ist eine solche Erweiterung auf einen größeren Bereich, ins- 
besondere auf die ganze Ebene, immer möglich? Wie wir zeigen werden, lautet die 
Antwort für einen abgeschlossenen Bereich # bejahend, sobald sein Rand bestimm- 
ten einfachen Bedingungen genügt. Zur Erleichterung der Darlegung werden wir 
übrigens M als beschränkt voraussetzen, obwohl die Aussage auch für unbeschränkte 
Bereiche gilt. 


Die hier behandelten Resultate stammen in der Hauptsache von H. WHITNEY?) 
und M. R. HesTteNnes?). 


260. Der Hauptsatz über die Erweiterung. Um den Beweis des Hauptsatzes zu verein- 
fachen, beweisen wir zunächst einige Hilfssätze. 


Lemma I. Die Funktion p(u, v) gehöre im Bereich P:(a <u<b;0 sv<A)der 
Klasse C* (n > 1) an.?) Dann existiert eine Erweiterung von p auf das ganze Rechteck 
P*:(a,b; —4,4), d.h.für (a <u<b,—A<v<Ä), 
und zwar unter Erhaltung der Klasse. 


Wir bestimmen n + 1 Zahlen A,, As, ..., Antı aus dem System der n + 1 linearen 
Gleichungen 


(PA + (-5) a4 +) () 
2 n-+1 
k=0,1, 2,53%) 
Das geht, da die Systemdeterminante die sogenannte Vandermondesche. Determinante 


1 1. f 

für die voneinander verschiedenen Zahlen —1, u were ist, die bekannt- 

lich von O verschieden ist. . 
Wir definieren nun in P* eine Funktion 9*(u, v), indem wir p*(u, v) = plu, v) für 


v»>0 und ) 
1 
p*(u, v) = Aıp(u, —v) + Agp (u 5.) ee + An Y (" 4?) (4) 


für v < 0 setzen. Ist u, ein beliebiger Wert von u aus (a, b), so ist zunächst 
lim p*(u, v) = (hı + Ag + + Anıı) Pllos 0) = Yu, 0) 


U>Uo 
v>—0 


1) HASSLER WHITNEY, 20. Jh., amerikanischer Mathematiker. 

2) Magnus R. HEstengs, 20. Jh., amerikanischer Mathematiker. 

8) Das Intervall (a, b) kann auch unendlich sein, ebenso wie die positive Zahl A gleich oo sein 
kann. 


36 Fichtenholz I 
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auf Grund der ersten Bedingungen (3), die & = 0 entspricht. Damit ist die Stetigkeit 
von o* in allen Punkten von ?* bewiesen, die auf der Geraden v = 0 liegen; die 
Stetigkeit in den übrigen Punkten von 7* ist trivial. Nun untersuchen wir das Pro- 
blem der Existenz und Stetigkeit der Ableitungen von @* in ?*. Auch hier brauchen 
nur die Punkte der Geraden v = 0 untersucht zu werden. Für alle Ableitungen 


Oro (u, v) 

out öv* 

zeigen wir die Gültigkeit der Beziehung 
ee 


u Out önk Out dvk 
v>—0 


Zu diesem Zweck differenzieren wir (4) v-mal nach u und dann k-mal nach v (v < 0), 


(1<Si+k<hn) (5) 


(6) 


1 
| oitk „-— 
o'tkp*(u, v) — (—1)} pl, —v) ar _ı ln) er 
But Ouk aut Our 7 a 777 


und gehen für u — u, v — —0 zur Grenze über. Auf Grund von (3) erhalten wir 
schließlich (6). 

Somit ist die Existenz eines (einzigen) Grenzwertes für jede Ableitung (5) sowohl 
von der Seitev > O alsauch von der Seite» < 0 her sicher. Nimmt man als Wert der 
Ableitung (5) in den Punkten der Geraden v = 0 diesen Grenzwert, so erhält man 
überdies eine in ganz P* stetige Funktion. Der Punkt (u,, 0) ist aber ein innerer 
Punkt von ?*, wo wir eine Ableitung im eigentlichen Sinne brauchen. Hier können 
wir uns auf das in Nr. 259 Bewiesene stützen: Dieser Grenzwert ist zugleich die 
eigentliche Ableitung. 

Also ist @* tatsächlich die gesuchte Erweiterung von o auf P*, 


Lemma Il. Die Funktion f(x, y) gehöre in einem beschränkten offenen Bereich M 
der Klasse C" an.!) Kann man jeden Punkt des Randes £ von M mit einer Umgebung ver- 
sehen, in der eine Erweiterung von f unter Erhaltung der Klasse möglich ist, so kann man 
diese Erweiterung auf die ganze Ebene & erstrecken. 


Für jeden Punkt M des abgeschlossenen Bereichs # = M + £ gibt es entweder 
eine Umgebung, in der die Funktion f definiert ist und der Klasse C* angehört, oder 
aber eine Umgebung, auf welche f unter Erhaltung der Klasse erweitert werden kann.?) 
Diese Umgebung kann man beispielsweise als offenen Kreis # = X (M,3r) um M 
vom Radius 3r wählen. Somit läßt sich der ganze abgeschlossene Bereich M nicht nur 
durch ein System Z überdecken, das aus diesen Kreisen 5 besteht, sondern auch durch 
ein System 2, das aus Kreisen o = X (M,r) besteht, deren Radius nur ein Drittel 
davon beträgt. 


!) Dieser Bereich braucht nicht zusammenhängend zu sein, und einstweilen setzen wir auch 
nichts über die Gestalt seines Randes voraus. 
2) je nachdem, ob M zum offenen Bereich M oder zum Rand £ gehört 
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Da M und damit AM beschränkt ist, kann man den Borelschen Überdeckungssatz 
(Nr. 175) anwenden und A durch ein endliches System 2, = {o1, 03, ..., o,} über- 
decken, das aus & ausgewählt ist. Hier ist 0; — X (M,r)@=1,2,..., m); gleich- 
zeitig betrachten wir auch die Kreise 0; = X(M,, 2r;), 0; = K(M,,3r;). 

Man kann leicht eine Funktion A;(M) = h;(z, y) der Klasse C* in & konstruieren 
derart, daß 


h(M)=0 ino; und KM)=1 in 8-o (=1,2,..., m) 


gilt. So kann man beispielsweise (nach den Methoden aus Nr. 258) eine Funktion A(t) 
der Klasse O* auf dem ganzen Intervall —oo < t < oo definieren derart, daß Alt) = 0 
fürte slLundklt)=1fürt > 2 ist und dann 

n.can) = (=) 


setzen. Mit Hilfe der Funktionen A; bilden wir die Funktionen 
H, = H,(M) =1-h, H,; == HM) =h: hz.-- hi-ı ( h;) 


(l<ism); 

sie gehören ebenfalls der Klasse C* in & an. Offenbar ist 
H,=0 in o; (fürallej >;), (7) 
H;=0 in E—o0;, (8) 


denn in o; verschwindet der Faktor Rh; und in & — o; der Faktor 1 — h;. Wegen 
A+BR+e+H=(41-h)+hl—h) tet hier kill — hi) 


—=1-—hıh,'- h; 
gilt 
A,+H+- +H=1i oo, (9) 


weil dort Ah; verschwindet. 

Jetzt möge 9; in o}’ mit f oder der obigen Erweiterung von f übereinstimmen; 
außerhalb o;’ sei 9; = fin den Punkten von M und 9; = 0 in den übrigen Punkten, 
Die Funktion 9;H; verschwindet in & — o; [vgl. (8)] und gehört offenbar in der ganzen 
Ebene & zu C". Schließlich setzen wir in allen Punkten von & 


m . 
[* = N 


Damit ist eine Funktion f* in der ganzen Ebene definiert, die der Klasse 0" angehört. 
Nun wählen wir einen beliebigen Punkt M aus A; er gehört zu einem Kreis o;. Da 
alle 9,(M) = f{M) sind und außerdem in diesem Punkt [wegen (9) und (7)] 


H, +8, +--+H =1, aber H,=0 für j>i 


gilt, ist /f(M) = f(M). Somit ist f* die gesuchte Erweiterung. 

Jetzt können wir auch für eine Funktion zweier Veränderlicher den Erweiterungs- 
satz beweisen, allerdings mit Einschränkungen über den Rand des Bereichs. 

Wir wollen eine einfache Kurve ohne singuläre Punkte, die durch die Gleichungen 


«= pl), y= vll) (10) 
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definiert ist, wobei i in einem Intervall 7 variiert, eine glatte Kurve der Klasse 0" 
(n = 1) nennen, wenn © und y in diesem Intervall der Klasse C” angehören. 


Satz I. Gehört f(x,y) in einem beschränkten abgeschlossenen Bereich M, dessen 
Rand £ aus einer oder mehrereren sich nicht überschneidenden glatten Kurven der 
Klasse C" (n = 1) besteht, zur Klasse U", so kann diese Funktion unter Erhaltung der 
Klasse auf die ganze Ebene & erweitert werden. 


Es sei M,(%,, %0) ein beliebiger Punkt des Randes £, der Einfachheit halber x, = %, 
= (0). Dieser Punkt liegt auf einer der Kurven, aus denen / besteht (und ist einer ihrer 
nicht singulären Punkte). Dann kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
annehmen, in der Umgebung von M, sei die Kurve durch eine explizite Gleichung 
y = g(x) beschreibbar, wobei g zur Klasse C* gehört, und der Bereich M liege ober- 
halb dieser Kurve, d. h., in der Nähe von M, sei M durch y = g(x) definiert (Abb. 
1668). 


Abb. 166 


Substituieren wir x = u, y= g(u) + v, so geht f(x, y) in die Funktion 


p(u,v) = flu,g(u) + v) 


über, die in der Nähe des Punktes v=v—= 0, nämlich für v > 0 (Abb. 166b) zur 
Klasse C* gehört. Dann kann man nach Lemma I die Funktion 9 unter Erhaltung 
der Klasse auch auf v» < 0 (unter Beschränkung auf Punkte in hinreichender Nähe 
des Ursprungs) fortsetzen. Vermittelt @*(u, v) diese Erweiterung, so erkennt man bei 
der Rückkehr zu den alten Veränderlichen, daß 


Pla, 9) = PH y — g@)) 
die Fortsetzung von f auf eine Umgebung von M, liefert. 


Auf Grund von Lemma II können wir jetzt schließen, daß f tatsächlich unter Er- 
haltung der Klasse auf die ganze Ebene & fortsetzbar ist. 


261. Verallgemeinerung. Dieses Resultat ist jedoch für praktische Bedürfnisse völlig 
unzureichend, da man es oft mit Bereichen zu tun hat, deren Ränder „Ecken“ 
haben. Wir wollen von einer stückweise glatten Kurve der Klasse C* sprechen, wenn sie 
aus endlich vielen glatten Bögen der Klasse ©" besteht, die unter bestimmten, von 0 
und x verschiedenen Winkeln aneinanderstoßen. 


Satz Il. Satz I bleibt gültig, wenn der Rand f des Bereichs M aus einer oder meh- 
reren (endlichen vielen) sich nicht überschneidenden stückweise glatten Kurven der Klasse 
U" besteht. 


Wir haben schon gesehen, daß jedem Punkt des Randes /, der keine Ecke ist, 
eine Umgebung zugeordnet werden kann, innerhalb welcher die Funktion f unter 
Erhaltung der Klasse fortgesetzt werden kann. Jetzt wollen wir beweisen, daß diese 
auch für einen Eckpunkt M,(xo, Y) gilt. 
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Auch hier nehmen wir wieder x, = y, = 0; man kann ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit ferner annehmen, daß die im Ursprung zusammenstoßenden Bögen in 
diesem Punkt Halbtangenten besitzen, von denen eine mit der positiven x-Achse 
übereinstimmt, während die anderemitihr einen bestimmten Winkel bildet (Abb. 167). 
In diesem Fall lassen sich die Bögen in hinreichender Nähe des Ursprungs durch die 
Gleichungen y = g(x) und x = h(y) ausdrücken; dabei ist g’(0) = 0, und g und Ah ge- 


m 


2) 


a] Ä . 


b) 
Abb. 167 Abb. 168 
Wir substituieren 
z=u-+hl), y=glw-+v. (11) 
Da die Funktionaldeterminante 
1 Aw) 
=—— ; == 1 — g’ U h' ® 
u) 1 gu) Ro) 


dieser Funktionen im Punkt v=v = 0 gleich 1 wird, hat das System (11) in der 
Umgebung der Nullstellen aller Argumente eine eindeutige Umkehrung 


u=Ma,y),, v=ul&,y), (12) 


wobei A und u ebenfalls der Klasse C'* angehören (Nr. 209). 

Für v = 0 und u > 0 folgen aus (11) die Beziehungen y = g(x) und x > 0, so daß 
dem positiven Teil der v-Achse der erste der genannten Bögen entspricht; analog 
überzeugt man sich davon, daß der positiven v-Achse der zweite der Bögen entspricht. 

Offenbar entsprechen bei dieser Transformation den zwei Winkelbereichen, in die 
durch diese Bögen die Umgebung des Ursprungs in der x, y-Ebene geteilt wird, die- 
jenigen beiden rechten Winkel (ein konvexer und ein einspringender), in welche durch 
die positiven Teile der %- bzw. v-Achse in der u, v-Ebene die Umgebung des Ursprungs 
geteilt wird (Abb. 168a, b). 

Setzen wir (11) in fein, so erhalten wir die transformierte Funktion 


o(u, v) = fu + h(v), glu) + v), 


die in dem einen oder dem anderen der rechtwinkligen Bereiche definiert ist und der 
Klasse C* angehört. | 

Handelt es sich um den konvexen Winkel (Abb. 168a), so läßt sich nach Lemma I 
die Funktion @ zunächst auf den vierten Quadranten fortsetzen und dann die so er- 
haltene Funktion (unter Vertauschung der Rollen von « und v) auf den zweiten und 
dritten Quadranten, d. h. auf die volle Umgebung des Ursprungs. 

Komplizierter ist es, wenn es sich um die „einspringende“ Ecke (Abb. 168b) han- 
delt. Dann geht man folgendermaßen vor. Zunächst setzt man nach Lemma I (unter 
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Umkehrung des Vorzeichens von u) die Funktion von der linken Halbebene auf die 
rechte fort (es geht dabei immer nur um Punkte in der Nähe des Ursprungs) und er- 
hält so eine Funktion 9, in der vollen Umgebung des Ursprungs. Dann betrachtet 
man die Funktion » = 9 — op, in der unteren Halbebene und setzt sie unter Be- 
nutzung der beim Beweis von Lemma I angewendeten Methode auf die obere Halb- 
ebene fort, was eine Funktion y, in der vollen Umgebung des Ursprungs liefert. Im 
dritten Quadranten ist aber „=vy=9—o,=0(, und daraus folgt nach der er- 
wähnten Methode, daß auch im zweiten Quadranten y, = 0 ist. Setzt man jetzt in 
der Umgebung des Ursprungs 9* = y, + 9,, soist im zweiten und dritten Quadranten 
v,=0 undgy, =p, so daß auch 9* = 9 ist, im vierten Quadranten ist yı = y 
= o— op, und wieder 9* = (p — 9,) + 91 = p. Somit ist die so konstruierte Funk- 
tion @* die Erweiterung von » auf die volle Umgebung des Ursprungs. 
Mit Hilfe der umgekehrten Transformation (12) erhält man die Fortsetzung 


f*(z, y) = p*(A&, y), u(®, y)) 


der Funktion f. Der Beweis wird wie bei Satz I mit Hilfe von Lemma II zu Ende ge- 
führt. 


262. Schlußbemerkungen. Der Satz über die Erweiterung von Funktionen findet viel- 
fach Anwendung. Wir beschränken uns hier darauf, die Verallgemeinerung einer Reihe 
von lokalen (d.h. mit der Umgebung eines bestimmten Punktes zusammenhängen- 
den) Sätzen und Formeln der Analysis anzugeben, die mit seiner Hilfe gewonnen 
werden können, und zwar auf den Fall, daß der erwähnte Punkt auf dem Rand des 
betrachteten Bereichs liegt und nicht im Inneren, wie gewöhnlich angenommen wird. 

Beispielsweise seiin einem von einem Rand £ des oben betrachteten Typs begrenz- 
ten abgeschlossenen Bereich NM eine nebst ihren partiellen Ableitungen f, und f, 
stetige Funktion 2 = f{x, y) gegeben. Dann gilt für einen inneren Punkt (x,, %,) von 
M nach Nr. 178 für den vollständigen Zuwachs der Funktion 


Az — f(& 7 At, Y + Ay) Ka zo; Yo) 
— f,(% Y0) dx + fy(&o: Y%) Ay + aAx + BAY, (13) 


wobei & und 8 mit Ax und Ay gegen 0 streben. Die beim Beweis dieser Formel an- 
gewandte Methode versagt im allgemeinen, wenn (x,, %) auf dem Rand liegt. Dabei 
gilt aber die Formel auch in diesem Fall, wenn nur Ar und Ay so gewählt werden, 
daß der Punkt (x, + Ax, Yyy + Ay) nicht außerhalb NM zu liegen kommt. Davon 
überzeugt man sich leicht, wenn man zunächst die Formel für die Fortsetzung /* von 
f auf die ganze Ebene anschreibt und diese Formel dann für die Punkte von N auf 
die Ausgangsfunktion f überträgt. 

In allen Fällen, in denen den Schlußfolgerungen die Formel (13) zugrunde lag, 
erhalten wir jetzt eine wesentliche Ausdehnung des früheren Resultates. 

So existiert unter den Voraussetzungen über f das vollständige Differential (Nr. 
179) nicht nur in den inneren Punkten von A, sondern auch auf dem Rand. Für 
Flächen 2 = f(x, y) beispielsweise können wir jetzt auch in Punkten ihres Randes von 
einer Tangentialebene (Nr. 180) sprechen. 

Auf der oben angegebenen Formel beruht bekanntlich auch die Differentiations- 
regel für mittelbare Funktionen (Nr. 181). Besitzen die Funktionen 


z= pl), y=yl) WSI<T) (14) 


Ableitungen und liegen die Punkte (p(£f), y(£)) alle im Inneren von M, so gilt für die 
zusammengesetzte Funktion 2 = f(g(t), y(t)) die Formel t, = f,x, + fyyı. Jetzt läßt 
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sie sich auch auf den Fall ausdehnen, daß die „Kurve“ (14) dem Rand von M be- 
liebig nahe kommt usw. 

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, bringen wir noch ein wichtiges Beispiel. Es 
seien die Funktionen 


z=o(u,v), Y= yl(u,v) (15) 


nebst ihren Ableitungen in einem abgeschlossenen Bereich # der u, v-Ebene (mit dem 
Rand X) stetig, und in einem Punkt (z,, v,) von P sei die Funktionaldeterminante 


_ Dip, y) 
D(u, v) 


von 0 verschieden. Liegt (%,, v,) im Innern von 9, so ist das System (15) nach Satz IV 
aus Nr. 208 umkehrbar, so daß in der Umgebung von (x,, %)), wo u = o(lüo, do); 
Yo = Ylüo, do) gilt, w und v eindeutige Funktionen von x und y sind: 


u=4ix,y), = nz, Y), (15*) 


die nebst ihren Ableitungen in dieser Umgebung stetig sind. Beschränkt man sich 
also auf Werte in der Nähe von u,, %g, %g, Yo, so Kann man sagen, die Beziehungen (15) 
und (15*) seien völlig gleichwertig. Das haben wir beispielsweise beim Beweis der 
Aussage benutzt, daß die Fläche 


x = olu,v), y=ylu,v), 2 = xlu,v), 


wobei (u, v) in 9 variiert, in der Nähe eines ihrer nicht singulären Punkte M, (der 
u = Uy, % = v, entspricht) durch eine explizite Gleichung beschrieben werden kann 
(vgl. Nr. 228). Auf Randpunkte unserer Fläche waren aber unsere Überlegungen 
nicht anwendbar, da in der w, v-Ebene der Punkt (%,, v%,) nicht auf dem Rand X von 
FP liegen durfte. 

Jetzt können wir jedoch durch Benutzung der Fortsetzungen o* und y* von p und 
y das Resultat über die Umkehrung eines Funktionensystems auch auf den Fall aus- 
dehnen, daß der Punkt (w,, v,) auf dem Rand X von $ liegt. Dem an (w,, %) an- 
schließenden Teil des Bereichs 7 entspricht in der x, y-Ebene ein an (x,,%,) an- 
schließender Bereich, in dem die Umkehrung ebenfalls möglich ist. Entsprechend 
läßt sich auch das erwähnte geometrische Ergebnis ergänzen. 

Die angegebenen Beispiele reichen aus, um dem Leser die Wichtigkeit der be- 
wiesenen Sätze sowohl für die Analysis selbst als für ihre Anwendungen vor Augen 
zu führen. Weitere Beispiele für die Erweiterung von Funktionen wird er in den fol- 
genden Bänden finden. 


Namen- und Sachverzeichnis 


Abbildung auf 538 

— , eindeutige 538 

—, eineindeutige 538 

— in 537 

— , umkehrbar eindeutige 538 
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Zahlen 27 
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Ableitung 175 
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— und Differential 198 
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— einer impliziten Funktion 423 

— mittelbarer Funktionen 187, 359 

— der trigonometrischen Funktionen 181 

— , gemischte partielle 373 

— ; Grenzwert 213 
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— höherer Ordnung 215ff. 

— ,, partielle 349f. 

—, —, einer Determinante 361 

—, —, höherer Ordnung 373 
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— ; Regeln zur Berechnung 185ff. 

— ; Cauchysche Symbolik 177 

— ; Lagrangesche Symbolik 177 

— ; Leibnizsche Symbolik 177 

— , unendliche 195 

— ; Unstetigkeit 196 

Absolutbetrag einer rationalen Zahl 18 

— einer reellen Zahl 35 

Abstand im n-dimensionalen Raum 324 
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Acz£ı, J. 147 

Addition rationaler Zahlen 16 

— reeller Zahlen 30ff. 

Amplitude 193 

analytische Vorgabe von Funktionen 95 

—r Ausdruck 94, 95 

Anfangsphase 193 

Anomalie eines Planeten 162 
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Bereich, n-dimensionaler 328 
—, — offener 328 

—, —; Rand 328 

— der rationalen Zahlen 16 

— der reellen Zahlen 23, 24, 27 
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— Ungleichung 38 


BERNOULLI, JOHANN 192, 294 

Berührung von Kurven 498 

— — —; Ordnung 506 

Berührungstransformationen 448 

Berührungstreue 446 

Beschleunigung 176, 216 

— , mittlere 176 

Beschränktheit einer stetigen Funktion 162, 
170 

Betrag einer rationalen Zahl 18 

Bewegungsgleichung 173 

Bild 537 

Bogenlänge 514 

— ; Additivität 515 

— ; Differential 516, 520 

BOLZANO, B. 83, 86, 157 

Bolzanosche Methode 87 

Bolzano-Cauchysches Kriterium 83, 127 

BorEL, E. 167 
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Briaas, H. 77 

Bürgı, J. 77 


CANTOR, G. 166 

Cartesisches Blatt 466, 494 

CAssını, J. D. 474 

Cassinische Ovale 474 

CaucHY, A.L. 67, 68, 83, 151, 157, 177, 200, 
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Cauchy-Höldersche Ungleichung 256, 282 

Cauchysche Formel 214 
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—s Symbol für Ableitung 177 

Clapeyronsche Formel 319, 351 
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DARBOUTXx, G. 209 

Darstellung, graphische 97, 285ff. 

— , räumliche 322 

DEDEKRIND, R. 21 
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Differentialguotient 200 
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Differentiationsregeln 201 
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Differenzenquotient 173 
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DIRICHLET, P. G. L. 96 
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Distributivgesetze der Multiplikation ratio- 
naler Zahlen 19 

Division rationaler Zahlen 18 

Doppelpunkt 463, 494, 495 

Dreieck, gleichschenkliges rechtwinkliges 326 

Dreiecksungleichung 35, 324 

Durchmesser einer Menge 346 


Ecke 195 

Einhüllende einer Kurvenschar 498 

Einschränkung einer Funktion 538 

Eisenbahnschienen in Kurven 527 

Ellipse 464, 483, 502, 527, 530 

Ellipsoid 491 

Endpunkte eines Intervalls 81 

Epizykloide 468, 498 

— ; Parameterdarstellung 469 

Erweiterung einer Funktion 538, 541 

EtULEr, L. 77 

Eulersche Formel 372 

— Funktion 94 

Evolute 529 

— ; Abwicklung 529, 534 

— ; Eigenschaften 532ff. 

Evolvente 529 

— ; Bestimmung 534 

— ; Eigenschaften 532ff. 

Exponentialfunktion 100 

— ; Ableitung 180 

— ; Charakterisierung durch Funktionalglei- 
chungen 148 

— ; Näherungsformel 240 

— ; Stetigkeit 140 

Extrema 258, 386 
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Extrema absolute 395 

—, bedingte 430 

— ; Bestimmung 259, 265, 268 

— mit Nebenbedingung 430, 434 
— ; erste Regel 259 

— ; zweite Regel 265 

— , relative 258 
Extremwertaufgaben 270ff. 


FABER, G. 247 

Fakultät 94 

Fallgeschwindigkeit, mittlere 173 
Fehler, absoluter 132, 206 

— ‚relativer 132, 203, 206, 369 
Fehlerabschätzung 368F. 

— mit Hilfe von Differentialen 203ff, 
DE FERMAT, P. 209 

Fläche 322, 475 

Flächengleichung 322, 475 
Flächennormale 489, 491 
Flächenpunkt 477 

Folge siehe Zahlenfolge 

Form k-ten Grades 382 

Form, indefinite quadratische 393 
— , positiv (negativ) definite quadratische 392 
— , semidefinite quadratische 394 
Formel 94, 95 

— der endlichen Zuwächse 212 
Fortsetzung einer Funktion 538, 541 
freier Fall 92, 96, 198 

Frequenz 193 

Funktion 92, 538 

— ; Ableitung 175, 178{£., 194, 195, 198 
— ; — höherer Ordnung 215ff. 

— ; partielle Ableitung 349£. 

— , algebraische 413 

— ; Argument 93, 320 

— , arıthmetische 94 

— ; graphische Darstellung 97 

— ; räumliche Darstellung 322 

— ; Definitionsbereich 93, 320 

— ; Differential 197 

— ; — höherer Ordnung 225, 381 
— , differenzierbare 197 

— , eindeutige 93, 104, 320, 412 
— ; Einschränkung 538 

— ; Erweiterung 538, 541 

— , explizite 412 

— ; Fortsetzung 538, 541 

— , ganze rationale 99 


—, — —; Btetigkeit 140 
— , gebrochene rationale 99 
—,— —;Stetigkeit 140 


— , gerade 192 
— ; Gradient 366 


Funktion; Grenzwert 110ff. 
— ; iterierter Grenzwert 336 
— ; partieller Grenzwert 128 
— ; zweifacher Grenzwert 336 
— , homogene 370, 371 
— , implizite 412, 417 
—, —; Berechnung der Ableitung 423 
—, —; Existenz und Eigenschaften 413, 415, 
417 
— , inverse 104 
—, —; Ableitung 182 
— der Klasse C" 538 
— , konkave 275£f. 
— , streng konkave 278 
— , konstante 250 
—, konvexe 275ff. 
— , streng konvexe 278 
— , mehrdeutige 93, 412 
—, — ; Ast (Zweig) 104 
— , mittelbare 109, 330 
—, —; partielle Ableitungen höherer Ord. 
nung 379 
—, — ; Differential 383 
‚ monotone 126, 252 
—, — ; Grenzwert 126 


\ 


— ; Stetigkeit 145 
— ; Unstetigkeit 145 

; Parameterdarstellung 203 
— eines Punktes 330 
— ; Schwankung 164, 345 
; Sprungstelle 142 
; Stetigkeit in. einem Intervall 139 
; — In einem Punkt 138 
; einseitige Stetigkeit 141 
— ; gleichmäßige Stetigkeit 166 
‚ ungerade 192 

; Unstetigkeit erster Art 142 

; — zweiter Art 142 

s — in einem Punkt 138 

;hebbare Unstetigkeit 142 
— einer Veränderlichen 93 
— mehrerer Veränderlicher; partielle Ablei- 

tungen höherer Ordnung 373 

— ; —s Differential 351 
— ‚absolute Extrema 395 
— ; Extremwerte 386 
— — —, ganze rationale 331 
— — —, gebrochene rationale 331 
— ; Grenzwert 331 
— — -—; (relatives) Maximum 386 
— ; — Minimum 386 
— — — ;Stetigkeit 338, 341 
— — —; gleichmäßige Stetigkeit 345 
— — —;totales (vollständiges) Differential 
356 


— 000 wre 


—n 000 tr — 


Funktion mehrerer Veränderlicher; größter 


und kleinster Wert 395 
— — -—-; partieller Zuwachs 349 
— — -—; vollständiger Zuwachs 352 
— von nr Veränderlichen 330 
— zweier Veränderlicher 320 
— ; analytische Vorgabe 95 
— ; Wertevorrat 93 
—, zusammengesetzte 109 
— ; Zuwachs 138, 184 
—, zweideutige 104 
— [x] = E(x) 94, 99, 142 
Funktionaldeterminante 407 
funktionale Abhängigkeit 92 
Funktionalgleichung 147 
— der Exponentialfunktion 148 
— der trigonometrischen Funktionen 150 
— der Hyperbelfunktionen 150 
— der Logarithmusfunktion 149 
— der Potenzfunktion 149 
Funktionalmatrix 410, 440 
— ; Rang 441 
Funktionen, abhängige 440 
— , elementare 99f£f£. 
—, — ; Stetigkeit 145 
— , hyperbolische 102 
— ; Superposition 330 
— , trigonometrische 101 
—, — ; Ableitung 181 
—, — ; Stetigkeit 140 
— , unabhängige 440 
— ; Verkettung 109ff. 
— , zahlentheoretische 94 
Funktionenklassen 99ff. 


Ganzer Teil einer Zahl 48, 94 

Gauss, ©. F. 73, 406 

gedämpfte Schwingung 264 

Gerade im n-dimensionalen Raum 325 

Geschwindigkeit 173, 216, 272 

— , mittlere 173 

Gleichung einer Fläche 322 

— einer Kurve 97, 215 

— ; angenäherte Lösung 304ff. 

Gradient einer Funktion 366 

Grenze einer unendlichen Menge 30 

Grenzkurve 510 

Grenzübergänge bei Gleichungen und Un- 
gleichungen 55, 56 

Grenzwert einer Ableitung 213 

— ; Beispiele für seine Bestimmung 6lff. 

— einer Differenz 58 

— einer Funktion 110ff. 

— —  —, iterierter 336 

—  — —, n-facher 336 
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Grenzwert einer Funktion, partieller 128 
— — —, unendlicher 288 

— — —, zweifacher 336 

—, partieller, einer Funktion 128 

—, —, einer Zahlenfolge 85, 87 

— eines Produkts 58 

— eines Quotienten 59 

— einer Summe 58 

— einer Veränderlichen 43 

— einer diskreten Veränderlichen 46, 47, 112 
— einer Zahlenfolge 52 

— — -—., partieller 85, 87 

— einer monotonen Zahlenfolge 81 


Halbkugel 322° 

Halbtangente 194 

Häufungspunkt 110ff. 

— im n-dimensionalen Raum 328 
Hauptglied siehe Hauptteil 
Hauptteil einer unendlich kleinen Größe 133 
Hauptwert des Arkuskosinus 108 
— des Arkuskotangens 109 

— des Arkussinus 106 

— des Arkustangens 108 

HEINE, E. 167 

HERMITE, Cn. 248 

Hermitesches Interpolationspolynom 248 
— — mit Restglied 249 
HESTENES, M.R. 541 
Höhenformel, barometrische 92, 93 
HÖLDER, O. 256 
Hölder-Cauchysche Ungleichung 256, 282 
Höldersche Ungleichung 256 

DE L’HosPITAL, G. F. A. 294 
l’Hospitalsche Regeln 294ff. 
HVYGENSs, CH. 242 

Huygenssche Formel 242 

Hyperbel 464, 483, 527, 530 

—, gleichseitige 98, 99 
Hyperbelfunktionen 102 

— ; Stetigkeit 140 

hyberbolische Spirale 472, 486 
Hyperschmiegung 509 
Hypozykloide 468, 498 

— ; Parameterdarstellung 469 


Inkommensurable Größen 15 
Inkrement 172 

Interpolation 245 
Interpolationsformel 245 

— , Hermitesche 248 

—, —, mit Restglied 249 

— , Lagrangesche 245 

—, —, mit Restglied 247 
Interpolationspunkt 245 
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Interpolationspunkt, mehrfacher 247 
Intervall, abgeschlossenes 81, 91 

— ; Endpunkte 91 

— , halboffenes 91 

—, offenes 91 

— , unendliches 91, 288 
Intervallänge 81, 91 
Intervallschachtelung 81, 82 
Invarianz des Differentials 202, 366 


JAacoBı, ©. G. J. 349, 407 
Jacobian 407 

Jacobische Matrix 409, 440 
JENSEN, J. L. W. V. 275, 281 
Jensensche Ungleichung 275, 281 


Kardioide 469, 474, 487, 526 
Kegel (zweiter Ordnung) 491 
KeEPLEr, J. 162 
Keplersche Gleichung 162 
Kettenlinie 193, 464, 525 
Kettenregel 187 
— für Funktionen mehrerer Veränderlicher 
360 
Klasse Cr 538 
Kommutativgesetz der Addition rationaler 
Zahlen 16 
— der Multiplikation rationaler Zahlen 18 
Kompressor 400 
Konkavität 275ff. 
— , strenge 278 
Konstante 43 
Konvergenz einer Folge 46 
— im n-dimensionalen Raum 333 
Konvergenzprinzip 83, 87, Ze 
Konvexität 275f£f. 
—, strenge 278 
Koordinaten, geographische 480 
— eines n-dimensionalen Punktes 323 
Koordinatenachsen 97 
Koordinatenlinie einer Fläche 477 
Kosekans 101 
Kosinus 101 
—, hyperbolischer 102 
—, — ; Additionstheorem 103 
Kotangens 101 
— , hyperbolischer 102 
Kreis 98 
— ; Flächeninhalt 92, 197 
Kreisevolvente 469, 484, 498, 525 
Kreisfunktionen 101 
Kreiskegel, gerader 271 
Kreiszylindervolumen 319 
KRONECKER, L. 97 
Kroneckersche Funktion 97 


Krümmung 521 

— des Kreises 521 

— , mittlere 521 

Krümmungskreis 523, 529 

Krümmungsmittelpunkt 523, 528 

Krümmungsmittelpunktskurve 529 

Krümmungsradius 447, 523 

Kugel, n-dimensionale 327 

Kugelfläche 479 

Kugelkoordinaten 455 

Kugelvolumen 198 

Kurve 97 

— in der Ebene (in rechtwinkligen Koordi- 
naten) 462 

— — — -— (in Polarkoordinaten) 470 

— , einfache stetige 511 

— , glatte 544 

—, konkave 276 

— , konvexe 276 

— ; Länge 514 

— ; Parameterdarstellung 463, 496 

— im Raum 475 

— , rektifizierbare 514 

— ; Richtungssinn 512 

— , stetige, im n-dimensionalen Raum 325 

— , streng konkave 278 

—, — konvexe 278 

— , stückweise glatte 554 

—n bei Eisenbahnschienen 527 

Kurvengleichung 97, 215, 413, 462, 475 

Kurvennormale 267, 481 

— ; Abschnitt 481 

— ; Polarabschnitt 485 

Kurvenschar; Einhüllende 4983 

—, einparametrige 498 

— ; Gleichung 498 

Kurvenzeichnen 285ff. 


LAGRANGE, J. L. 177, 211, 432 
Lagrangesche Formel 212 

— Interpolationsformel 245 
— — mit Restglied 247 

— Multiplikatoren 432 

—s Restglied 246 

—s Symbol für Ableitung 177 
LANDAT, E. 130 
Landau-Symbole 130 

Länge, geographische 480 

— einer ebenen Kurve 514 

— einer Raumkurve 519 

— einer Strecke 40 
LEBESGUE, H. 168 
LEGENDRE, A. M. 224 
Legendresche Polynome 224 
— — ; Differentialgleichung 224 


Legendretransformation 447, 459, 460 

Le£IBN1z, G. W. 177, 192, 200, 225 

Leibnizsche Formel 222, 225 

—s Symbol für Ableitung 177 

Lemniskate, Bernoullische 474, 487, 494, 526 

limes (lim) 46 

— inferior 87 

— superior 87 

Limes einer Zahlenfolge 87 

LiNNIk, J. W. 406 

Logarithmen, Briggssche 77 

— dekadische 77 

— ; Modul 78 

— , Napiersche (Nepersche) 77 

— , natürliche 77 

— ; Übergang zu den dekadischen 77 

logarithmische Spirale 472, 486, 526, 531 

Logarithmus 39 

— ; Basis 39 

— ; Existenz 40 

Logarithmusfunktion 101 

— ; Ableitung 180 

— ; Charakterisierung durch Funktionalglei- 
chungen 149 

— ; Stetigkeit 146 


MACLAURIN, C. 230, 234 

MARCINKIEWICZ, J. 247 

Matrizenmultiplikation 410 

Maximum 257 

—, absolutes 269 

— , bedingtes 430 

— ; Bestimmung 259, 265, 268 

— einer Funktion mehrerer Veränderlicher 
336 

— mit Nebenbedingung 430, 434 

— ; erste Regel 259 

— ; zweite Regel 265 

—, relatives 258, 269 

— im engeren Sinne 258 

— im weiteren Sinne 258 

Menge, abgeschlossene 329 

— , beschränkte 329 

—, —, unendliche 28 

— ; Durchmesser 346 

— ; Häufungspunkt 110ff. 

—, unendliche 28 

MERAY, Cn. 44 

Meridian 480 

Methode zur Berechnung vollständiger Dif- 
ferentiale 450ff. 

— der unbestimmten Faktoren 432 

—, kombinierte, in der Näherungsrechnung 
314 

— der kleinsten Quadrate 405 
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Minimum 257 

—, absolutes 269 

—, bedingtes 430 

— ; Bestimmung 259, 265, 268 

— einer Funktion mehrerer Veränderlicher 
386 

— mit Nebenbedingung 430, 434 

— ; erste Regel 259 

— ; zweite Regel 265 

— , relatives 258, 269 

— im engeren Sinne 258 

— im weiteren Sinne 258 

MiıwkowskI1, H. 257 

Minkowskische Ungleichung 257 

Mittel, arithmetisches 72, 256, 397 

—, arithmetisch-geometrisches 73 

— , arithmetisch-harmonisches 74 

—, geometrisches 72, 256, 283, 397 

— , harmonisches 73, 283 

Mittelwertsatz der Differentialrechnung, 
erster 211 

— — -—, —, für Funktionen mehrerer Ver- 
änderlicher 362 

— — —, zweiter (erweiterter) 214 

Modul der Logarithmen 78 

Multiplikation rationaler Zahlen 18 

— — —; Vorzeichenregel 20 

— reeller Zahlen 30 

Multiplikatoren, Lagrangesche 432 


Näherungsformeln 239ff. 

Näherungslösung von Gleichungen 304ff. 

NAPIER (NEPER), J. 77 

NEwTon, I. 308 

Newtonsche Regel 308 

Nichtinvarianz der Differentiale höherer Ord- 
nung 226 

Normale einer Fläche 489, 491 

— einer Kurve 267, 481 

— ; Polarabschnitt 485 

Normalenabschnitt 481 

Normalgleichungssystem 406 

Nullfolge 47 

Nullstelle 248 


Obere Grenze 28 

— Schranke 28 

Oberklasse 21 

Ohmsches Gesetz 319 

Ordinate 97 

Ordnung des Bereichs der rationalen Zahlen 
16 

— — -—- der reellen Zahlen 23 

— einer unendlich großen Größe 137 

— einer unendlich kleinen Größe 129 
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ÖSTROGRADSKI, W.M. 407 
Ovale, Cassinische 474 


Paar, geordnetes 537 

Parabel 63, 99, 483, 526, 530 

— , semikubische (Neilsche) 465, 495 

Paraboloid, elliptisches 391 

— , hyperbolisches 322, 388 

Parallelepiped im n-dimensionalen Raum 326 

Parallelkreis 480 

Parallelschaltung 404, 436 

Parameter 202, 463, 476 

Parameterdarstellung 203, 463, 476, 496 

Parametergleichungen 203, 463, 476, 496 

Partialbruchzerlegung 52 

Partialsumme 78 

PEANo, G. 232 

Peanosches Restglied 232 

Polarabschnitt der Normale 485 

— der Tangente 485 

Polarkoordinaten 447, 453 

Polygonzug im n-dimensionalen Raum 325 

Polynom 99 

— , homogenes 370 

Potenz mit beliebigem reellem Exponenten 
37 

Potenz-Exponentialausdrücke 154 

Potenzfunktion 100 

— ; Ableitung 180 

— ;‚ Charakterisierung durch Funktionalglei- 
chungen 149 

— ; Stetigkeit 146 

Produkt rationaler Zahlen 18 

— reeller Zahlen 32 

projizierender Zylinder 476 

Punkt 97 

— , asymptotischer 472 

— , charakteristischer 504 

— , einfacher 463 

— , isolierter 492, 495 

— , mehrfacher 463 

— , n-dimensionaler 323 

— , n-facher 496 

— , singulärer 463, 476, 492ff. 

— , stationärer 258, 388 

— , uneigentlicher 332 

Punktifolge 44 

Punktfunktion 320 

Punkttransformation der Ebene 446 

— des Raumes 452 

Pyrnacoras 15 


Quader 326 
Quotient rationaler Zahlen 18 


Rang einer Matrix 431, 441 
Raum, arithmetischer 324 

— , n-dimensionaler 324 
Rechtflach 326 

Regula falsi 305 
Reibungskoeffizient 272 
Reibungswinkel 272 

Reihe, divergente 52 

—, konvergente 52 

— , unendliche 50, 51 
Rektifizierbarkeit einer Kurve 514 
Rekursionsformel 216 

Restglied 79 

— nach CAvcaY 239 

— nach LAGRANGE 239, 384 

— nach PEANo 232 

— nach SCHLÖMILCH-RocHE 239 
Richtungsableitung 364 
Richtungskoeffizient 174 
RIEMANN, B. 144 

Roc#e, E. A. 239 
Roche-Schlömilchsches Restglied 239 
ROLLE, M. 210 

Rotationsfläche 480 
Rotationsparaboloid 322 
Rückkehrpunkt erster Art 495, 498 
— zweiter Art 495, 498 


Satz über die gemischten partiellen Ableitun- 
gen 378 

— von der Beschränktheit einer stetigen 
Funktion 170, 344, 347 

— von BOLZANO-CAUCHY, erster 157, 169, 
341 

— — —., zweiter 159 

— von BOLZANO-WEIERSTRASS 86, 342 

— von CANTOorR 166, 170, 345, 348 

— von CAUcHY 68, 214 

— von DARBOUTX 209 

— von FERMAT 208 

— von LAaaRAnNGE 211 

— von RouLLeE 210 

— von SCHWARZ 378 

— von der gleichmäßigen Stetigkeit 166, 170, 
345, 348 

— von STOLz 67 

— von WEIERSTRASS, erster 162, 170, 344, 
347 

— — —, zweiter 159 

Schachtel mit größtem Rauminhalt 270 

SCHLÖMILCH, O. 239 

Schlömilch-Rochesches Restglied 239 

Schmiegungsgerade 509 

Schmiegungskreis 509, 529 
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Schmiegungskurve 509 

Schnecke 473, 486 

Schnitt im Bereich der rationalen Zahlen 21 

— — -— der reellen Zahlen 27 

Schranke einer unendlichen Menge 28 

Schraubenfläche 480, 492 

Schraubenlinie 478, 491 

Schwankung einer Funktion 164, 345 

SCHWARZ, H. A. 378 

Schwingung, gedämpfte 194, 264 

—, harmonische 193 

Segment 81 

Sehnenmethode 305, 314 

Sekans 101 

Sekantenmethode 305 

Signum (sgn) 97 

Simplex 326 

Sinus 101 

— ; Additionstheorem 106 

— ; Grenzwert von sin x/x 116 

—, hyperbolischer 102 

—, — ; Additionstheorem 103 

— ; Stetigkeit 140 

Sinuskurve 102, 283 

Spirale, Archimedische 471, 486 

— , hyperbolische 472, 486 

— , logarithmische 472, 486, 526, 531 

Spitze 495 

Sprungstelle einer Funktion 142 

Steigungskoeffizient 174 

Stetigkeit des Bereichs der reellen Zahlen 27 

— einer Funktion, einseitige 141 

— — —, gleichmäßige 166 

— — — ineinem Intervall 139 

— — -— ineinem Punkt 138 

— der elementaren Funktionen 145 

— einer monotonen Funktion 145 

— einer Funktion mehrerer Veränderlicher 
338, 341 

— — — — -—., gleichmäßige 345 

STOLZ, O. 67 

Streckenmessung 40 

Streckenzug im n-dimensionalen Raum 325 

Stromkreis 404, 436 

Stromstärke 177 

Subnormale 481 

—, polare 486 

Subtangente 175, 481 

—, polare 486 

Subtraktion rationaler Zahlen 17 

Summe einer unendlichen Reihe 50, 51 

— rationaler Zahlen 16 

— reeller Zahlen 30 

Superposition von Funktionen 330 

SYLVESTER, J. J. 392 


Tangens 101 

— ; Additionstheorem 108 

—, hyperbolischer 102 

Tangente 356, 481, 487 

— ; Polarabschnitt 485 

— ; positiver Richtungssinn 519 
Tangentenabschnitt 481 
Tangentenmethode 308, 314 
Tangentialebene 357, 488 

TAyLor, B. 230 

Taylorsche Formel 230, 385 

— —; Restglied nach Cavcay 239 
— —;— nach LaGRAnGE 239, 384 
— —; — nach Praxo 231 

— —; — nach SCHLÖMILCH-RocHE 239 
Teil, ganzer, einer Zahl 48, 94 
Teilfolge 84 

Tetraeder 326 
Transformationsformeln 444 
Transportkostenminimierung 274 
TSCHEBYSCHEFF, P. L. 244 
Tschebyscheffsche Ungleichung 244 


Überdeckung eines Intervalls 167 

Überdeckungssatz 167, 346 

Übergangskurve bei Eisenbahnschienen 527 

Umgebung eines Punktes 101 

— — — im n-dimensionalen Raum 326 

Umkehrfunktion 104 

— en der trigonometrischen Funktionen 
105ff. 

Unabhängigkeit von Funktionen 440 

unbestimmte Ausdrücke 59ff., 123, 155 

unendlich große Größe 54, 112 

— — —3 Ordnung 137 

— kleine Größe 47, 112 

— — —;Äquivalenz 131 

— — —; Hauptteil 133 

— — -—-; Ordnung 129 

— — — ; Sätze 57 

Unstetigkeit erster Art einer Funktion 142 

— zweiter Art einer Funktion 142, 288 

—, hebbare, einer Funktion 142 

— einer monotonen Funktion 145 

untere Grenze 28 

— Schranke 28 

Unterfolge 84 

Unterklasse 21 

Urbild 537 


Variable siehe Veränderliche 
Variablensubstitution 444ff. 

Variante 44 

Variationsbereich einer Veränderlichen 91 
Veränderliche 43, 91 


556 


Namen- und Sachverzeichnis 


Veränderliche, abhängige 92 

— , diskrete 44 

—, — ; Grenzwert 45, 47, 55, 56, 112 

— , — ; Sätze über Grenzwerte 52 

—, —, beschränkte 53 

— ; Grenzwert 43 

— , stetige (kontinuierliche) 91 

— , unabhängige 92, 320, 330 

— ; Variationsbereich 91 

Verkettung von Funktionen 109ff., 330 

Vertauschung zweier Grenzübergänge 337, 
377 

— der Reihenfolge der Differentiation 376ff. 

Vielfachheit einer Nullstelle 248 

VIVIANI, V. 478 

Vivianische Kurve 478, 491 

Vollständigkeit des Bereichs der reellen Zah- 
len 27 

Vorzeichenregel für die Multiplikation ratio- 
naler Zahlen 20 

— für die Multiplikation reeller Zahlen 33 


Wärmekapazität 177 

WEIERSTRASS, K. 86 

Wendepunkt 283 

Wertebereich einer Funktion 537 

— einer Veränderlichen 320 

Wertevorrat einer Funktion 93 

Wheatstonesche Brücke 207 

WıHırney, H. 541 

Würfel, n-dimensionaler 326 

Wurzel 100 

— einer Gleichung; angenäherte Berechnung 
159, 304 

— — --; Existenz 159 

— aus einer reellen Zahl 36 

Wurzelwert, arithmetischer 36 


Zahl; ganzer Teil 48 

Zahl e 77, 118, 119 

— -—; näherungsweise Berechnung 78 
— —-; Entwicklung in eine Reihe 78 
— —; Irrationalität 81 

Zahlen, irrationale 15, 22 

— , rationale 15 

—, —; Addition 16 

—, — ; Dichte des Bereichs 16 


Zahlen, rationale; Differenz 17 
—, — ; Division 18 
—, — ; Multiplikation 18 
—, — ; Ordnung des Bereichs 16 
—, —; Produkt 18 
—, — ; Quotient 18 
‚ —;Bubtraktion 17 
‚ —; Summe 16 
— , reelle 23 
—, — ; Abgeschlossenheit des Bereichs 27 
—, — ; Absolutbetrag 32, 35 


— ; Addition 30ff. 

—, — ; Darstellung durch unendliche Dezi- 
malbrüche 25 

—, —; Dichte des Bereichs 24 

—. — ; Multiplikation 32ff. 

—, —; Ordnung des Bereichs 23 

—, —; Potenz mit beliebigem reellem Expo- 
nenten 37 

—, — ; Produkt 32 

—, — ; Stetigkeit des Bereichs 27 
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— ; Summe 30 

—, —; Vollständigkeit des Bereichs 27 

—, —;n.te Wurzel 36 

—, uneigentliche 28, 54 

Zahlenfolge 43ff. 

—, beschränkte 53 

— ; Grenzwert, 52, 55, 56 

— ; partieller Grenzwert 85, 87 

— ; Limes 87 

—, monotone 70 

— , nicht fallende (nicht abnehmende) 70 

—, wachsende 70 

Zahlengerade 42 

Zahlenmengen 28 

Zahlenraum 324 

Zeichnen von Kurven 284ff. 

Zuwachs einer Funktion 138, 184 

— — — mehrerer Veränderlicher, partieller 
349 

-— —- —- —- -, vollständiger 352. 

— einer Veränderlichen 172 

Zweig einer mehrdeutigen Funktion 104 

Zwischenwertsatz, erster 157, 169 

— , zweiter 159 

Zykloide 467, 498, 525, 531 

Zylinder, projizierender 476 


